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Лекция 6
Тройной интеграл 

(приложения, замена)

1. Приложение тройного интеграла.
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УрФУ Нагребецкая Ю.В.

2. Замена переменных в тройном интеграле.

4. Сферические координаты.

5. Примеры.

3. Цилиндрические координаты.
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Приложение тройного интеграла

• Объём тела �:

• Масса неоднородного  тела � с плотностью � = �(�, 	, 
)

T

V dxdydz 

( , , )
T

m f x y z dxdydz 
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Приложение тройного интеграла

• Координаты центра тяжести неоднородного 

тела �:

0

( , , )

,T

x f x y z dxdydz

x
m




0

( , , )

,T

y f x y z dxdydz

y
m




0

( , , )
T

z f x y z dxdydz

z
m



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Замена переменных в тройном интеграле

Теорема 1. Пусть

• функция � = � �, 	, 
 непрерывна в области D;

• непрерывно дифференцируемые функции
 = 
 �, �, � , � = � �, �, � , � = � �, �, �
отображают область �′ на область �;
• якобиан 

� �, �, � = ��� ��� ���	�� 	�� 	��
�� 
�� 
��
≠ 0

для любой точки  �, �, � ∈ ��.
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Тогда 

Замена переменных в тройном интеграле

Без док-ва. 

# � �, 	, 
 $�$	$
 =%
= # � � �, �, � , 	 �, �, � , 
 �, �, � � �, �, � $�$�$�%&



7
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Цилиндрические координаты

' = |OM+|, − наименьший угол от 

оси Ox до вектора O.+ 

(�, 	, 
) − декартовы координаты точки .(', ,, 
) − цилиндрические координаты точки .

x

y
 r

z  , ,M x y z

 0 , ,0M x y

O 0 r  
0 2  

z   
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Цилиндрические координаты. Примеры

, =?' =?

O


 =?
x

y
 r

z
 1,1,2M

x
y

r  1,0,0MO

z

, =?' =?
 =?
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах

 , ,

r z

r z

r z

x x x

J r z y y y

z z z









  

   

  

(упр.)r

cos

sin

x r

y r

z z








 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

r

r

 
 



 

Якобиан
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах

формула перехода от декартовых координат к 

цилиндрическим в тройном интеграле

# � �, 	, 
 $�$	$
% =
= # �(' cos , , ' sin , , 
) ⋅ ' $'$,$
%&
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Вычисление тройного интеграла в 
цилиндрических координатах

Теорема 2. Пусть

• функция � = � �, 	, 
 непрерывна в 

пространственной области (теле) T;

• область �� в цилиндрической системе 

координат задана неравенствами7 ≤ 9 ≤ :, ;< 9 ≤ ; ≤ ;= 9 ,�< ;, 9 ≤ � ≤ �= ;, 9
для непрерывно дифференцируемых 

функций '> , , '? , , 
> ', , , 
? ', , .



Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.
12

Замена переменных в тройном интеграле

Тогда (вычисление тройного интеграла I способом) 

= @ $,A
B @ @ � ' cos, , ' sin,, 
CD E,F

CG E,F
ED F

EG F '$'

= # � ' cos , , ' sin , , 
 ⋅ ' $'$,$
 =%&

# � �, 	, 
 $�$	$
% =

= H $'$, @ � ' cos, , ' sin,, 
 '$
CD E,F
CG E,FIJK

=
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

Пример 1. Вычислить объем конуса с радиусом 

основания R и высотой H.

Уравнение конуса (упр.):


? = L?
M? �? N 	?

⇓
 = LM �? N 	?


 = L

P(�, 	)
Способ-

СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

2 2 2

2 2
:

x y R

T H
x y z H

R

  



  


cos

sin

x r

y r

z z








 



2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin

:
cos sin

r r R

T H
r r z H

R

 

 

  
 

  


Способ-

СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)


2 2

2
:

r R

T H
r z H

R

 
 

 



0

:

r R

T H
r z H

R

 
 

 

 1 2

1 2

( ) ( )

( , ) ,

:

( )

T rr r

z zr z r


 

 

   
    

   

0 2

: 0T r R

H
r z H

R

 

  


  

  


Способ-

СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

 Q = # $�$	$
 =%(см. приложения тройного интеграла)
= # ' $'$,$
 = (см. теорему 2)%&

= H $'$, @ '$
c
cdEIJK

= (см.  e способ 
вычисления тройного интеграла)

Способ-

СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

jkl �

	

m M
const = @ $,

?n

+
@ '$'

d

+
@ $

c

cdE
=

= @ $,
?n

+
@ '$'

d

+

 ocdE

c =
Способ-

СПИЧКИ
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= @ $,?n
+ @ ' L − LM ' $'d

+ =
= @ $,?n

+
'?
2 L − LM 'p

3 r
+

d
=

13 tM?L

Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

Способ-

СПИЧКИ

@ $,?n
+

M?
6 L =

= M?L6 @ $,?n
+ = M?L6 2t =
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Замечание 1.

• Цилиндрическая система координат

является обобщением полярной системы

координат. 

• Интегрирование в цилиндрической

системе координат удобно использовать, 

когда область jkl ограничена дугами

окружностей. 

Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

vC

 = L 
 = LM �? N 	?

1) Фиксируем 
 = wxyz�
0 ≤ 
 ≤ L ⇒
 = 0 − дно, 
 = L − верх

Способ -СЛОИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

2) Q = # $�$	$
 =%
= # ' $'$,$
 = (см. теорему 2)%&

= @ $
c
+ H $�$	~�

=  (см.  ee способ 
вычисления тройного интеграла)

Способ -СЛОИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

= @ e(
)$
c
+ , где e(
) = ∬ $�$	~�

3) Вычисляем 

e(
) = H $�$	 =~�
t'? = t M?

L? 
?

Способ -СЛОИ

' = ML 
 − упр. , см. рис.
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

4) Вычисляем

Q = @ e 
 $
 =c
+ @ t M?

L? 
? $
 =c
+

= t M?
L? @ 
? $
 =c

+ t M?
L?


p
3 r

+

c
= 13 tM?L

Способ -СЛОИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

Способ -СЛОИ

2 2 2

2 2
:

x y R

T H
x y z H

R

  



  


 
2 2 2

2
2 2 2 2 2

2
:T

x y R

H H
z x y z x y

R R
z H

 
 

       
 





Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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Способ -СЛОИ

Γ~�:  �? N	? = M?
L? 
? − окружность с радиусом ' = ML 
 

Из ΓI получаем:

r

x

y

m vC

 
2

2 2 2
2

H
z x y

R
  

Γ~�

2
2 2 2

2

R
x y z

H
  
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Сферические координаты

' = |O.|
, − наименьший угол от 

оси Ox до вектора O.+ 

(', ,, �) − сферические

координаты точки .

x

y


r

z  , ,M x y z

 0 , ,0M x y

O  � − наименьший угол от O.+ до O..



27
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Сферические координаты. Примеры

, =?' =?� =? , =?' =?
x

y


r

z  1,1,2M

 0 1,1,0M

O 

x
y

r  1,0,0MO

z

� =?
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Сферические координаты. Примеры

т. г. УханьM 

' = 6378 км, = 30+ = 0,52 рад.
� = 114+ = 2,00 рад.

Этот слайд 

можно не 

конспектировать

30+с. ш. 114+в. д.

x

y


r

z  , ,M x y z

 0 , ,0M x y

O 
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Тройной интеграл в сферических 
координатах

 , ,

r

r

r

x x x

J r y y y

z z z

 

 

 

 

  

   

  

2

(упр.)

cosr 

cos cos

sin cos

sin

x r

y r

z r

 
 






 

Якобиан

cos cos sin cos cos sin

sin cos cos cos sin sin

sin 0 cos

r r

r r

r

     
     
 

 

  
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Тройной интеграл в сферических 
координатах

формула перехода от декартовых координат к 

сферическим в тройном интеграле

# � �, 	, 
 $�$	$
% =
= # �(' cos , cos � , ' sin , cos � , %&

' sin �) ⋅ '? cos �  $'$,$�
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

Пример 2. Вычислить объем шара радиуса R.

Qшара =# $�$	$
% =# '? cos � $'$,$�%& =
= @ $� @ $,?n

+
n ?⁄

�n ?⁄ @ '? cos � $'d
+ =
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

 , ,M x y z

y

z

x

y

r

x

z





0 r R 

0 2  

2 2

 
  
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

= @ $� @ $,?n
+

n ?⁄
�n ?⁄ cos � @ '?$'d

+ =
= @ cos � $� @ $,?n

+
n ?⁄

�n ?⁄ @ '?$'d
+ =

= @ cos � $� @ $,?n
+

n ?⁄
�n ?⁄

Mp
3 =
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

= @ cos � $� 2tMp
3

n ?⁄
�n ?⁄ = 2tMp

3 @ cos � $�n ?⁄
�n ?⁄ =

= 2tMp
3 sin � o�n?

n? = 4tMp
3
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Замечание 2.

• Сферическая система координат тоже

является обобщением полярной системы

координат. 

• Интегрирование в сферической системе 

координат удобно использовать, когда тело � ограничена дугами больших окружностей

шара.  

Тройной интеграл в сферических 
координатах. 


