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Векторное уравнение прямой в 
пространстве
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§1. Прямая в пространстве 
Векторное уравнение прямой
в пространстве
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Параметрическое уравнение прямой в 
пространстве

4

Выводится из векторного так же как для прямой на 

плоскости:
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Физический смысл: 𝑥, 𝑦, 𝑧 − координаты 

материальной точки в момент времени 𝑡, 

движущейся равномерно и прямолинейно со 

скоростью Ԧ𝑠.

0 0 0 0( , , )M x y z L
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Векторное уравнение прямой в 
пространстве
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Каноническое уравнение прямой в 
пространстве
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векторы коллинеарны т. и т. т., к. 

их координаты пропорциональны

0 0M M r r= − ( )0 0 0, ,x x y y z z= − − −
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Уравнение прямой в пространстве, 
проходящей через две точки
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Пусть  𝑀1 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 , 𝑀2 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2 −
несовпадающие точки.

Ԧ𝑠 = 𝑀1𝑀2

L
𝑀1

𝑀2

Ԧ𝑠

= (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1)

𝑥 − 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1
=

𝑦 − 𝑦1

𝑦2 − 𝑦1
=

𝑧 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
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Уравнение прямой как пересечения двух 
плоскостей
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Задача. Составить каноническое уравнение прямой 

L, являющейся пересечением плоскостей 

𝛼1: 2𝑥 − 3𝑦 + 6𝑧 + 3 = 0 и 𝛼2: 𝑥 + 4𝑦 − 4𝑧 − 4 = 0.

Решение. 1) Найдем какую-нибудь точку прямой L, 

подставив в систему 

ቊ
2𝑥 − 3𝑦 + 6𝑧 + 3 = 0,
𝑥 + 4𝑦 − 4𝑧 − 4 = 0,

например, 𝑥 = 0:

ቊ
−3𝑦 + 6𝑧 + 3 = 0,

4𝑦 − 4𝑧 − 4 = 0 ⇔ ቊ
𝑦 − 2𝑧 = 1,
𝑦 − 𝑧 = 1

(−)
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Уравнение прямой как пересечения двух 
плоскостей
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ቊ
−𝑧 = 0,

𝑦 − 𝑧 = 1
⇔ ቊ

𝑧 = 0,
𝑦 = 1

⇒

2) Найдем направляющий вектор Ԧ𝑠 прямой L: 

𝑛1 ⊥ 𝛼1 ⇒ 𝑛1 ⊥ 𝐿
1n

1

1

2n

L

𝑀0

𝑛2 ⊥ 𝛼2 ⇒ 𝑛2 ⊥ 𝐿

⇓
Ԧ𝑠 = 𝑛1 × 𝑛2𝑛1 × 𝑛2||𝐿 ⇒

𝑛1, 𝑛2 ⊥ 𝑛1 × 𝑛2

𝑀0(0,1,0) ∈ 𝐿
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Уравнение прямой как пересечения двух 
плоскостей
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ቊ
−𝑧 = 0,

𝑦 − 𝑧 = 1
⇔ ቊ

𝑧 = 0,
𝑦 = 1

⇒ 𝑀0(0,1,0) ∈ 𝐿

2) Найдем направляющий вектор Ԧ𝑠 прямой L: 

𝑛1 ⊥ 𝛼1 ⇒ 𝑛1 ⊥ 𝐿

1

2

2n
1n

L

𝑀0

𝑛2 ⊥ 𝛼2 ⇒ 𝑛2 ⊥ 𝐿

⇓
Ԧ𝑠 = 𝑛1 × 𝑛2𝑛1 × 𝑛2||𝐿⇒

𝑛1, 𝑛2 ⊥ 𝑛1 × 𝑛2

1 2n n
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Уравнение прямой как пересечения двух 
плоскостей
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𝑛1 = (2, −3,6)

𝑛2 = (1,4, −4)
⇒ Ԧ𝑠 = 𝑛1 × 𝑛2 =

= Ԧ𝑖
−3 6
4 −4

− Ԧ𝑗
2 6
1 −4

+ 𝑘
2 −3
1 4

=
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘
2 −3 6
1 4 −4

= −12Ԧ𝑖 + 14Ԧ𝑗 + 15𝑘 = (−12,14,15)

𝐿:
𝑥

−12
=

𝑦 − 1

14
=

𝑧

15
по формуле

𝑥−𝑥0

𝑙
=

𝑦−𝑦0

𝑚
=

𝑧−𝑧0

𝑘
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Угол между двумя прямыми
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Угол между двумя прямыми
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Расстояние от точки до прямой

14

Опр. Расстоянием d от точки до прямой называется 

наименьшее расстояние от M до точек прямой.

1 1 1 1( , , )M x y z

K

d

1 0

s
d

s M M
=

L
0 0 0 0( , , )M x y z

𝐿:
𝑥 − 𝑥1

𝑙
=

𝑦 − 𝑦1

𝑚
=

𝑧 − 𝑧1

𝑘

( , , )s l m k

d
S

s
=

S
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Расстояние между двумя 
скрещивающимися прямыми

15

Опр. Расстоянием d между двумя скрещивающив.

прямыми называется наименьшее расстояние от 

точек первой прямой до точек второй прямой.

1 2 1 2

1 2

d
M M s s

s s

 


=

𝐿1:
𝑥 − 𝑥1

𝑙1
=

𝑦 − 𝑦1

𝑚1
=

𝑧 − 𝑧1

𝑘1

𝐿2:
𝑥 − 𝑥2

𝑙2
=

𝑦 − 𝑦2

𝑚2
=

𝑧 − 𝑧2

𝑘2

𝑑 =
𝑉

𝑆
1s

2s

1L

2s

2L

1M

2M

S

d
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве

16

Рассмотрим

1 2 1 2M M s s = 

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

x x y y z z

l m k

l m k

− − −

=

Утверждение 1. Прямые 𝐿1 и 𝐿1 скрещиваются т. и 

т. т., к. Δ = 𝑀1𝑀2 ⋅ Ԧ𝑠1 ⋅ Ԧ𝑠2 ≠ 0.

Доказательство. Прямые 𝐿1 и 𝐿1 скрещиваются т. и 

т. т., к. вектора 𝑀1𝑀2, Ԧ𝑠1, Ԧ𝑠2 некомпланарны.∎
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве

17

Утверждение 2. 

1) Прямые 𝐿1 и 𝐿2 скрещиваются 

⇔ 𝚫 ≠ 𝟎

2) Прямые 𝐿1 и 𝐿2 пересекаются 

⇔ 𝚫 = 𝟎 и 𝒔𝟏 ∦ 𝒔𝟐

1L2L

2s

1s

3) Прямые 𝐿1 и 𝐿2 параллельны 

⇔ (𝚫 = 𝟎) и 𝒔𝟏 ∥ 𝒔𝟐 ∦ 𝑴𝟏𝑴𝟐

1L

2L
2s

1s

1M

2M

4) Прямые 𝐿1 и 𝐿2 совпадают 

⇔ (𝚫 = 𝟎) и 𝒔𝟏 ∥ 𝒔𝟐 ∥ 𝑴𝟏𝑴𝟐
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве
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Пример. Доказать, что прямые 𝐿1:
𝑥−1

1
=

𝑦+1

−2
=

𝑧−1

3
и 

𝐿2:
𝑥+4

−2
=

𝑦−1

1
=

𝑧+2

1
скрещивающиеся и найти 

расстояние между ними.

Решение.

прямые 𝐿1 и 𝐿2 скрещиваются   

Ԧ𝑠1 = (1, −2,3) Ԧ𝑠2 = (−2,1,1)

𝑀2(−4,1, −2)𝑀1(1, −1,1) 𝑀1𝑀2 = (−5,2, −3)

Δ = 𝑀1𝑀2 ⋅ Ԧ𝑠1 ⋅ Ԧ𝑠2 =
−5 2 −3
1 −2 3

−2 1 1
= (10 − 12 − 3) −

− −12 + 2 − 15 = 20 ≠ 0 ⇒
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве

19

Ԧ𝑠1 × Ԧ𝑠2 =
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘
1 −2 3

−2 1 1

= −5Ԧ𝑖 − 7Ԧ𝑗 − 3𝑘 = (−5, −7, −3)

Ԧ𝑠1 × Ԧ𝑠2 = 25 + 49 + 9 = 83 ⇒

𝑑 =
𝑀1𝑀2 ⋅ Ԧ𝑠1 ⋅ Ԧ𝑠2

Ԧ𝑠1 × Ԧ𝑠2
=

20

83
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве

20

Пример. Доказать, что прямые 𝐿1:
𝑥−1

1
=

𝑦+1

−2
=

𝑧−1

3
и 

𝐿2:
𝑥+4

1
=

𝑦−1

0
=

𝑧+2

0
пересекаются и найти точку их 

пересечения.

Решение.

прямые 𝐿1 и 𝐿2 пересекаются.   

Ԧ𝑠1 = (1, −2,3) Ԧ𝑠2 = (1,0,0)

𝑀2(−4,1, −2)𝑀1(1, −1,1) 𝑀1𝑀2 = (−5,2, −3)

Δ = 𝑀1𝑀2 ⋅ Ԧ𝑠1 ⋅ Ԧ𝑠2 =
−5 2 −3
1 −2 3
1 0 0

= 6 − 6 = 0

⇒и  Ԧ𝑠1 ∦ Ԧ𝑠2
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве

21

𝐿1:
𝑥 − 1

1
=

𝑦 + 1

−2
=

𝑧 − 1

3
= 𝑡1 ⇒

1L

2L

2s

1s

𝐿1 : ቐ

𝑥 = 1 + 𝑡1

𝑦 = −1 − 2𝑡1

𝑧 = 1 + 3𝑡1

𝐿2:
𝑥 + 4

1
=

𝑦 − 1

0
=

𝑧 + 2

0
= 𝑡2 ⇒ 𝐿2 : ቐ

𝑥 = −4 + 𝑡2

𝑦 = 1
𝑧 = −2

𝒕𝟏

M

𝒕𝟏 ≠ 𝒕𝟐 !

так как материальные точки 

были в точке 𝑀 в разные 
моменты времени
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Взаимное расположение прямых в 
пространстве

22

ቐ

1 + 𝑡1 = −4 + 𝑡2

−1 − 2𝑡1 = 1
1 + 3𝑡1 = −2

Приравнивая 𝑥, 𝑦, 𝑧 из параметрических уравнений 

прямых 𝐿1 и 𝐿2, решим систему относительно 𝑡1 и 𝑡2.

⇔ ቐ
𝑡1 − 𝑡2 = −5
−2𝑡1 = 2
3𝑡1 = −3

⇔ ቊ
𝑡1 = −1

𝑡2 = 4

Найдем координаты точки пересечения, подставляя 

значение 𝑡1(𝑡2) в уравнения прямой 𝐿1 𝐿2 :

𝑥 = 1 + 𝑡1 = 1 − 1 = 0

𝑦 = −1 − 2𝑡1 = −1 − 2 −1 = 1

𝑧 = 1 + 3𝑡1 = 1 + 3 −1 = −2

(0,1, 2)M −⇒
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Взаимное расположение прямой и 
плоскости в  пространстве
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𝛼: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0

L: ቐ
𝑥 = 𝑥0 + 𝑡 ⋅ 𝑙
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡 ⋅ 𝑚
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡 ⋅ 𝑘

1) Подставим уравнения прямой 𝐿 в уравнение плоскости 𝛼. 

2) Найдем «момент времени» 𝑡, в который матер. точка 
«дошла» до плоскости 𝛼.

L

s



0M

t
*M

Ԧ𝑠 = (𝑙, 𝑚, 𝑘)

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
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Взаимное расположение прямой и 
плоскости в  пространстве
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𝛼: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0

L: ቐ
𝑥 = 𝑥0 + 𝑡 ⋅ 𝑙
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡 ⋅ 𝑚
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡 ⋅ 𝑘

1) Подставим уравнения прямой 𝐿 в уравнение плоскости 𝛼. 

2) Найдем «момент времени» 𝑡, в который матер. точка 
«дошла» до плоскости 𝛼.

L

s



0M

t
*M

Ԧ𝑠 = (𝑙, 𝑚, 𝑛)

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
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Взаимное расположение прямой и 
плоскости в  пространстве
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3) Подставим полученное значение 𝒕 = 𝒕∗ в уравнения 
прямой. Получим точку 𝑴∗ 𝒙∗, 𝒚∗, 𝒛∗ пересечения 𝐿 и 𝛼.

4) Если таких значений 𝑡 бесконечно, то это значит, что 
𝑳 ⊂ 𝜶.

5) Если таких значений 𝑡 нет, то это значит, что 
𝑳 ∥ 𝜶.

Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 
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Угол между прямой и плоскостью
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Ԧ𝑠 = (𝑙, 𝑚, 𝑘)

𝑛 = (𝐴, 𝐵, 𝐶)

L

s



n



Опр. Углом 𝛾 между прямой и плоскостью 

называется острый угол между прямой и проекцией 

этой прямой на плоскость.


sin 𝛾 = sin

𝜋

2
− 𝜓 = cos 𝜓

sin 𝛾 =
𝑛⋅ Ԧ𝑠

𝑛 ⋅ Ԧ𝑠
=

𝐴𝑙+𝐵𝑚+𝐶𝑘

𝐴2+𝐵2+𝐶2⋅ 𝑙2+𝑚2+𝑘2
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Взаимное расположение прямой и 
плоскости в  пространстве
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Пример. Доказать, что прямая 𝐿:
𝑥−1

1
=

𝑦+1

−2
=

𝑧

6
пересекает 

плоскость 𝛼: 2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0, найти точку их 
пересечения и угол между ними.

𝐿:
𝑥−1

1
=

𝑦+1

−2
=

𝑧

6
= 𝑡 ⇔ ቐ

𝑥 − 1 = 𝑡
𝑦 + 1 = −2𝑡
𝑧 = 6𝑡

⇔ ቐ
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = −2𝑡 − 1
𝑧 = 6𝑡

Решение.

Подставим параметрические уравнения в уравнение 

плоскости:

2(𝑡 + 1) + 3(−2𝑡 − 1) + 6t − 1 = 0

𝒕 = 𝒕∗ = 𝟏 ⇒

2𝑡 − 2 = 0

Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 
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ቐ

𝑥∗ = 2
𝑦∗ = −3
𝑧∗ = 6

⇒
𝑴∗ = 𝟐, −𝟑, 𝟔 −
точка пересечения 𝐿 и 𝛼

Ԧ𝑠 = (1, −2,6)𝑛 = (2,3, 1)

sin 𝛾 =
𝑛⋅ Ԧ𝑠

𝑛 ⋅ Ԧ𝑠
=

2⋅1+3⋅(−2)+1⋅6

22+32+12⋅ 12+(−2)2+62
=

=
2

14 ⋅ 41
=

2

574
⇒ 𝜸 = arcsin

2

574
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Пример. Доказать, что прямая 𝐿1:
𝑥−1

1
=

𝑦+1

−2
=

𝑧

6

лежит в плоскости 𝛼: 3𝑦 + 𝑧 + 3 = 0, а прямая

𝐿2:
𝑥−1

1
=

𝑦+1

−2
=

𝑧−1

6
параллельна этой плоскости.

⇔ ቐ
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = −2𝑡 − 1
𝑧 = 6𝑡

Решение.

𝐿1:
𝑥 − 1

1
=

𝑦 + 1

−2
=

𝑧

6
= 𝑡

3 −2𝑡 − 1 + 6𝑡 + 3 = 0

0 ⋅ 𝑡 + 0 = 0 - имеет бесконечно много решений 

⇒ 𝑳 ⊂ 𝜶
Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 
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⇔ ቐ
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = −2𝑡 − 1
𝑧 = 6𝑡 + 1

𝐿2:
𝑥 − 1

1
=

𝑦 + 1

−2
=

𝑧 − 1

6
= 𝑡

3 −2𝑡 − 1 + 6𝑡 + 1 + 3 = 0

0 ⋅ 𝑡 + 1 = 0 - не имеет решений 

⇒ 𝑳 ∥ 𝜶
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