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Лекция 5
Тройной интеграл

2. Понятие тройного интеграла.
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1. Понятие двойного интеграла (повторение).

4. Вычисление тройного интеграла двумя 
способами.

5. Примеры.

3. Задача о массе неоднородного тела.
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𝑚 =ඵ

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑚 =ඵ

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = lim
𝜆→0



𝑖,𝑗

𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗

Понятие двойного интеграла (повторение) 

Масса неоднородной 

пластины 𝐷 с 

плотностью 𝑓 𝑥, 𝑦 :

где 𝜆 = 𝑚𝑎𝑥
𝑖,𝑗

Δ𝑥𝑖 , Δ𝑦𝑗
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Понятие тройного интеграла

Опр. Тройным интегралом называется 

ම
𝛵

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

= lim
𝜆→0


𝑖,𝑗,𝑘

𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘)Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗Δ𝑧𝑘

где 𝜆 = 𝑚𝑎𝑥
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝑥𝑖 , Δ𝑦𝑗 , Δ𝑧𝑘
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Задача о массе неоднородного тела

T

𝑓 𝑀 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) −
плотность в 

т. 𝑀 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝛵.
O

Дано: 

неоднородное тело 𝑇;

Найти массу 

тела 𝑇.

( , , )ijk i j kM x y z

ix
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Δ𝑦𝑗
Δ𝑥𝑖

Δ𝑧𝑘
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Задача о массе неоднородного тела

Δ𝑉𝑖𝑗𝑘 = Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗Δ𝑧𝑘

Δ𝑚𝑖𝑗𝑘 ≈ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘 )Δ𝑉𝑖𝑗𝑘

Масса фрагмента равна 

Объем фрагмента равен

( , , )ijk i j kM x y z

Масса тела 𝑇 равна 𝑚 ≈
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝑚𝑖𝑗𝑘
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Задача о массе неоднородного тела

𝑚 ≈
𝑖,𝑗,𝑘

𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘 )Δ𝑥𝑖Δ𝑦𝑗 Δ𝑧𝑘

𝑚 =ම
𝛵

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
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Теорема о существовании и свойства 
тройного интеграла

Теорема 1. Интеграл 𝛵
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

существует, если функция 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
непрерывна в трехмерной области (теле) 𝑇,

ограниченной кусочно-гладкой 

поверхностью Γ𝑇. 

Свойства тройного интеграла аналогичны 

свойствам определенного интеграла.
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Примеры кусочно-гладких поверхностей

Этот слайд 
можно не 

конспектировать
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла (I способ)

Теорема 2. Пусть 𝑻 − тело, ограниченное

цилиндрической поверхностью 𝜞𝑻 :

1) образующие параллельны оси Oz;

2) снизу ограничено кусочно-гладкой 

поверхностью 𝒛 = 𝒛𝟏(𝒙, 𝒚);
3) сверху ограничено кусочно-гладкой 

поверхностью 𝒛 = 𝒛𝟐(𝒙, 𝒚);
4) проекция тела 𝑇 на плоскость Oxy –

область 𝑫𝒙𝒚.

Способ-
СПИЧКИ
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла (I способ)

Способ-
СПИЧКИ

Тогда 

ම
𝛵

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦න
𝑧1 𝑥,𝑦

𝑧2 𝑥,𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧

(сначала одинарный, потом двойной)
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла (I способ)

Способ-
СПИЧКИ

( )1 ,z z x y=

( )2 ,z z x y=

xyDx

z

y

( , )P x y

O
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла (II способ)

Теорема 3. Пусть тело 𝑻 ограничено кусочно-

гладкой поверхностью Γ𝑇 и 𝑺𝒛 − сечение тела 𝑇
плоскостью, параллельной плоскости Oxy с 

аппликатой 𝒛, 𝒂 ≤ 𝒛 ≤ 𝒃.

Тогда 

ම
𝛵

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =න
𝑎

𝑏

𝑑𝑧ඵ
𝑆𝑧

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

(сначала двойной, потом одинарный)

Способ -СЛОИ
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла (II способ)

Способ -СЛОИ
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла. Пример 1

Пример 1. Вычислить двумя способами интеграл 

𝛵
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, если тело 𝑇 ограничено кусочно-

гладкой поверхностью Γ𝑇 , заданной

уравнениями:

0, 0, 0
:

1

x y z

x y z


= = =


+ + =

𝑥

𝑧

𝑦
1

1

1

𝑂
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𝑧 = 1 − 𝑥 − 𝑦

15

𝑥 = 0

𝑦 = 0

𝑧 = 0



Теорема о вычислении тройного 
интеграла. Пример 1 (I способ)`

Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ
УрФУ Нагребецкая Ю.В.

𝑂

ම
𝛵

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

Способ-
СПИЧКИ

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦න
0

1−𝑥−𝑦

𝑥𝑑𝑧 =

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦 ⋅ 𝑥 ቚ𝑧
0

1−𝑥−𝑦
=

𝑦 = 0

𝑧 = 0

𝑥 = 0

𝑧 = 1 − 𝑥 − 𝑦

16

( , )P x y xyD



Теорема о вычислении тройного 
интеграла. Пример 1 (I способ)
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Способ-
СПИЧКИ

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦 ⋅ 𝑥 1 − 𝑥 − 𝑦 =

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑥 − 𝑥2 − 𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= න
0

1

𝑑𝑥න
0

1−𝑥

𝑥 − 𝑥2 − 𝑥𝑦 𝑑𝑦 =

𝑥

𝑦

0

𝐷𝑥𝑦

1

1

𝑥

𝑦 = 1 − 𝑥
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Теорема о вычислении тройного 
интеграла. Пример 1 (I способ)
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Способ-
СПИЧКИ

= න
0

1

𝑑𝑥 𝑥න
0

1−𝑥

𝑑𝑦 −𝑥2න
0

1−𝑥

𝑑𝑦 − 𝑥න
0

1−𝑥

𝑦 𝑑𝑦 =

= න
0

1

𝑑𝑥 𝑥 ቚ𝑦
0

1−𝑥
− 𝑥2 ቚ𝑦

0

1−𝑥
− 𝑥 อ

𝑦2

2
0

1−𝑥

=

= න
0

1

𝑥 1 − 𝑥 − 𝑥2 1 − 𝑥 −
𝑥 1 − 𝑥 2

2
𝑑𝑥 =

18



Теорема о вычислении тройного 
интеграла. Пример 1 (I способ)
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Способ-
СПИЧКИ

= න
0

1

𝑥 − 𝑥2 − 𝑥2 + 𝑥3 −
𝑥

2
1 − 2𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑥 =

= න
0

1 𝑥3

2
− 𝑥2 +

1

2
𝑥 𝑑𝑥 = อ

𝑥4

8
−
𝑥3

3
+
𝑥2

4
0

1

=

=
1

8
−
1

3
+
1

4
=

1

24

19



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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𝑦

𝑥

1 − 𝑧

0

𝑆𝑧

x

𝑦 = 1 − 𝑧 − 𝑥

𝑦 = 0

1 − 𝑧

1) Фиксируем 

𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

0 ≤ 𝑧 ≤ 1 ⇒
𝑧 = 0 − дно,
𝑧 = 1 − верх

Способ -СЛОИ

Γ𝑆𝑧:
𝑥 = 0, 𝑦 = 0,
𝑦 = 1 − 𝑧 − 𝑥

Из Γ𝑇 получаем:

𝑥
=
0



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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)2 𝐽 =ම
𝛵

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = න
0

1

𝑑𝑧ඵ
𝑆𝑧

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= න
0

1

𝐼(𝑧)𝑑𝑧 , где 𝐼(𝑧) = 𝑆𝑧
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦

3) Вычисляем 𝐼(𝑧) = 𝑆𝑧
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= න
0

1−𝑧

𝑑𝑥න
0

1−𝑧−𝑥

𝑥𝑑𝑦= න
0

1−z

𝑑𝑥 ⋅ 𝑥 න
0

1−𝑧−𝑥

𝑑𝑦 =

Способ -СЛОИ



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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= න
0

1−𝑧

𝑑𝑥 ⋅ 𝑥 ⋅ ቚ𝑦
0

1−𝑧−𝑥
=

= න
0

1−𝑧

𝑑𝑥 ⋅ 𝑥 1 − 𝑧 − 𝑥 =

= න
0

1−𝑧

𝑥 − 𝑧𝑥 − 𝑥2 𝑑𝑥 =

Способ -СЛОИ



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)

Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ
УрФУ Нагребецкая Ю.В.

23

= อ
𝑥2

2
− 𝑧

𝑥2

2
−
𝑥3

3
0

1−𝑧

=

อ= 1 − 𝑧
𝑥2

2
−
𝑥3

3
0

1−𝑧

=

=
1 − 𝑧 3

2
−

1 − 𝑧 3

3
=

1 − 𝑧 3

6

Способ -СЛОИ



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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4) Вычисляем 𝐽 = 0
1
𝐼 𝑧 𝑑𝑧 =

= න
0

1 ൫1 − )𝑧 3

6
𝑑𝑧 =

− อ
𝑡4

24
1

0

=
1

24

𝑡 = 1 − 𝑧, 𝑑𝑡 = −𝑑𝑧
𝑑𝑧 = −𝑑𝑡

𝑧 = 0 → 𝑡 = 1
𝑧 = 1 → 𝑡 = 0

=

Способ -СЛОИ

= −න
1

0 𝑡3

6
𝑑𝑡 =



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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Способ -СЛОИ

Этот трехмерный рисунок 

для решения не нужен.

Преимущество II способа в 

том, что рисунки делаются 

в плоскости Oxy, а не в 

пространстве, как в 

I способе.

1
1

1

𝑂

𝑆𝑧


