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Курс «Математика», II сем., I курс  

ИЕНиМ. ДФиПX

Лектор к.ф.-н., доцент Нагребецкая Ю.В.

Видеоурок по вычислению

неопределенных интегралов 

можно найти ЗДЕСЬ

https://www.youtube.com/watch?v=BTlPec1zul8


План 

• 1. Первообразная. Понятие неопределенного 
интеграла.

• 2. Метод замены переменных в неопределенном 
интеграле.

• 3. Метод интегрирования по частям в неопределенном 
интеграле.
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Определение первообразной. Пример 3

Опр. Первообразной функцией для 𝑓(𝑥) на (𝑎, 𝑏) называется 

функция 𝐹(𝑥) такая, что 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 .

( )

1

( ) первообразная для ( )  на x x x x

Пример

e e F x e f x e

=  = − =
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Примеры 4

( )

2

sin cos ( ) sin первообразная для 

( ) cos  на 

Пример

x x F x x

f x x

 =  = −

=
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Примеры 5

( )
1 1

2 2

3

1 1

2 2

1
( ) первообразная для ( )  на (0;+ )

2

Пример

x x x
x

F x x f x
x

−
 

= = =  
 

= − = 
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Теорема о существовании первообразной 6

Теорема 1 (теорема Коши о существовании 

первообразной).

Для любой непрерывной функции 𝑓(𝑥) на интервале 

𝑎, 𝑏 существует первообразная 𝐹(𝑥) на этом 

интервале (без доказательства).
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Первообразная. Понятие неопределенного 
интеграла 7

Теорема 2. Пусть 𝐹 𝑥 − первообразная для функции 𝑓(𝑥) на

𝑎, 𝑏 , тогда 𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶 − тоже первообразная для 

функции 𝑓(𝑥) на 𝑎, 𝑏 .

Доказательство. 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 по определению первообразной.

Тогда 𝐺′(𝑥) = 𝐹 𝑥 + 𝐶 ′ = 𝐹′ 𝑥 + 𝐶′ = 𝑓 𝑥 + 0 = 𝑓 𝑥 .
Следовательно, функция 𝐺 𝑥  тоже первообразная для функции 

𝑓(𝑥) на 𝑎, 𝑏 .
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Первообразная. Понятие неопределенного 
интеграла 8

Теорема 3. Если 𝐹1 𝑥 , 𝐹2 𝑥 − первообразные для 

непрерывной функции 𝑓(𝑥) на 𝑎, 𝑏 , то 𝐹1 𝑥 −
𝐹2 𝑥 = 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для любого 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 .

Вывод. Если известна первообразная функция 𝐹(𝑥) для 

непрерывной функции 𝑓 𝑥 , то прибавляя всевозможные 

числа 𝐶, получаем ВСЕ первообразные для 𝑓 𝑥 .
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Первообразная. Понятие неопределенного 
интеграла 9



Первообразная. Понятие неопределенного 
интеграла 10

Опр. Неопределенным интегралом от непрерывной функции 

𝑓 𝑥  называется множество всех первообразных для этой 

функции.

Обозначение: ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶, где 𝐹 𝑥 −

некоторая первообразная для 𝑓 𝑥 . 
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Первообразная. Неопределенный интеграл. 
Пример 4 11

2

2

2

4

1
2

2 2

( ) первообразная для ( )
2

2

Пример

x
x x

x
F x f x x

x
xdx C

 
=  =  

 

= − = 

= +



Первообразная. Неопределенный интеграл. 
Примеры 5 12

( )

5

sin 2 1 1
sin 2 cos 2 2 cos 2

2 2 2

sin 2
( ) первообразная для  ( ) cos 2

2

sin 2
cos 2

2

Пример

x
x x x

x
F x f x x

x
x dx C

  = =   =  
 

= − = 

= +



Первообразная. Неопределенный интеграл. 
Пример 6 13

( ) ( )( )

6

1

( ) первообразная для  ( )

x x x

x x

x x

Пример

e e e

F x e f x e

e dx e C

− − −

− −

− −


− = −  − = 

= − − = 

= − +



Свойства неопределенного интеграла 14

Теорема 4 (свойства неопределенного интеграла). Пусть 

функции 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 − непрерывны на 𝑎, 𝑏 . Тогда  

׬ (1 𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ± ׬ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

׬ (2 𝑐𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐 ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

׬ (3 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝐶 ׬ (’3 𝑑𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝐶

׬ (4 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
′

= 𝑓 𝑥 4’) 𝑑 ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Интегрирование и дифференцирование –две взаимно обратные операции



Свойства неопределенного интеграла 15

Доказательство.

(1) Пусть функции 𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑥 − первообразные для функций 

𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 . Тогда 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝐺′ 𝑥 = 𝑔 𝑥 . 

⇒ ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶1,

⇒ ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + ׬ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶1 + 𝐺 𝑥 + 𝐶2

׬ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐺 𝑥 + 𝐶2

⇒ ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + ׬ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐺 𝑥 + (𝐶1+𝐶2)
𝑪



Свойства неопределенного интеграла 16

𝐹 𝑥 + 𝐺 𝑥
′

= 𝐹′ 𝑥 + 𝐺′(𝑥) = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  

⇒ функция 𝐹 𝑥 + 𝐺 𝑥 − первообразная 

для функции 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 .

⇒ ׬ 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + ׬ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

⇒ ׬ 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐺 𝑥 + 𝐶
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Свойства неопределенного интеграла 17

(2) аналогично (упр.) 

(3) следует из того, что функция 𝑓(𝑥) является первообразной для 

функции 𝑓′(𝑥). 

׬ (’3) 𝑑𝑓 𝑥 = ׬ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝐶

(4), (4’) аналогично (упр). 



Таблица интегралов 18



Интегрирование при помощи таблицы 
интегралов и свойств интегралов. Пример 7 19

31
2 2

1
2

1

31
2 2

7. Найти интеграл .

1

2

3
C

Пример xdx

x x
xdx x dx C C x x

+

= = + = = ++
+



 
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Интегрирование при помощи таблицы 
интегралов и свойств интегралов. Примеры 7,8,9 20

2

2 1 1
2

2

1
8. Найти интеграл .

1

2 1

1

1

П

C

ример dt
t

t t
dt t dt C C

t t

− + −
−= = + = + =

−
+

−
−

+



 
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Интегрирование при помощи таблицы 
интегралов и свойств интегралов. Примеры 7,8,9 21

2
2

9. Найти интеграл (1 2 ) .

(1 2 ) 1 2 2

2
2

П

C

ример u du

u du du udu du udu

u
u uC u

−

− = − = − =

= −  = −+ +



    
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Формула замены переменной в 
неопределенном интеграле

• Теорема. Пусть 1) функция непрерывна, а

функция  непрерывно дифференцируема. 

Тогда

22

( )y= f x

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )=    f x dx= x=φ t = f φ t dφ t f φ t φ t dt

( )x=φ t
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Формула замены переменной в 
неопределенном интеграле. Пример 10 23

4

dx

x
=

+

Найти
4

dx

x +

4

( 4) 1

u x

du u dx x dx dx dx

du dx

= + 
  = = + =  =
 
 = 

du

u
= =

ln u C= + =
Возвращаемся к исходной

 переменной

 
 
 

ln 4x C= + +



Формула замены переменной в 
неопределенном интеграле. Пример 11 24

3xe dx =

3Найти xe dx

3

(3 ) 3

1

3

u x

du u dx x dx dx

dx du

 
 =
 

 = = =  
 

= 
 

1

3

ue du=  =

1

3

ue C= + =
31

3

xe C+

1

3

ue du =
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Формула замены переменной в 
неопределенном интеграле. Пример 12 25

2(2 5)x dx+ =

2Найти (2 5)x dx+

2 5

(2 5) 2

1

2

u x

du u dx x dx dx

dx du

 
 = +
 

 = = + =  
 

= 
 

2 1

2
u du=  =
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Формула замены переменной в неопределенном 
интеграле. Пример 12 (продолжение) 26

2Найти (2 5)x dx+

2 11

2 2 1

u
C

+

=  +
+

21

2
u du C= +

3(2 5)

6

x
C

+
+

3

6

u
C= + =
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Формула замены переменной в 
неопределенном интеграле. Пример 13 27

2Найти 1x x dx+

2

1
1 32

2 2
1

1
2

2 2

1

1 1

1

12
1

2 2 31

11
( 1)

3

2

3

u x

udu xdx
x

C

x dx udu C u C

xdx

x

du

u xu C

+

+

 = +
 

= + = = =  + = + =
 

= 
 

= + = + + +

 



Формула интегрирования по частям

Теорема. Пусть функции

непрерывно дифференцируемы.

Тогда

28

( ) ( )u=u x , v=v x

 udv=uv- vdu
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Рекомендации по выбору u, v

Рекомендация I:

Пусть ( ) многочлен. 

В интегралах ( )cos , ( )sin , ( ) .

в роли берём многочлен ( ), 

а в роли - всё остальное, включая .

x

P x

P x xdx P x xdx P x e dx

u P x

dv dx

−

  

v dv= 

29

Константу С не прибавляем, 

поскольку нам нужна

только одна функция v



2 2

2 2 2

1 1
1

2 2
2

x x

x x x

u d

dv

x x

x e e dx
e dx e

d

v

u

dx e

=  = 
   = − =  =  = =  

 




Формула интегрирования по частям
Пример 14

2 2 (константу С не прибавляем!)
1

2

x xdv e dx ev = = = 

30

2xxe dx =

2 2 2 21 1 1 1 1

2 2 2 2 2

x x x xxe e dx xe e C
 

= − = −  + = 
 


2 22

2

1

2 2

1

4

1 1x xx Cxe e eC x− +
 

−= +
 

u dv
vu v du

2Найти xxe dx



( )sin sin
cos cos sin

u du
x

d

x dx
x x xd

xdx xdx xv v

=  = 
= − = 

=  = =  




Формула интегрирования по частям
Пример 15

(константу С не прибавляем!)cos sinv dv xdx x= = = 

31

cosx xdx =

isin sin s n cos Cx x xdx x x x= − = + +

u dv vu v du

Найти cosx xdx
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Рекомендации по выбору u, v

Рекомендация II:

В роли берём "плохие" функции ln , ln ( ),   

arcsin ( ), arccos ( ), arc tg ( ) и др.

В роли все остальное, включая .

u x f x

f x f x f x

dv dx−

v dv= 

32
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Формула интегрирования по частям
Пример 16 33

lnlnx x dx x x x C= = −− +

( )

1
ln 1

ln
x dx

x x x x dx
x

dx

u

dv dx

d

v x

u
 

=  =   
=  − =  

 =  = = 
 




u dv vu
du

ln xdx =
v

Найти ln xdx
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