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Глава 2. Аналитическая геометрия

§1. Прямая на плоскости
Уравнение линии на плоскости
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Опр. Уравнением линии на плоскости называется 

уравнение 𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝟎 такое, что точка 

𝑀(𝑥𝑀 , 𝑦𝑀) лежит на линии тогда и только тогда, 

когда ее координаты удовлетворяют уравнению 

(т.е. 𝐹(𝑥𝑀 , 𝑦𝑀) = 0 − верное числовое равенство).

Замечание: Координаты всех точек и векторов 

предполагаются декартовыми,

а все базисы ортонормированными.
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Векторное уравнение прямой на 
плоскости
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Обозначения: L − прямая на плоскости;

Ԧ𝑠 − направляющий вектор прямой, т.е. ненулевой 

вектор, коллинеарный прямой L;

𝑀(𝑥, 𝑦)− произвольная точка на прямой;

𝑀0(𝑥0, 𝑦0)− фиксированная точка на прямой.

Ԧ𝑟 − радиус-вектор точки M на прямой;

Ԧ𝑟0 − радиус-вектор точки 𝑀0.
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Векторное уравнение прямой на 
плоскости

L
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Векторное уравнение прямой на 
плоскости
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Параметрическое уравнение прямой на 
плоскости
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или

Выводится из векторного уравнения:
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Каноническое уравнение прямой на 
плоскости
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||0


0 0x x y y

m

− −
=

векторы коллинеарны т. и т. т., к. 

их координаты пропорциональны

0 0M M r r= − ( )0 0,x x y y= − −
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Уравнение прямой на плоскости, 
проходящей через две точки
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Пусть  𝑀1(𝑥1, 𝑦1), 𝑀2(𝑥2, 𝑦2) − две несовпадающие 

фиксированные точки на прямой.

Ԧ𝑠 = 𝑀1𝑀2

L
𝑀1

𝑀2

Ԧ𝑠

= (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1)

𝑥 − 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1
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Уравнение прямой на плоскости, 
проходящей через две точки
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Пример 2. Найти каноническое и параметрическое 

уравнения прямой 𝐴𝐵, если 𝐴 −1,4 , 𝐵 2,3 .

По формуле 
𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1

𝐴𝐵:
𝑥 − (−1)

2 − (−1)
=
𝑦 − 4

3 − 4

𝒙+𝟏

𝟑
=

𝒚−𝟒

−𝟏

каноническое 

уравнение

= 𝒕 ቊ
𝑥 + 1 = 3𝑡
𝑦 − 4 = −𝑡

ቊ
𝒙 = −𝟏 + 𝟑𝒕
𝒚 = 𝟒 − 𝒕

параметрическое 

уравнение

⇔ ⇔
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Общее уравнение прямой на плоскости
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Выводится из канонического уравнения:
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Общее уравнение прямой на плоскости
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 0=++ CyBxA - общее уравнение прямой

Замечание.
 ),( BAn =


- нормальный вектор 

прямой L, т.е. ненулевой вектор, 

перпендикулярный прямой

Действительно:
 sn
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Общее уравнение прямой на плоскости, 
проходящей через данную точку с данным 
нормальным вектором
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( ) ( )0 0 0A x x B y y− + − = - уравнение прямой, 

проходящ. через точку       

с норм. вектором

Пусть ( , )n A B= − нормальный вектор прямой L

12

L

n
𝑀0

0 0 0( , )M x y − точка на прямой L

0M

n
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Общее уравнение прямой на плоскости, 
проходящей через данную точку с данным 
нормальным вектором
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Пример 2. Написать общее уравнение а) прямой 𝐿1, 

перпендикулярной к прямой 𝐿: 2𝑥 − 3𝑦 + 1 = 0,
проходящей через точку P(-1,1), и б) прямой 𝐿2, 

параллельной прямой 𝐿, проходящей через эту 

точку.

Решение (I способ). Нормальный вектор 𝑛 = (2, −3)
прямой 𝐿 является направляющим вектором Ԧ𝑠1
прямой 𝐿1 ⇒

𝐿1: 
𝑥−(−1)

2
=

𝑦−1

−3
⇒

𝑥+1

2
=

𝑦−1

−3
⇒

по формуле
𝑥−𝑥0

𝑙
=

𝑦−𝑦0

𝑚
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Уравнение прямой на плоскости, 
проходящей через две точки
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−3(𝑥 + 1) = 2(𝑦 − 1)⇒−3𝑥 − 3 = 2𝑦 − 2

𝐿1: 3𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0

⇒

Нормальный вектор 𝑛 = (2, −3) прямой 𝐿 является 

нормальным вектором Ԧ𝑠2 прямой 𝐿2 ⇒

𝐿2: 2 𝑥 − −1 − 3 𝑦 − 1 = 0

𝐿2: 2𝑥 − 3𝑦 + 5 = 0 𝑃

𝑛

по формуле 𝐴 𝑥 − 𝑥0 + 𝐵 𝑦 − 𝑦0 = 0
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Уравнение прямой «в отрезках»
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Выводится из общего уравнения прямой:

Пусть  .0,0,0  CBA
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Уравнение прямой «в отрезках»
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1=+
b
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x

:Ox
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Пересечение с 

0y = x a =

a
Пересечение с :Oy

0x = y b =

b

a, b − отрезки, отсекаемые прямой на 

координатных осях
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Уравнение прямой с угловым 
коэффициентом

1717

Выводится из общего уравнения прямой

Пусть  .0B

Тогда

 0=++ CyBxA 
A C

y x
B B

− −
= +

Обозначим через

 

.; b
B

C
k

B

A
=

−
=

−

 bxky += − уравнение прямой с 

угловым коэффициентом

0 :Ax B y C+ + =
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Уравнение прямой с угловым 
коэффициентом

1818

x

y

O

L


b

Замечание: 

1) точка пересечения 

прямой с Oy: x = 0, y = b;

2) k = tg α: угловой 

коэффициент прямой 

равен тангенсу угла 

наклона прямой
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Уравнение прямой, проходящей через данную 
точку с данным угловым коэффициентом
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0 0( )y y k x x− = −

Пусть k

0 0 0( , )M x y − точка на прямой L

- угловой коэффициент прямой L

- уравнение прямой L, с 

угловым коэффициентом k, 

проходящей через точку  0Mx

y

O

L


0M
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Уравнение прямой, проходящей через данную 
точку с данным угловым коэффициентом
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Пример 2. 

Решение (II способ). 

: 2 3 1 0L x y− + = 3 2 1y x − = − − 2 1
3 3

y x = +  2
3

k =

 
1L L⊥  31

1 2k
k = − = −

3
1 2

: 1 ( 1)L y x − = − + 3 1
2 2

y x = − −

 
2 ||L L  2

2 3
k k = = 2

3
1 ( 1)y x − = +

1 : 3 2 1 0L x y+ + =

52
3 3

y x = + 2 : 2 3 5 0L x y− + =

по формуле 𝑦 − 𝑦0 = 𝑘 𝑥 − 𝑥0
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Теорема об общем уравнение прямой на 
плоскости
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Теорема. Любая прямая задается общим 

уравнением, и наоборот, любое уравнение 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 задает прямую линию 

(если 𝐴2 + 𝐵2 ≠ 0).
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Теорема об общем уравнение прямой на 
плоскости
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Доказательство. 

1)  Пусть прямая L не параллельна оси Oy. Тогда она 

задаётся уравнением с угловым коэффициентом 

 которое можно переписать как 

 или , где 

   

2)  Пусть прямая L параллельна оси Oy. Тогда она 

задаётся уравнением  или ,  

где    

Обратное утверждение аналогично. ∎
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Взаимное расположение двух прямых
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1 1 1 1: 0L A x B y C+ + =

2 2 2 2: 0L A x B y C+ + =

1 1 1( , )n A B=

2 2 2( , )n A B=

1 1
1 2

2 2

||
A B

n n
A B

 =

1 1 1
1 2

2 2 2

A B C
L L

A B C
=  = = 1 1 1

1 2
2 2 2

||
A B C

L L
A B C

 = 

1 1
1 2

2 2

 и  пересекаются
A B

L L
A B
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Взаимное расположение двух прямых
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1L

1n 2n

2L

1 2||L L

1L

1n

2n

2L

1 2L L=

1n

1L
2L

2n

1 2L L
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Угол между двумя прямыми
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Утв. Острый угол 𝜑 между прямыми 𝐿1 и 𝐿2
равен острому углу между прямыми 𝑁1 и 𝑁2,
перпендикулярными к данным.

1L
2L

2n

1N
2N





1n

1 2cos cos( )L L =

1 2 1 2cos( ) cos( )L L N N=
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Угол между двумя прямыми
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Утв. Острый угол 𝜑 между прямыми 𝐿1 и 𝐿2
равен острому углу между прямыми 𝑁1 и 𝑁2,

перпендикулярными к данным.

1L
2L

1N
2N





1n

1 2cos cos( )L L =

1 2 1 2cos( ) cos( )L L N N=

2n

1 2cos cos( )n n =
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Угол между двумя прямыми
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1 2 1 2cos cos( ) cos( )L L n n = =

1 2
1 2

1 2

cos( )
n n

n n
n n


=


1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

A A B B

A B A B

+
=

+  +

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

cos
A A B B

A B A B


+

=

+  +
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Угол между двумя прямыми
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Опр. Углом 𝜓 от прямой 𝐿1 до прямой 𝐿2
называется наименьший угол (пр. часов. стрелки), 

на который нужно повернуть прямую 𝐿1 до 

совмещения с прямой 𝐿2 .

x

y

O

1L

2

1

2L 

0 0
1 2180 ( (180 ))  = − + −

2 1  = −

2 1
2 1

1 2

tg tg
tg tg( )

1 tg tg

 
  

 

−
= − =

+

2 1

1 2

tg
1

k k

k k


−
=

+
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Угол между двумя прямыми
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2 1

2 1

1 2

1 2

2

2 1

2

1 2 2 1

1 1 2 1

t

1

g
1

B

k k

k

A B A B

A A

A A

B B

Bk A A

B

B


 
− − − 





− 

  
− − 



= =



+

−

+
=

+ 


1 1 1 1: 0L A x B y C+ + =

1 1 1B y A x C= − −

1 1

1 1

A C
y x

B B
= − −

2 2 2 2: 0L A x B y C+ + =

1 1
1 1

1 1

;
A C

k b
B B

= − = −

2 2
2 2

2 2

;
A C

k b
B B

= − = −

∎
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Взаимное расположение двух прямых
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Следствие. 1) 𝐿1|| 𝐿2 ⇔𝑘1 = 𝑘2;

2) 𝐿1⊥ 𝐿2 ⇔𝑘2 = −
1

𝑘1
;

3) 
2 1

1 2

tg
1

k k

k k


−
=

+

Доказательство. 

1) 𝐿1|| 𝐿2 ⇔𝜓 = 0 ⇔ tg 𝜓 = 0 ⇔ 𝑘1= 𝑘2;

2) 𝐿1⊥ 𝐿2 ⇔𝜓 =
𝜋

2
⇔

⇔ tg 𝜓 = ∞ ⇔ 1 + 𝑘1𝑘2= 0 ⇔ 𝑘2 = −
1

𝑘1
;

3) tg 𝜑 = tg 𝜓
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Расстояние от точки до прямой
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Опр. Расстоянием d от точки M до прямой 

называется наименьшее расстояние от M до точек 

прямой.

0 0

2 2
d

Ax By C

A B

+ +
=

+

0 0( , )M x y

K

d

1n
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Расстояние от точки до прямой
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Пусть 1 1( , ),K x y 0 0( , )M x y

 0: =++ CyBxAL

 

nKM


||  | | | | ( 1) | | ( 1)KM n KM n d n =    =   

| |KM n d n =  

 

||

||

n

nKM
d 




=

0 1 0 1( , ), ( , )KM x x y y n A B= − − =
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Расстояние от точки до прямой
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| |KM n d n =  

 

||

||

n

nKM
d 




=

0 1 0 1( , ), ( , )KM x x y y n A B= − − =

0 1 0 1

2 2

( ) ( )A x x B y y
d

A B

− + −
=

+ 2 2

10 10 AxA BBy

A B

yx +
=

+

− −

1

1

1

1

0

C

A

Ax By

x By C+ + = 
 
 = − −

0 0

2 2

Ax By C

A B

=
+ +

+

∎
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