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Дифференцирование сложной функции
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Рассмотрим функцию � = � �, � , где � = � �, 	  
и � = � �, 	 , т.е. � − сложная функция от 

независимых переменных �, 	.

Тогда частные производные сложной функции 

� = � �, �  равны



Дифференцирование сложной функции
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Дифференцирование сложной функции 
Пример 1
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Пример 1.  � = ��
, � = �� + 	 и � = ln 	, т.е. 

� = �(�, 	). Найти  
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Дифференцирование сложной функции 
Пример 1
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Повторное дифференцирование
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Рассмотрим функцию � = � �, 	 , имеющую 

частные производные первого порядка
��

��
= �′� ,  

��

��
= �′� такие, что них можно 

поставить вопрос о последующем 

дифференцировании.

Следующие производные называются вторыми 

частными производными функции � = � �, 	



Повторное дифференцирование
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Повторное дифференцирование
Пример 2
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Пример 2.  � = ��	 + �	�.

Найти  
���
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,
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,
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.

Решение.
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Повторное дифференцирование. Пример 2
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Теорема о равенстве смешанных 
производных
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Теорема 1. 1) Пусть функция � = �(�, 	)
дифференцируема в � �� , (��(��, 	�)).

2) Пусть смешанные производные 
���

����
,

���

����

непрерывны в � �� .

Смешанные производные в примере 2 равны не 

случайно. Справедлива следующая теорема.

Тогда 
���

����
=

���

����
.



Дифференцирование неявной функции
2-x переменных 
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Опр. Пусть уравнение � �, 	, � = 0 определяет 

неявную функцию � = �(�, 	) двух переменных, 

т.е. � �, 	, �(�, 	) = 0.

Предположим, что функция � = � �, 	 .

дифференцируема по �, 	 и .

Тогда её частные производные можно найти, 

дифференцируя тождество � �, 	, � = 0 по � и 	.
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Дифференцирование неявной функции 
2-x переменных 
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(упр.)

Продифференцируем по � как сложную функцию 
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Дифференцирование неявной функции 
одной переменной 
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Следствие. Пусть уравнение � �, 	 = 0 задает 

неявную функцию 	 = 	 � .

Тогда

Доказательство - yпр.

F

y x
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Дифференцирование неявной функции 
одной переменной. Пример 3
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Пример 3. Найти производную функции, 

заданную неявно уравнением 

�� − 4�	 + 	� + 1 = 0. 

Решение. � �, 	 = �� − 4�	 + 	� + 1

� − 2	

2� − 	

2 4
F

x y
x


 


4 2

F
x y

y


  



2 4

4 2

F

y x yx
Fx x y

y


     

  




15

0 0

0 0 0( ) ( )
P P

f f
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 

Уравнение касательной плоскости

Теорема 2. Пусть функция � = �(�, 	) определена в 

� �� , (��(��, 	�)) и дифференцируема в точке ��. 

Тогда уравнение касательной плоскости к 

поверхности � = �(�, 	) в точке 

$� ��, 	�, ��   �� ��, 	� :
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Изображение взято из учебника Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное 
исчисление т.1

Уравнение касательной плоскости 
Геометрическая иллюстрация

0 0

.касат

P P

f f
z x y

x y

 
    

 

.касатz dz 



17

Уравнение нормали

А уравнение нормали к поверхности

� = �(�, 	) в точке $� ��, 	�, ��   �� ��, 	� :

0
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Изображение взято из учебника Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное 
исчисление т.1

Уравнение касательной плоскости. 
Геометрическая иллюстрация
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Уравнение касательной плоскости и 
нормали. Пример 4

Пример 4. Найти уравнение касательной 

плоскости и нормали к параболоиду вращения 

� = �� + 	� в точке �� 0,0 .
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Уравнение касательной плоскости и 
нормали. Пример 4
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Уравнение касательной плоскости и 
нормали

x
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Производная по направлению. 
Определение 

Пусть функция � = �(�, 	) дифференцируема 

в области  ' и �� ��, 	� ∈ '.  

0

0

:
x x m t

l
y y n t

  


  
прямая в плоскости xOy,

)⃗ = +, , − направляющий    

вектор прямой -, )⃗ = 1, 

)⃗ = cos 1 , sin 1 .

x

y
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a
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1


cos 1

sin 1
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Производная по направлению. 
Определение 

0P

Рассмотрим функцию

� = 3 4 = � �� + + ⋅ 4, 	� + , ⋅ 4

График функции � = 3 4 −

сечение поверхности

� = � �, 	 плоскостью, 
проходящей через l
перпендикулярно плоскости 
xOy.
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Производная по направлению. 
Геометрическая интерпретация

Сечение поверхности плоскостью, проходящей 

через вектор )⃗, перпендикулярно Oxy

a
�

0M
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Производная по направлению. 
Определение 

Опр. Производной функции � = �(�, 	) по 

направлению вектора )⃗ называется производная 

функции  

� = 3 4 = � �� + + ⋅ 4, 	� + , ⋅ 4 в точке 4 = 0.

f

a



�

Обозначение:
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Производная по направлению. 
Геометрическая интерпретация
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Производная по направлению. 
Вычисление 

Теорема 3. Производная функции � = �(�, 	) по 

направлению вектора )⃗ равна

cos sin
f f f

a x y
 

  
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  
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 

 
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Градиент. Определение

Пусть функция � = �(�, 	) дифференцируема 

в области ', �� ��, 	� ∈ '.  

Опр. Градиентом функции � = � �, 	 в точке

�� ��, 	� называется вектор 

0

0 0

grad ,
P

P P

f f
f

x y

  
  
   

�����
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Производная по направлению 
через градиент

Пусть функция � = �(�, 	) дифференцируема 
в области ', �� ��, 	� ∈ ' и   

)⃗ = cos 1 , sin 1  

Теорема 4. 

cos sin
f f f

a x y
 

  
  

  
�

0

grad
P
f a

�����

�
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Градиент. Свойства

Теорема 5. Градиент направлен в сторону 
наибольшего возрастания функции, т.е. величина 
�7

�8
имеет наибольшее значение ⇔ )⃗ ↑↑ grad �.

Причем величина 
�7

�?
= grad � , где @ − орт 

вектора grad �.

Док-во следует из теоремы 4 (упр).
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Градиент. Свойства

Теорема 6. Градиент функции в точке 
перпендикулярен линии уровня функции, 
проходящей через эту точку. 

Без док-ва.
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Изображение взято
со СТРАНИЦЫ

Градиент. Геометрическая иллюстрация

Изображение взято с САЙТА

линии уровня

Градиенты, 

перпендикулярные 

линям уровня
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 

 

02 2

1 1 1
Пример 5. Пусть , , , ,

2 2

1, 2 . Найти , где .
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�

Производная по направлению. Пример 5

5,b 
�

Решение. 

b
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b
�

1z 
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0Pa
�

0M

Производная по направлению. Пример 5
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Градиент. Пример 6

02 2

1 2 2
 ( , ), , ,

2 2
z f x y P
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Пример 6. Пусть 

Тогда 
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c
�

0
grad |Pf
�����

Градиент. Пример 6

2
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
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1 2
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5 5
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 
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Из примера 5

b
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1z 
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Градиент. Пример 6

По другому можно было вычислить так:

0

0

grad
P

P

f
f a

a


  



�����

�

�

   1 2
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5 5

   
           
   

2
3

5
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Градиент. Пример 6

   
0

2 2

grad 2 2 ;2
P
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�����

0

0

grad 1 1
, ,

2 2grad
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c
f

f

 
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 
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0

орт вектора grad
P
fc 

�
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Поскольку 
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Градиент. Пример 6

0

0 0

g a
2

3
5

2r d
P

P P

f f
f

с a

 
   

 

�����

� �

По теореме 5 имеем 

По-другому, по формуле вычисления 

производной по направлению получаем тоже 

самое

0

cos sin [ (cos ,sin )]
P

f f f
c

с x y
   

  
   

  
�

�

   2 2
1 1

2
2 2

   
         
   
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U const
gradU
�����

тяжE F g 
� �

�
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y
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