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I. ДУ с разделяющимися переменными

Опр. Дифференциальное  уравнение вида 

называется ДУ с разделяющимися 

переменными.

1 2( ) ( )y f x f y = 
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I. ДУ с разделяющимися переменными 
Задача 1

Задача 1. Найти решение дифференциального 

уравнения 𝑦′ = 3𝑦
2

3 и изобразить семейство его 

интегральных кривых. 

2
33y y =

Решение. Это ДУ с разделяющимися перем. 

2/33
dy

y
dx

= ( )dx

2/33dy y dx= ( )2/3: y

2/3
3

dy
dx

y
=

2/3
3

dy
dx

y
= 
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I. ДУ с разделяющимися переменными 
Задача 1

1/3

3 3
1/ 3

y
x С= + 

3 1/3 3y = 3x + С

( )
3

y x С= +

общее решение
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I. ДУ с разделяющимися переменными 
Задача 1

Это слайд можно конспектировать по желанию 

т.е в точках, где 𝑦 = 0 не выполняются условия 

теоремы Коши и поэтому нарушается 

единственность решения.

( , )y f x y =

2
33y y =


2
3( , ) 3f x y y= 

1
3

1
( , ) 2yf x y

y

 =
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I. ДУ с разделяющимися переменными 
Задача 2

Задача 2. Найти решение дифференциального 

уравнения 𝑦′ =
𝑦

𝑥
и изобразить семейство его 

интегральных кривых. 

Решение. Это ДУ с разделяющимися перем. 

y
y

x
 =

dy y

dx x
=

dy dx

y x
=

dy dx

y x
= 

ln | | ln | |y x C= +

1ln | | ln | | ln | |y x C= +

общий интеграл
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I. ДУ с разделяющимися переменными 
Задача 2

1y C x= 

y Сx=

С

общее 

решение
x

y

O 0x

0y 0M
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I. ДУ с разделяющимися переменными 
Задача 2

Упр. Объяснить, почему для точки O(0,0) не 

выполняется условие единственности решения 

(через нее проходит бесконечно много 

интегральных кривых). 

Это слайд можно конспектировать по желанию 

т.е не выполняются условия теоремы Коши.
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II. Однородные ДУ.

Опр. Дифференциальное  уравнение вида 

называется однородным ДУ.

y
y f

x

 
 =  

 

Однородное ДУ сводится к ДУ с 

разделяющимися переменными заменой 

( )
( )

y x
u x

x
=  y u x=   y u x u = +
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Задача 3. Найти решение задачи Коши

II. Однородные ДУ. Задача 3

ln 1 , (1) 1
y y

y y
x x

 
 = + = 

 

Решение. Это однородное ДУ: правая часть ДУ 

зависит только от выражения 
𝑦

𝑥
.

Найдем общее решение

y u x=  y u x u = +

( )ln 1u x u u u  + = + lnu x u u u u  + = +
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II. Однородные ДУ. Задача 3

lnu u
u

x
 =

ln

du dx

u u x
=

ln

du dx

u u x
= 

ln ln ln lnu x C= +

интеграл в левой части 

найти самост-но (упр.)
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II. Однородные ДУ. Задача 3

lnu C x=

lnu Cx= 

lnu Cx=

Cxu e=

Cxy xe=

y u x=  

общее 

решение
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II. Однородные ДУ. Задача 3

Найдем частное решение, удовлетворяющее 

данным НУ.

1(1) 1

(1) 1

Cy e

y

= 

=


0С =1Ce = 

y x=



частное  

решение

y

x

0M

Cxy xe=

y x=
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III. Линейные ДУ

Опр. Дифференциальное  уравнение вида 

называется линейным ДУ.

( ) ( )y p x y q x + =

Замена: ( ) ( ) ( )y x u x v x= y u v u v  =  + 

функция ( )  так, чтобы упростить ДУ, u x выбирается

функция ( ) из полученного ДУv x находится
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Задача 4. Найти общее решение ДУ

Решение.

sin 0xy y x + − =

sin 0xy y x + − = (: )x

1 sin x
y y

x x
 + = - линейное уравнение

( ) ?p x − ( ) ?q x −

III. Линейные ДУ. Задача 4
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y uv=  y u v u v  =  + 

1 sin x
u v uv uv

x x
 + + =

1 sin
u v uv

xx

x
uv+ + =

выносим из тех слагаемых

в  части, где оно естьЛЕВОЙ

v

III. Линейные ДУ. Задача 4
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n
(*)

1 si
v vu u

x

x
u

x
+ =

 
 + 

 

0

1
0u u

x
 + =

1
u u

x
 = −

1du
u

dx x
= − ( )dx

(: )u
1

du udx
x

= −

du dx

u x
= −

du dx

u x
= − 

III. Линейные ДУ. Задача 4
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ln lnu x= −

1
ln lnu

x
=

1
u

x
=

подставляем 

в уравнение (*)

u

1 sin x
v

x x
 = ( )x

sinv x =

sinv xdx= 

sin
(*)

x
uv

x
 =

III. Линейные ДУ. Задача 4
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cosv x C= − +

( )
1

cosy C x
x

= −
общее  

решение

III. Линейные ДУ. Задача 4
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IV. Уравнение Бернулли 

Опр. Дифференциальное  уравнение вида 

называется уравнением Бернулли.

( ) ( ) ,y p x y q x y + =

Замена: ( ) ( ) ( )y x u x v x= y u v u v  =  + 

функция ( )  так, чтобы упростить ДУ, u x выбирается

функция ( ) из полученного ДУv x находится
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Задача 5. Найти общее решение ДУ

Решение.

0xy y x y + − =

xy y x y + = (: )x

1
y y y

x
 + = - уравнение Бернулли 

( ) ?p x − ( ) ?q x − ? −

IV. Уравнение Бернулли. Задача 5
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y uv=  y u v u v  =  + 

1
(**)u v uv uv uv

x
 + + =

1
uv uvu v uv

x
+ + =

выносим из тех слагаемых

в  части, где оно естьЛЕВОЙ

v

IV. Уравнение Бернулли. Задача 5
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(**)
1

v uu u
x

uv v
 
 +  + =

 


0

1
0u u

x
 + =

1
u

x
=

подставляем 

в уравнение (**)

u

Это уравнение решено 

в задаче 4

IV. Уравнение Бернулли. Задача 5
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1
(**)

v
v

x x
 = ( )x

v xv =

(: )v

dv
xv

dx
= ( )dx

dv xvdx=

dv
xdx

v
=

dv
xdx

v
= 

32
3

2 2v x C= +

31
3

v x C= +

2
31

3
v x C

 
= + 
 

2
31

3

1
y x C

x

 
= + 

 

IV. Уравнение Бернулли. Задача 5
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V. ДУ в полных дифференциалах 

Опр. Дифференциальное  уравнение вида 

называется уравнением в полных 

дифференциалах.

0,x ya dx a dy+ = где = ,
y x

a a

x y
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V. ДУ в полных дифференциалах 


м

Поле  ( , )

являе потенциатся л ы ьн

x ya a a=

существует  )по :тенц ал (и ,

x y

u x y

du a dx a dy= +  0du =

( , )u x y С=



- общий интеграл
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Задача 6. Найти общее решение ДУ

Решение.

V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

( )22 sin 0xydx x y dy+ + =

xa ya

2x=( )2 sin
y

x

a
x y

x

 
= +



2x=



( )2x
y

a
xy

y

 =


поле Ԧ𝑎 = (𝑎𝑥 , 𝑎𝑦)

потенциально  
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V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

т.е. существует потенциал 

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 :

Найдем потенциал 𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 .

𝑑𝑢 = 𝑎𝑥𝑑𝑥 + 𝑎𝑦𝑑𝑦 = 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑥2 + sin 𝑦 𝑑𝑦

Зафиксируем точку 𝑃 ҧ𝑥, ത𝑦 . «Проложим» 

наиболее простой путь от точки 𝑂 0,0 до 

точки 𝑃 ҧ𝑥, ത𝑦 .



30Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ
УрФУ Нагребецкая Ю.В.

V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

( , )P x y

( ,0)M x

y

x(0,0)O x1

2

:OM
0

x t

y

=


=

0 t x→ →

0

dx dt

dy

=


=
:MP

x x

y t

=


=

0 t y→ →

0dx

dy dt

=


=
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V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

22 ( sin )

OM

xyd dx y yx


= ++ +

22 ( sin )

MP

dyxydx x y


+ + +

22 ( n( , s )) i

OP

u x dxydx y yx y


= =+ +
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V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

2

0

(2 0 sin 0 0)
x

t dt t=   +   +

( )( )
0

22 0 sin

y

xt x t dt+  + + =

( )2

0

sin0

y

x t dt= ++ =
0

2

0

sin

y y

x dt tdt+ = 

0
2

0
( cos )

y y
x tt + − =

0 0

2 sin

y y

x dt tdt+ ==  
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V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

( )2 cos ( 1)yx y= + − − − = 2 cos 1x y y− +

2( , ) cos 1u x y x y y= − +

2( , ) cos 1u x y x y y= − +

Проверка:

( )2( , ) 2 sindu x y xydx x y dy= + + −
правая 

часть ДУ
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V. ДУ в полных дифференциалах. Задача 6

2( , ) cos 1u x y x y y= − + 

2 cos 1x y y C− + = - общий интеграл

Или, что тоже самое:
2 cosx y y C− =


