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Вычисление длины плоской кривой, 
заданной параметрически

Теорема 2. Если плоская кривая 

задается параметрически уравнениями 

( )
, ,

( )

x x t
t

y y t
 

=
 

=

где функции x(t), y(t) — непрерывно 

дифференцируемы, то её длина равна: 

( ) ( )
2 2

( ) ( )l x t y t dt





 = +
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Вычисление длины плоской кривой, 
заданной параметрически

Доказательство. Если плоская кривая 

задается параметрическими 

уравнениями 
( )

, ,
( )

x x t
t

y y t
 

=
 

=

то  ( ), ( ) ( ( ))t t x y f x y t x= = = 

( ) ( ( )) ( )x t xf x y y t x t x    = =  =
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Вычисление длины плоской кривой, 
заданной параметрически

( )tdx x t dt

x a t

x b t





= 
 

=  = =
 
 =  = 

1 ( )
( ( )) ;

( ) ( )

t
t

t t

y t
y t x

x t x t


=  =

 

 
2

1 ( )

b

a

l f x dx = + =

2

( )
1 ( )

( )

y t
x t dt

x t





 
+ =  

 ( ) ( )
2 2

.( ) ( )x t y t dt





 + ∎



5
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Вычисление длины плоской кривой, 
заданной параметрически

Пример 6. Найти длину окружности.

Решение. Параметрически окружность радиуса R

задается уравнениями

cos
, 0 2

sin
.

x R t
t

y R t


=
 

=

x

y

O

t R
cosR t

sinR t

( ) sin

( ) cos

x t R t

y t R t

 = −

 =
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Вычисление длины плоской кривой, 
заданной параметрически

Следовательно, 

( ) ( )
2 2

sin cosR t R t− + =
2 2( ) ( )x t y t + =

2 2sin cosR t t= +2 2 2 2sin cosR t R t= + R=

2
2

. 0

0

2окружн Rl R dt Rt




= = =



7
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Вычисление длины пространственной 
кривой, заданной параметрически

Теорема 3. Если пространственная кривая задается 

параметрическими уравнениями 

( ),

( ), ,

( ),

x x t

y y t t

z z t

 

=


=  
 =

где функции x(t), y(t), z(t) — непрерывно 

дифференцируемы, то её длина равна: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

( ) ( ) ( )l x t y t z t dt





  = + +



8
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Задача о вычислении объема тела по 
поперечным сечениям

Теорема 4. Пусть дано некоторое тело с объемом V , 

причем для любого х фигура, полученная в сечении 

тела плоскостью x = const, имеет площадь 

S(x), a ≤  x ≤ b. 

Предположим также, что функция S(x) 

непрерывна на отрезке [a,b]. Тогда

( )

b

a

V S x dx= 
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Задача о вычислении объема тела по 
поперечным сечениям

a b
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xx

𝑆
(𝑥
) 

( )

b

a

V S x dx= 
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Задача о вычислении объема тела по 
поперечным сечениям

Разделим отрезок [a,b] на n частей точками

 𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Через каждую точку проведем плоскость 𝑥 = 𝑥𝑘. 

Это приведет к разделению тела на слои, 

которые при малом расстоянии между точками 

деления приближенно можно считать цилиндрами. 
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Задача о вычислении объема тела по 
поперечным сечениям

a b
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x1x 2x kx
1kx − 1nx −

kc

kx

𝑆
(𝑐

𝑘
) 

( )k k kV S c x  k

k

V V= 
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Задача о вычислении объема тела по 
поперечным сечениям

k

k

V V= 

.( )

b

a

V S x dx= 0
lim ( )k k
d

k

V S с x
→

=  

( )k k

k

V S c x  

( )k k kV S c x   

max k
k

d x =  
 

∎
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Вычисление объема тела вращения 
вокруг оси Ox

Пусть тело образовано вращением вокруг оси Ox

криволинейной трапецией под графиком функции

𝑦 = 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏] . Тогда его 

объем равен

 
22( ) ( )

b b

x

a a

V y x dx f x dx = = 



14

Вычисление объема тела вращения 
вокруг оси Ox
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( )y f x=

O a b x

y

x

( )f x

 
22( ) ( )S x R f x = =
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b

a

V S x dx= =

2( )

b

a

y x dx=  ∎
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Вычисление объема тела вращения 
вокруг оси Ox. Пример 7

Пример 7. Найти объем шара. 

Решение. Шар получается при вращении 

половины круга вокруг оси Ох. Поэтому

2 2

Уравнение верхней границы:  

,y R x R x R= − −  

2( )

R

шара x

R

V V y x dx
−

= = = ( )
2

2 2

R

R

R x dx
−

− =
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Вычисление объема тела вращения 
вокруг оси Ox. Пример 7

( )2 2

R

R

R x dx
−

= − =

3
2

3

R

R

x
R x

−

 
= − 
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3 3

RR
R R
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332 2

3 3
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R dx x dx
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Вычисление объема тела вращения 
вокруг оси Oy

Пусть тело образовано вращением вокруг оси Oy

криволинейной трапецией под графиком функции

𝑥 = 𝑥(𝑦) = 𝑔(𝑦) на отрезке [𝑐, 𝑑] . Тогда его 

объем равен

 
22( ) ( )

d d

y

c c

V x y dy g y dy = = 
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Вычисление объема тела вращения 
вокруг оси Oy
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( )x g y=

O

с

d

x

y

y

Доказательство 

аналогично (упр.)
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Задача о вычислении объема тела 
вращения. Пример 8
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Пример 8. Найти объем тела вращения фигуры

вокруг оси Oy, ограниченной, линиями 𝑦 =
𝑥2, 𝑦 = 1, 𝑦 = 4.

𝑦 = 𝑥2 ⟹Решение. 𝑥 = 𝑦 ⟹

4
2

1

y dy   =
 

4

1

y dy= =

4

2
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( )yV x y dy= =
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2

1
2

y
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16 1

2 2
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Задача о вычислении объема тела 
вращения. Пример 8
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2y x=

O

1

4

x

y

x y=
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Приложение в механике. Задача о 
вычислении пройденного пути

y

O x

0A M=

nB M=

1M 2M
1iM −

iM

1s

2s

is
ns

v

it

t =

1t t= 2t t=

t =

1it t −=
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Приложение в механике. Задача о 
вычислении пройденного пути

1 2 ... ns s s s=  +  + + 

i i is v t  

1

n

i

i

s s
=

 

0
1

lim , где max
n

i i i
d

ii

s v t d t
→

=

=  = 



 

( )s v t dt
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Приложение в термодинамике. Работа 
идеального газа

𝑝

𝑉𝑉0𝑉

𝑝0

𝑝

∆𝑉
∆𝑝

A p V  

i i iA p V  

dA pdV=

i i i

i i

A A p V=    



24
Курс "Математика", I сем., к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ УрФУ 

Нагребецкая Ю.В.

Приложение в термодинамике. Работа 
идеального газа

max 0
lim

i
i i

V
i

A p V
 →

= 

2

1

( )

V

V

A p V dV= 
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Приложение в химии. Электролиз

2

1

( ) количество заряда,

t

t

q I t dt= −

2

1

max 0
lim ( )

j

j j j

j j j

j j

t

j j
t

j t
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q q I t
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Изображение 
взято с сайта 

протекшего через электролизер

https://cknow.ru/


Приложение в химии. Импульсный 
электолиз
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Среднее 
значение 

поляризующего 
тока

Задача (упр.,2б.) Найти среднее значение 

полязирующего тока, если сам ток равен

2
sin , 0; ,

2
( )

0, ;
2

T
a t t

T
I t

T
t T

    
   

    
= 
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Этот слайд 
можно не 

конспектиро
вать
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