
Лекция 14
Математический 
анализ
Производная 
функции
(определение)

Курс «Математика»

Департамент фундаментальной и 
прикладной химии, I семестр (I курс)

Лекторы:

к.ф.-м.н., доцент Нагребецкая Ю.В., 

к.ф.-м.н., доцент Перминова Ю.В.



Определение производной функции в 
точке 

2
Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 

доцент ИЕНиМ УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Опр. Пусть функция 𝑓(𝑥) определена в 𝑂 𝑥0 .

Производной 𝑓′ 𝑥0 𝑦′ 𝑥0 функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) в 

точке 𝑥 = 𝑥0 в точке называется предел 

отношения приращения функции к приращению 

аргумента, когда последнее стремится к нулю, т.е.

𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

𝑦′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑦(𝑥0)

∆𝑥
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∆𝑥 = 𝑥 − 𝑥0 − приращение аргумента

⇒ 𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥

∆𝑓 𝑥0 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − приращение функции

⇒ ∆𝑓 𝑥0 = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0)

(∆𝑦(𝑥0) = 𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑥0))
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Графическое изображением взято 
ОТСЮДА

http://raal100.narod.ru/index/0-313
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Пример 1. Пусть 𝑓 𝑥 = 𝑥2. Найдем 𝑓′ 𝑥0 для 

любой точки 𝑥0 ∈ ℝ.

Решение. 𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

∆𝑓 𝑥0 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 𝑥2 − 𝑥0
2

∆𝑓 𝑥0 = (𝑥0 + ∆𝑥)2−𝑥0
2

𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥
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𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

(𝑥0 + ∆𝑥)2−𝑥0
2

∆𝑥
=

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑥 2𝑥0 + ∆𝑥

∆𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

(𝑥0+∆𝑥) − 𝑥0 (𝑥0+∆𝑥) + 𝑥0
∆𝑥

=

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

2𝑥0 + ∆𝑥 = 2𝑥0

⇒ 𝑓′ 𝑥 = 𝑥2 ′ = 2𝑥 для любого 𝑥 ∈ ℝ
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Пример 2 (упр.) Для функции 𝑓 𝑥 = 𝑥3

производная 𝑓′ 𝑥 = 3𝑥2для любого 𝑥 ∈ ℝ.

Указание. Для ∆𝑓 𝑥0 использовать формулу разности 

кубов.
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Пример 3 (упр.*) Для функции 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛,

производная 𝑓′ 𝑥 = 𝑛𝑥𝑛−1где 𝑛 ∈ ℕ,

Указание. Для ∆𝑓 𝑥0 использовать формулу 

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 =
= (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + 𝑎𝑛−2𝑏 +⋯+ 𝑎𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−1)

для любого 𝑥 ∈ ℝ.
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Замечание. Формула 𝑥𝛼 ′ = 𝛼𝑥𝛼−1, где 𝑥 > 0,

Указание. Для ∆𝑓 𝑥0 использовать формулу 

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 =
= (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + 𝑎𝑛−2𝑏 +⋯+ 𝑎𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−1)

справедлива для любого 𝑥 ∈ ℝ.
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Пример 3. Пусть 𝑓 𝑥 = 3 𝑥. Докажем, что 𝑓 𝑥 =
не дифференцируема в точке 𝑥0 = 0.

Решение. 𝑓′ 0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 0

∆𝑥

∆𝑓 0 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) = 3 𝑥 −
3
0

∆𝑓 0 =
3
∆𝑥

𝑥 = 0 + ∆𝑥 = ∆𝑥

= 3 𝑥
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𝑓′ 0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 0

∆𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑥→0

3
∆𝑥

∆𝑥
=

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

1

3
∆𝑥

2 =
1

0
= ∞

Не существует 

конечного 

предела 

⇒ функция 𝑓 𝑥 = 3 𝑥 не дифференцируема в 

точке 𝑥 = 0.
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Пример 4. Пусть 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 . Найдем 𝑓′ 𝑥0 для 

любой точки 𝑥0 ∈ ℝ.

Решение. 𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

∆𝑓 𝑥0 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥0

∆𝑓 𝑥0 = 𝑒𝑥0+∆𝑥 − 𝑒𝑥0

𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥
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𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

𝑒𝑥0+∆𝑥 − 𝑒𝑥0

∆𝑥
=

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

𝑒𝑥0 𝑒∆𝑥 − 1

∆𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑥→0
𝑒𝑥0

𝑒∆𝑥 − 1

∆𝑥
=

1

𝑒𝑥0
2ЗП

⇒ 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥
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Пример 5. Пусть 𝑓 𝑥 = sin 𝑥 . Найдем 𝑓′ 𝑥0 для 

любой точки 𝑥0 ∈ ℝ.

Решение. 𝑓′ 𝑥0 = lim
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

∆𝑓 𝑥0 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = sin 𝑥 − sin 𝑥0

∆𝑓 𝑥0 = 2sin
∆𝑥

2
cos 𝑥0 +

∆𝑥

2

𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥
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𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

2sin
∆𝑥
2 cos 𝑥0 +

∆𝑥
2

∆𝑥
=

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

2sin
∆𝑥
2 cos 𝑥0 +

∆𝑥
2

2 ∙
∆𝑥
2

=

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

sin
∆𝑥
2

∆𝑥
2

∙ cos 𝑥0 +
∆𝑥

2
=

1

cos 𝑥0

cos 𝑥0 ⇒ 𝑓′ 𝑥 =
= sin 𝑥 ′ = cos 𝑥
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Пример 6 (упр.) Пусть 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 .

Тогда 𝑓′ 𝑥 = 𝑎𝑥 ln 𝑥.

Пример 7 (упр.) Пусть 𝑓 𝑥 = cos 𝑥 .

Тогда 𝑓′ 𝑥 = −sin 𝑥.
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Опр. Функция 𝑓 𝑥 , определенная в 𝑂(𝑥0),
называется дифференцируемой в точке 𝑥 = 𝑥0, 

если существует  производная 𝑓′ 𝑥0 в этой точке.

Пример. Функция 𝑓 𝑥 = 𝑥2 является  

дифференцируемой в любой точке 𝑥0 ∈ ℝ.
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Обозначение для 

1) 𝑦′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑦 𝑥0
∆𝑥

= ቤ
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥=𝑥0

2) 𝑦′ 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑦 𝑥

∆𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥

где ∆𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑦(𝑥)
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Тогда производная 𝑓′ 𝑥0 функции 𝑓 𝑥 в точке 

𝑥 = 𝑥0 равна  тангенсу угла наклона 

касательной к графику функции в этой точке.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓 𝑥 определена и 

непрерывна в 𝑂(𝑥0) и дифференцируема в точке 

𝑥 = 𝑥0.
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Графическая информация взята  ОТСЮДА

Доказательство

𝐹 − секущая
С− касательная

𝛽

секущая 𝐹 →

касательной 𝐶 при

O x

y

∆𝑥 → 0

⇒ 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

𝛽 = α

⇒ 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

tg 𝛽 =

= tg 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

𝛽 = tg α

[непрерывность

функции 𝑦 = tg 𝑥]

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B8
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Графическая информация взята  ОТСЮДА

Доказательство

𝐹 − секущая
С− касательная

𝛽

O x

y

⇒ 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

𝑘сек = 𝑘кас

𝑘сек = tg 𝛽 =
∆𝑦

∆𝑥

⇒

𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

𝑘сек = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
=

= 𝑓′ 𝑥0

𝑘кас = 𝑓′ 𝑥0 ∎

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B8
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Следствие. Уравнение касательной к графику 

функции 𝑦 = 𝑦 𝑥 в точке 𝑥 = 𝑥0 (на графике в 

точке 𝑀0 𝑥0, 𝑦0 ):

𝑦 − 𝑦0 = 𝑦′ 𝑥0 (𝑥 − 𝑥0)
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0 1x =2 ,y x=

2y x= 2 1y x= −

y

x

Пример 9. Написать уравнение касательной к 

графику функции 𝑦 = 𝑥2 в точке 𝑥 = 1.

0 0 0( )( )y y y x x x− = −

2 ,y x =

0 0( ) 1y y x= =0( ) 2,y x =

1 2( 1)y x− = −

2 1y x= −

Решение.

1

1
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0

( )  координата материальной точки, 

движущейся по прямой

( ) ( ) проекция её мгновен. скорости  на ,

( ) ( ) lim

( ) ( ) ( ) мгновен. ускорение точки

x x

x x
t

x x x

x x t

v v t x t v Ox

x x
v t v t

t t

a a t v t x t

 →

= −

= = −

 
  =
 

 = = = −

O ( )x t x

t t t+ 
v

x
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0

( )  количество заряда в момент времени 

( ) ( ) сила тока в проводнике 

в момент времени 

( ) ( ) lim

количество заряда, протекшего 

через поперечное сечение проводника 

в момент 

t

q q t t

i i t q t

t

q q
i t i t

t t →

= −

= = −

 
  = −
 

времени t
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0

( )( ( )) концентация исходного вещества 

(продукта реакции) в момент времени 

( ) ( ) ( )  химической реакции 

в момент времени :  

( ) ( ) lim изменение концентации 

за

t

a a t b b t

t

v t a t b t скорость

t

a a
v t v t

t t →

= = −

 = = − −

 
  = −
 

 единицу времени 



Теорема о связи дифференцируемости в 
точке и непрерывности в этой точке 

27
Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 

доцент ИЕНиМ УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Теорема 2.

Если функция 𝑓 𝑥 дифференцируема в точке 𝑥0, 

то она непрерывна в этой точке.

Пусть функция 𝑓 𝑥 определена в 𝑂(𝑥0). 
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Доказательство.

Тогда существует конечный предел 

Пусть функция 𝑓 𝑥 дифференцируема в точке 𝑥0.

𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

И по теореме о связи функции, имеющей 

предел и б.м.ф. 
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∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

= 𝑓′ 𝑥0 + α ∆𝑥 ,

α ∆𝑥 − б.м.ф. при ∆𝑥 → 0

∆𝑓 𝑥0 = 𝑓′ 𝑥0 ∆𝑥 + α ∆𝑥 ∆𝑥

𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

(𝑓′ 𝑥0 ∆𝑥 + α ∆𝑥 ∆𝑥) = 0

⇒ Функция 𝑓 𝑥 непрерывна в точке 𝑥0 ∎

(∙ ∆𝑥 → 0)
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𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥, если 𝑥 ≥ 0,
−𝑥, если 𝑥 < 0

Обратное неверно. 

Функция 𝑓 𝑥 = 𝑥 непрерывна в точке 𝑥0 = 0, но 

не дифференцируема в этой точке. 

| |y x=

y x=
y x= −

O x

y
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𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0 =

∆𝑓 𝑥0 = ∆𝑓 0 =

𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥 = 0 + ∆𝑥 = ∆𝑥

𝑓 𝑥 − 𝑓 0 = |𝑥| − 0 =

= |𝑥| = |∆𝑥|

𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

|∆𝑥| =0 = 𝑓 𝑥0

⇒ функция 𝑓 𝑥 непрерывна в точке 𝑥0 = 0
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| |y x=

y x=
y x= −

Если {𝑥𝑛} стремится к  𝑥0 = 0,
то {𝑓(𝑥𝑛)} стремится к  𝑓(𝑥0) = 0

1x

1y

2x 3x

2y
3y

O x

y
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𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

=

∆𝑓 𝑥0 = |∆𝑥|

𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

|∆𝑥|

∆𝑥

𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0
∆𝑥>0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0
∆𝑥>0

|∆𝑥|

∆𝑥
= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0
∆𝑥>0

∆𝑥

∆𝑥
= 1

𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0
∆𝑥<0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0
∆𝑥<0

|∆𝑥|

∆𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑥→0
∆𝑥<0

−∆𝑥

∆𝑥
= −1

не 

равны



| |y x=

y x=y x= −

Теорема о связи дифференцируемости в 
точке и непрерывности в этой точке 

34
Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 

доцент ИЕНиМ УрФУ Нагребецкая Ю.В.

𝑓′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑓 𝑥0
∆𝑥

не существует

⇒

⇒
𝑓 𝑥 не 

дифференцируем

а в точке 𝑥0 = 0.

(не существует 

касательной в точке 

𝑥0 = 0)

O x

y


