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Лекция 13
Ряды Тейлора

Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ
УрФУ Нагребецкая Ю.В.

1. Единственность разложения функции в 
степенной ряд. Понятие ряда Тейлора. 

2. Сходимость ряда Тейлора к исходной 
функции.

3. Примеры разложения в ряд Тейлора.

5. Применение рядов Тейлора.

4. Формула Тейлора с остаточным членом в 
форме Лагранжа
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Единственность разложения функции 
в степенной ряд

Теорема 1 (единственность разложения в 

степенной ряд).
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Если сумма степенного ряда равна функции 

𝑓 𝑥 для 𝑥 ∈ −𝑅, 𝑅 :
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Единственность разложения функции 
в степенной ряд
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Единственность разложения функции 
в степенной ряд. Доказательство

Доказательство.

По условию
2

0 1 2( ) , ( , )n
nf x a a x a x a x x R R= + + + + +  −

тогда, дифференцируя степенной ряд, получаем
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Единственность разложения функции 
в степенной ряд. Доказательство
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Подставим в это тождество 𝑥 = 0:
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Разложение функции в ряд Тейлора

Теорема 2 (о разложении функции в ряд Тейлора).

Пусть 

• функция 𝑓 𝑥 определена и бесконечно 

много раз дифференцируема на −𝑅, 𝑅 ;
• все  ее производные равномерно 

ограничены на −𝑅, 𝑅 , т.е. 

существ. число 0 т.ч. для любого M n 

( )( ) ,  ( , ),nf x M x R R  −
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Разложение функции в ряд Тейлора

Тогда ряд Тейлора функции 𝑓 𝑥 сходится к 

этой функции для любого 𝑥 ∈ (−𝑅, 𝑅), т.е. 
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Разложение функции в ряд Тейлора

или, что тоже самое:

2 3

( )

(0) (0)
( ) (0) (0) ..

2! 3!

(0)
..., ( , )

!

n
n

f f
f x f f x x x

f
x x R R

n

 
= + + + + +

+ +  −

Без док-ва. 
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Пример 1. Разложить в ряд по степеням 𝑥 функ-

цию 𝑓 𝑥 = sin 𝑥 и определить обл. его сход-ти. 

( ) sinf x x=

( ) cosf x x =

( ) sinf x x = −

( ) cosf x x = −

(0) 1f  =

(0) 0f  =

(0) 1f  = −

(0) 0f =

( ) sinIVf x x= (0) 0IVf =
................... ...................

Пример разложения в ряд по степеням 𝒙
функции 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙
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Функция 𝑓 𝑥 = sin 𝑥 беск. много раз дифференц. 

на ℝ и все  ее производные равномерно огранич. 

на ℝ: 𝑓(𝑛)(𝑥) ≤ 1 ⇒ по теореме 2

( )

3 5 2 1

sin ... ( 1) ...,
3! 5! 2 1 !

n
nx x x

x x x
n

+

= − + − + − + 
+

Пример разложения в ряд по степеням 𝒙
функции 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙
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Доказать сам-но (упр., см. пример 1), что

( )

2 4 2

cos 1 ... ( 1) ...,
2! 4! 2 !

n
nx x x

x x
n

= − + − + − + 

Примем без док-ва, что

3 5 2 1

arctg ... ( 1) ..., ( 1,1]
3 5 2 1

n
nx x x

x x x
n

+

= − + − + − +  −
+

Примеры 2, 3. Разложить в ряд по степеням 𝑥
функции sin 𝑥 , arctg 𝑥. 

Примеры разложения в ряд по степеням 𝒙
функций 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙, 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙
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Пример 4. Разложить в ряд по степеням 𝑥
функцию 𝑓 𝑥 = ln 1 + 𝑥 и определить обл. его 

сходимости. 

Рассмотрим

1
( )

1
f x

x
 =

+

1 ,
1

b

q
=

−
где 1 1,b q x= = −

Это беск. убыв геометр. прогрессия при

𝑞 = −𝑥 = 𝑥 < 1 ⇒

2 3( ) 1 ... ( 1) ...n nf x x x x x = − + − + + − +

Примеры разложения в ряд по степеням 𝒙
функции 𝒚 = 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)
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Интегрируя этот ряд, получим

( ) ( )f x f x dx=  x=
2
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... ( 1) ...,
1
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− + − +
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( 1,1]x −

То, что при 𝑥 = 1 ряд сходится (условно) 
доказать самост-но (упр.)

Примеры разложения в ряд по степеням 𝒙
функции 𝒚 = 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙)
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Пример 5. Разложить в ряд по степеням 𝑥
функцию 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 и определить обл. его сход-ти. 

Функция 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 беск. много раз 

дифференцируема на ℝ и 𝑓 𝑛 (𝑥) = 𝑒𝑥 ⇒

𝑓 𝑛 (0) = 1 ⇒

ряд Тейлора функции 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 равен
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Пример разложения в ряд
по степеням 𝒙 функции 𝒚 = 𝒆𝒙



xy e=
Re

16
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Пусть 𝑥 ∈ −𝑅, 𝑅 ,
где 𝑅 − произвольное 

положит. число.

𝑓 𝑛 (𝑥) =

= 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 < 𝑒𝑅

Тогда

Пример разложения в ряд
по степеням 𝒙 функции 𝒚 = 𝒆𝒙
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⇒ по теореме 2, функция 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 равна своему 

ряду Тейлора для любого 𝑥 ∈ −𝑅, 𝑅 , а значит,  

ввиду произвольности 𝑅 > 0 и для любого 𝑥 ∈ ℝ:

2 3 4

1 ... ...,
1! 2! 3! 4! !

n
x x x x x x

e x
n

= + + + + + + + 

Пример разложения в ряд
по степеням 𝒙 функции 𝒚 = 𝒆𝒙
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1y =

1y x= +

2

1
1! 2!

x x
y = + +

2 3 4

1
1! 2! 3! 4!

x x x x
y = + + + +

2 3

1
1! 2! 3!

x x x
y = + + +

y

x

xy e=

1

Ряд сходится 

хорошо 

только в 

окрестности 

O(0) точки 

𝑥 = 0.

Этот слайд 
можно не 

конспектиро-
вать

Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ
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)(
(0)O
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Примеры разложения в в ряд по 
степеням 𝒙 функции 𝒚 = 𝟏 + 𝒙 𝜶

Пример 6. Функция 𝑓 𝑥 = 1 + 𝑥 𝛼 , 𝛼 ∈ ℝ,
раскладывается в ряд по степеням 𝑥 следующим 

образом (без док-ва):

( ) 2( 1)
1 1 ...

2!

( 1)...( 1)
... ...

!

n

x x x

n
x

n

  


  

−
+ = + + +

− − +
+ +

( 1,1)x −
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Применение степенных рядов к 
приближенным вычислениям 

Пример 7. Вычислить приближенно число 𝜋 с 

точностью до 𝜀 = 0.01.

Используем разложение функции 𝑓 𝑥 = arctg 𝑥 в 

степенной ряд

3 5 2 1

arctg ... ( 1) ..., ( 1,1]
3 5 2 1

n
nx x x

x x x
n

+

= − + − + − +  −
+

Подставим 𝑥 = 1:

0 1 1 1 1
45 1 ... ( 1) ...

4 3 5 7 2 1

n

n


= = − + − + + − +

+
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Применение степенных рядов к 
приближенным вычислениям 

1 1 1 1
4 1 ... ( 1) ...

3 5 7 2 1

n

n


 
 = − + − + + − + 

+ 

4 4 4 4
4 ... ( 1) ...

3 5 7 2 1

n

n
 = − + − + + − +

+

знакочередующийся ряд

nnS RS= + nS S 1nnR b + 

1
4

0.01
2( 1) 1

nb
n

+ =  =
+ +

 2 3 400n + 
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Применение степенных рядов к 
приближенным вычислениям 

199,S S 199R 

199

199
0

4
( 1)

2 1

k

k

S
k=

= −
+

=
[посчитано 

в Exel]
3.14

Таким образом, 13.14 0.0  

198.5n 

3,136593= 

Лаборат. работа (упр.): вычислить при помощи 

формулы на слайде 11 приближ. число sin 10 с 

точностью до 𝜀1 = 0.001, 𝜀2 = 0.0001.
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Применение степенных рядов к 
нахождению «неберущихся» интегралов 

0

sin
x

x
dx

x
=

3 5

0

...
3! 5!

x
x x

x

dx
x

− + −

=

2 4

0

1 ...
3! 5!

x
x x

dx
 

= − + − = 
 
 


3 5

...;
3 3! 5 5!

x x
x − + −

 

Лаборат. работа (упр.): вычислить приближенно 

при помощи формулы на слайде 17 интеграл 

0
1
𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥 с точностью 𝜀1 = 0.01, 𝜀2 = 0.001.
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Разложение функции в ряд Тейлора в 
окрестности точки 𝒙 = 𝒙𝟎
Можно рассматривать ряд Тейлора беск. много 

раз дифференцируемой функции 𝑓 𝑥 на 

𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅 в любой точке 𝑥 = 𝑥0.

( )

( ) ( )

( )

( )
0

0 0
0

20
0 0 0 0

( )
0

0

( )
[ , ]

!

( )
( ) ( )

2!

( )
... ...

!

n
n

n

n
n

f x
T f x x x

n

f x
f x f x x x x x

f x
x x

n



=

= − =


= + − + − +

+ + − +
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Разложение функции в ряд Тейлора в 
окрестности точки 𝒙 = 𝒙𝟎
Теорема 3 (о разложении функции в ряд Тейлора в 

точке 𝑥 = 𝑥0). 

Пусть 

• функция 𝑓 𝑥 определена и бесконечно много 

раз дифференцируема на 𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅 ;
• все  ее производные равномерно ограничены 

на 𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅 , т.е.

существ. число 0 т.ч. для любого M n 

( )
0 0( ) ,  ( , )nf x M x x R x R  − +
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Разложение функции в ряд Тейлора

Тогда ряд Тейлора функции 𝑓 𝑥 в точке 𝑥 =
𝑥0 сходится к этой функции, т.е. 

( )
0

0 0
0

0 0

( )
( ) [ , ] ( ) ,

!

( , )

n
n

n

f x
f x T f x x x

n

x x R x R



=

= = −

 − +
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Пример 8. Разложить в ряд по степеням (𝑥 − 1)
функцию 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 и определить область  

сходимости этого ряда.

Проверить условия теоремы 3 для  𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥

беск. на (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅) для 𝑥0 = 1 и 

произвольного 𝑅 > 0 сам-но (упр.)

𝑓 𝑛 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑓 𝑛 0 = 𝑒 ⇒

Пример разложения в ряд
по степеням (𝒙 − 𝟏) функции 𝒚 = 𝒆𝒙
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⇒ по теореме 3 для 𝑥 ∈ 𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅 , а ввиду 

произвольности 𝑅 > 0 и для любого 𝑥 ∈ ℝ есть 

равенство
( )

0

(1)
( ) ( 1)

!

n
n

n

f
f x x

n



=

= − = ( )
0

1
!

n

n

e
x

n



=

−

Или, что тоже самое,

( ) ( ) ( )
2

1 1 1
... ...

1! 2! !

n
x x x x

e e e e e
n

− − −
= + + + + +

Пример разложения в ряд
по степеням (𝒙 − 𝟏) функции 𝒚 = 𝒆𝒙
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Ряд сходится 

хорошо 

только в 

окрестности 

точки 𝑥 = 1.

Этот слайд 
можно не 

конспектиро-
вать
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y

x1

e
y e=

( 1)
1!

e
y e x= + −

21 ( 1)

1! 2!

x x
y e e e

− −
= + +

2 31 ( 1) ( 1)
1

1! 2! 3!

x x x
y e e e

− − −
= + + +

2 3 41 ( 1) ( 1) ( 1)
1

1! 2! 3! 4!

x x x x
y e e e e

− − − −
= + + + +

)(
(1)O



30
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Формула Тейлора с остаточным членом 
в форме Лагранжа

Теорема 4. Пусть функция 𝑓 𝑥 определена и

(𝒏 + 𝟏) раз дифф-ма на 𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅 . Тогда 

для любого 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅) справедливо

равенство

20
0 0 0 0

( ) ( 1)
10

0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

( ) ( )
... ( ) ( ) ,

! ( 1)!

n n
n n

f x
f x f x f x x x x x

f x f c
x x x x

n n

+
+


= + − + − +

+ + − + −
+

0[ , ]с x xгде



31
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Пример разложения многочлена 
по степеням (𝒙 − 𝒙𝟎)

Пример 9. Разложить по степеням (𝑥 − 2)
функцию 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 2𝑥2 + 3𝑥 + 5.

2( ) 3 4 3f x x x = − +

( ) 6 4f x x = −

( ) 6f x =

(2) 7f  =

(2) 8f  =

(2) 6f  =

(2) 11f =

( ) 0IVf x =

3 2( ) 2 3 5f x x x x= − + +

 ( ) 0 для любого [2, ]IVf c с x= 



32
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Пример разложения многочлена 
по степеням (𝒙 − 𝒙𝟎)

Следовательно, по формуле Тейлора для 𝑛 = 3

2 3

4

8 6
( ) 11 7( 2) ( 2) ( 2)

2! 3!

( )
( 2)

(4)!

IV

f x x x x

f c
x

= + − + − + − +

+ − =

2 311 7( 2) 4( 2) ( 2)x x x+= − + − + −

0



Применение рядов Тейлора
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Ряды Тейлора применяются 

• для аппроксимации (приближения) 

бесконечное число раз дифференцируемых 

функций;

• для нахождения «неберущихся» интегралов;
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• для решения дифференциальных уравнений.


