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Вычисление площади

2

Если f(x) — неотрицательная интегрируемая

на отрезке [a;b] функция, S — площадь

криволинейной трапеции под ее графиком, то

( )

b
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S f x dx= 

( )
b

a

S f x dx= 
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Вычисление площади. Пример 1
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Пример 1. Вычислить площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной кривыми 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 = 0,
𝑥 = 0, 𝑥 = 1.

11 3
2

0 0

3 3 1

3

3

1 0

3 3

x
S x dx= = =

= − =



x

y



Вычисление площади. Пример 2

4
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Пример 2. Вычислить площадь круга радиуса R.

4кругаS S=

yРешение. 
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Вычисление площади. Пример 2
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Вычисление площади. Пример 2
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Вычисление площади

( )y f x=

( )y g x=

Если 𝑓 𝑥 ≥ 𝑔 𝑥 , на [a,b], то 

𝑆 = 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

S
из верхнего 

графика вычесть 
нижний график
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Вычисление площади. Пример 3

Пример 3. Найти площадь фигуры, ограниченной 

линиями 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 𝑥2.

Решение. Найдем точки пересечения линий

𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 𝑥2:

𝑥 = 𝑥2 ⇒ 𝑥 = 0, 𝑥 = 1.

𝑓 𝑥 = 𝑥, 𝑔 𝑥 = 𝑥2 ⇒ y x=

2y x=

y

x
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Вычисление площади. Пример 3

𝑆 = 𝑎
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Вычисление площади
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1( )x x y=

2( )x x y=

Если 𝑥2(𝑦) ≥ 𝑥1(𝑦), на 

[c,d], то

𝑆 = 𝑐
𝑑
𝑥2(𝑦) − 𝑥1(𝑦) 𝑑𝑦

из правого 
графика вычесть 

левый график

S



11
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Вычисление площади. Пример 4

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной 

линиями 𝑥𝑦 = 3, 𝑦 = 𝑥 + 4, 𝑦 = 1, 𝑦 = 4.
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𝑦 = 4

𝑥

𝑦

𝑦 =
3

𝑥
⇒ 𝑥 =
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⇓
𝑥 = 𝑦 − 4
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Вычисление площади. Пример 4

𝑆 = 𝑐
𝑑
𝑥2(𝑦) − 𝑥1(𝑦) 𝑑𝑦 =

= 1
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Задача о вычислении длины кривой

Пусть 𝐿 − кривая с концами 𝐴, 𝐵
и 𝐴 = 𝑀0, 𝑀1, … ,𝑀𝑛 = 𝐵 − точки на ней. 

Соединяя точки 𝑀0, 𝑀1, … ,𝑀𝑛 отрезками, 

получим ломаную 𝐿𝑛 с вершинами в этих точках.

Пусть 𝑙 − длина  кривой 𝐿, а

𝑙𝑛 − длина  ломаной 𝐿𝑛.

Тогда 𝑙 ≈ 𝑙𝑛;
точность этого равенства тем выше, 

чем меньше длина звеньев ломаной 𝐿𝑛.
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Задача о вычислении длины кривой

y

O x

0A M=

nB M=

1M 2M
1iM −
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции

Теорема 1. Если f(x) – непрерывно дифференц. 

функция, определенная на отрезке [a;b], то ее 

длина находится по формуле

 
2

1 ( )

b

a

l f x dx= +
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции

Доказательство. Разделим отрезок [a,b] на n

частей точками 𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Найдем длину звена 𝑀𝑖−1𝑀𝑖 этой ломаной.

Обозначим через 𝑀𝑖 соответствующую точку на 

графике: 𝑀𝑖 𝑥𝑖 , 𝑓 𝑥𝑖 . Эти точки образуют 

ломаную 𝐿𝑛, вписанную в график 𝑓 𝑥 . 
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции

y

( )y f x=

O x
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1M 2M
1iM −

iM

1x 2x 1ix − ix nb x=
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( )y f x=

O 1ix − ix
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции

1 длина участка кривой от  до  .i i il M M− −

1( ) ( ) [по теореме Лагранжаi i iCM f x f x −= − =

   
2 22 2( ) 1 ( )i i i i i il x f x f x     +  = + 

2 2

1 1i i i i il M M M C CM− −  = +

1 1i i i iM C x x x− −= − = 

1существует [ , ]]i i ix x − ( )i if x=  
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции

Таким образом,  для 𝑑 = 𝑚𝑎𝑥
𝑖
Δ𝑥𝑖

Следовательно, 

𝑙 = σ𝑖=1
𝑛 Δ𝑙𝑖 ≈ σ𝑖=1

𝑛 1 + 𝑓′(𝜉𝑖)
2 Δ𝑥𝑖

причем точность этого равенства тем выше, чем 

меньше Δ𝑥𝑖.
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции. Пример 5

Пример 5. Найти длину 

полукубической параболы  

𝑦2 = 𝑥3, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4.

4 x

y
3/2y x=

3/2y x= −

l

Решение. По условию 

𝑦2 = 𝑥3, 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑦 = ±𝑥 Τ3 2
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Вычисление длины кривой – дуги
графика функции. Пример 5

Так эта парабола симметрична относительно оси 

Ох, то длина всей линии будет равна:

 
4

2 3/2

0

2 1 , . где l y dx y x= + =

24

0

3
2 1

2
l x dx

 
= + = 

 


4

0

9
2 1

4
x dx+ =



23
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Вычисление длины кривой – дуги
графика функции. Пример 5

4

0

9
2 1

4
x dx= + =

10

1

8

9
t dt =

9
1

4

9 4

4 9

0 1

4 10

t x

dt dx dx dt

x t

x t

 
= + 

 
 =  = =
 
 

=  =
 
 =  = 

1
2

10
1

1
2 1

8

9 1

t
+

= =
+

( )
10

3

1

8 2

9 3
t = ( )16

10 10 1
27

 −


