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1. Понятие степенного ряда. 

2. Теорема Абеля.

4. Вычисление радиуса сходимости. 

3. Область сходимости степенного ряда.

5. Нахождение области сходимости 
степенного ряда.
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Определение степенного ряда 

Опр. Ряд вида 

называется степенным рядом, 

а значения 𝑎𝑛 − коэффициентами степенного 

ряда.  

2

0 1 2

0

(1) n n

n n

n

a x a a x a x a x


=

= + + + + +



4
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Определение степенного ряда 

Степенной ряд всегда сходится при 𝑥 = 0    
к числу 𝑎0.    

В других точках возможна сходимость и 
расходимость степенного ряда.    
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Теорема 1 (теорема Абеля). 

1) Если степенной ряд (1) сходится  при 𝑥 = 𝑥0, 

𝑥0 ≠ 0, то этот ряд сходится абсолютно для 

любого 𝑥 ∈ ℝ такого, что 𝑥 < 𝑥0 ; 

ряд сходится

( )
абсолютно 
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Теорема Абеля
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2) Если степенной ряд (1) расходится при 𝑥 = 𝑥1, 

то этот ряд расходится для любого 𝑥 ∈ ℝ такого, 

что 𝑥 > 𝑥1 .

) (
ряд расходится

x
1| |x− 0

ряд расходится

1| |x

1x
 ряд расходится

Теорема Абеля



7
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Доказательство. 

1) Пусть ряд (1) сходится  при 𝑥 = 𝑥0, т.е.

сходится ряд 

Теорема Абеля. Доказательство
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Следовательно, по необходимому признаку 
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т.е. последовательность 𝑎𝑛𝑥0
𝑛 сходится и 

поэтому ограничена. 

Теорема Абеля. Доказательство

Значит, существует число 𝑀 > 0 т.ч. 𝑎𝑛𝑥0
𝑛 < 𝑀 

для любого 𝑛 ∈ ℕ.

Пусть 𝑥 < 𝑥0 .

𝑥 𝑛

𝑥0
𝑛 =

𝑥

𝑥0

𝑛

< 1 ⇒ Тогда 𝑥 𝑛 < 𝑥0
𝑛 ⇒ 

Тогда 
𝑥

𝑥0
< 1. Значит, 

𝑥

𝑥0
< 1.
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Теорема Абеля. Доказательство
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где 𝑞 =
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< 1.
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Теорема Абеля. Доказательство
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Ряд σ𝑛=0
∞ 𝑞𝑛 сходится как бесконечно 

убывающая геометрическая прогрессия. 

⇒ ряд 𝑀 ∙ σ𝑛=0
∞ 𝑞𝑛 сходится.  

⇒ ряд σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛𝑥𝑛

сходится  по 

признаку сравнения.

⇒ ряд σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛𝑥𝑛

абсолютно сходится ∎
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Теорема Абеля. Доказательство

Ряд σ𝑛=0
∞ 𝑞𝑛 сходится как бесконечно 

убывающая геометрическая прогрессия. 

⇒ ряд 𝑀 ∙ σ𝑛=0
∞ 𝑞𝑛 сходится.  

⇒ ряд σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛𝑥𝑛

сходится  по 

признаку сравнения.

⇒ ряд σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛𝑥𝑛

абсолютно сходится ∎
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2) Пусть ряд (1) расходится  при 𝑥 = 𝑥1 и пусть 

𝑥 > 𝑥1 .

Теорема Абеля. Доказательство

Предположим противное: ряд σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛𝑥𝑛 

сходится.

⇒ по 1) ряд (1) абсолютно сходится при 

𝑥 = 𝑥1, что противоречиво.  
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Область сходимости степенного ряда

Опр. Областью сходимости  степенного ряда (1) 

называется множество точек 𝑥 ∈ ℝ при которых 

ряд (1) cходится.

Опр. Число 𝑅 > 0 такое, что при 𝑥 < 𝑅
степенной ряд (1) сходится, а при 𝑥 > 𝑅 ряд 

(1) расходится называется радиусом 

сходимости, а интервал −𝑅, 𝑅 − интервалом 

сходимости.
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Область сходимости степенного ряда

Вывод. Если 𝑅 − радиус сходимости степенного 

ряда (1), то

•  при 𝑥 ∈ −𝑅, 𝑅  ряд степенной (1) абсолютно 

сходится;

• при 𝑥 ∈ −∞, −𝑅) ∪ (𝑅, +∞ ряд расходится;

• в точках 𝑥 = −𝑅, 𝑥 = 𝑅 требуется 

дополнительное исследование.

ряд сходится

( )) (
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

xR− R0



15
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Теорема 2. Радиус сходимости степенного ряда 

(1) при условии 𝑎𝑛 ≠ 0 для любого 𝑛 ∈ ℕ  равен

Вычисление радиуса сходимости
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Вычисление радиуса сходимости

Если 𝑑 𝑥 < 1, то ряд (1) абсолютно сходится. 

Если 𝑑 𝑥 > 1, т.е. 𝑥 >
1

𝑑
, то ряд (1) абсолютно 

расходится. Можно показать, что ряд (1) просто 

расходится.

( ) 1d x   1x d 

Итак, 𝑑 𝑥 = 𝑥 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑥 ∙ 𝑑,

где 𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
.
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x
d



Следовательно, 𝑅 =
1

𝑑
∎
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Вычисление радиуса сходимости

1
,  где lim n

n
n

R q a
q →

= =

Доказательство аналогично док-ву теоремы 2 

(упр).

Теорема 3. Радиус сходимости степенного ряда 

(1) при условии 𝑎𝑛 ≠ 0 для любого 𝑛 ∈ ℕ  равен
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Область сходимости. Задача 1

Решение.

Вычислим радиус сходимости по теореме 2. 

Задача 1. Найти область сходимости степенного 

ряда
2 3
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Область сходимости. Задача 1

( )
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При 𝑥 ∈ −1,1  ряд абсолютно сходится.

При 𝑥 ∈ −∞, −1) ∪ (1, +∞ ряд расходится.

ряд сходится

( )) (
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

x1− 10
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Область сходимости. Задача 1

При 𝑥 = 1 исходный ряд имеет вид 2 2
1 1

1 1n

n nn n

 

= =

= 

и он сходится (как гармонический при 𝛼 =2).

При 𝑥 = −1 исходный ряд имеет вид
2

1
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и он тоже абсолютно сходится, т.к.

Исследуем граничные точки.
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Область сходимости. Задача 1

Ответ: 

1. При 𝑥 ∈ [−1,1] ряд абсолютно сходится.

2. При 𝑥 ∈ −∞, 1) ∪ (1, +∞ ряд расходится.

ряд сходится

[ ]) (
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

x
1− 10
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Область сходимости. Задача 2

Решение.

Вычислим радиус сходимости по теореме 2. 

Задача 2. Найти область сходимости степенного 

ряда
2 3
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Область сходимости. Задача 2
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При 𝑥 ∈ −∞, +∞ ряд абсолютно сходится.
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Область сходимости. Задача 2

Ответ: при 𝑥 ∈ −∞, +∞ ряд абсолютно 

сходится.

ряд сходится абсолютно 

x− +0
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( )0
0

Для ряда (*)  нужно сделать замену 
n

n
n

a x x


=

−

( )

интервал сходимости ряда (**) имеет вид

,  с центром в точке  0z R R z − = 
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0
0

 . Ряд (*) превратится в ряд (**) n
n

n

z x x a z


=

= − 

Область сходимости произвольного 
степенного ряда
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Область сходимости произвольного 
степенного ряда

( )0 0 0

интервал сходимости ряда (*) имеет вид

,  с центром в точке  x x R x R x x − + =

ряд сходится

( )) (
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

x
0x R− 0x R+0x
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Для решения задач удобно использовать

Алгоритм нахождения области сходимости 
степенного ряда
(см. след. cлайды; их можно не конспектировать)  

Алгоритм нахождения 
области сходимости степенного ряда

http://kadm.kmath.ru/files/sheme_power_series.pdf
http://kadm.kmath.ru/files/sheme_power_series.pdf
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2) Находим радиус сходимости ряда :
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ряд сходится
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ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

zR− R0
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28

Алгоритм нахождения 
области сходимости степенного ряда
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Область сходимости. Задача 3

Решение. Это степенной ряд вида

Задача 3. Найти область сходимости степенного 

ряда
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Область сходимости. Задача 3

1) Делаем замену 1,  рассматриваем рядz x= +

1

n
n

n

a z


=

=
1

1
1

2

3 2

n n

n
n

z

n

−

+
= +


1

2) Находим радиус сходимости ряда :n
n

n

a z


=



1na + =
( 1) 1

( 1) 1

2

3 ( 1) 2

n

n n

+ −

+ +
=

+ + 2

2

3 3

n

n n+ +



31
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Область сходимости. Задача 3
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Область сходимости. Задача 3

При 𝑧 ∈ −
3

2
,

3

2
 ряд абсолютно сходится.

При 𝑧 ∈ −∞, −
3

2
∪

3

2
, +∞ ряд расходится.

ряд сходится

( )) (
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 
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2

− 0 3
2
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Область сходимости. Задача 3

1

3) Исследуем ряд n
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3.2) при z R= −
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Область сходимости. Задача 3

1

 Ряд  расходитсяn
n

n

a R


=

 

1

3.2) Ряд ( )  не сходится абсолютно, n
n

n

a R


=

 −

1 1 1

| ( ) | ( 1)  =  расходится
 

( 0, 0)

n n n n
n n n

n n n

n

a R a R a R

a R

  

= = =

 
− = − 

 
   

  

1

( )  n
n

n

a R


=

− =
1

1
1

2 3
 

23 2

nn

n
n n

−

+
=

 
− = 
 +
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Область сходимости. Задача 3

( )
1

1
1

2 3
1  

3 2 2

n n
n

n n
n n

−

+
=

= − =
+


( )

1

1

6 2

n

n n



=

−

+


Применим признак Лейбница:

( )
1

1
n

n
n

b


=

− =
( )

1

1

6 2

n

n n



=

−

+
 

1

6 2
nb

n
=

+

1) 0;nb  2) ;nb  3) 0nb → 
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Область сходимости. Задача 3

1

Ряд ( )  n
n

n

a R


=

− =
( )

1

1

6 2

n

n n



=

−

+


сходится
по признаку
Лейбница

1

ряд ( )  сходится условно. n
n

n

a R


=

 −
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Область сходимости. Задача 3

Промежуточный ответ: 

1. При 𝑧 ∈ −
3

2
,

3

2
 ряд абсолютно сходится.

2. При 𝑧 ∈ −∞, −
3

2
∪ ቂ

3

2
, +∞) ряд расходится.

3.  При 𝑧 = −
3

2
ряд условно сходится.

ряд сходится

[) )(
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

z3
2

− 3
2

0

условно 
сходится  
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Область сходимости. Задача 3

Ответ: 

1. При 𝑥 ∈ −
5

2
,

1

2
 ряд абсолютно сходится.

2. При 𝑥 ∈ −∞, −
5

2
∪ ቂ

1

2
, +∞) ряд расходится.

3.   При 𝑥 = −
5

2
ряд условно сходится.

ряд сходится

[) )(
ряд расходится ряд расходитсяабсолютно 

x5
2

− 1
2

1−

условно 
сходится  
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