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Лекция 11
Знакопеременные ряды
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УрФУ Нагребецкая Ю.В.

1. Знакочередующиеся ряды. 

3. Приближенное вычисление суммы 
знакочередующегося ряда.

2. Признак Лейбница.

4. Абсолютная и условная сходимость 
знакопеременных рядов.

5. Алгоритм исследования ряда на 
абсолютную и условную сходимость.
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Определение знакочередующиеся ряды 

Опр. Ряд вида
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называется знакочередующимся.
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Теорема 1 (признак Лейбница). 

Признак Лейбница 

Пусть 

� −1 ����� =
	

�
�
�� − �� + �
 − ⋯ +

                                                          + −1 ��� �� + ⋯
- знакочередующийся ряд и

2) �� > �� > �
 > ⋯ > �� > ⋯ (�� ↓);

3) lim�→	�� = 0 �� → 0 .

1) �� > 0;
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Тогда

 � −1 �����
	

�
�
cходится;a) ряд 

б) сумма ряда � > 0;
в) � < ��.

Признак Лейбница 



6
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Признак Лейбница. Доказательство

2 1 2 2 1 23 ...
m m m

S b b b b b     

Доказательство.

Обозначим через �� последовательность 

частичных сумм ряда (1). Тогда

     2 1 2 2 1 23 4 ...
m m m

S b b b b b b     
0

2 0mS 


0 0
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Признак Лейбница. Доказательство

     2 1 2 2 1 23 4 ...
m m m

S b b b b b b     

2 2 2m mS S 


0
2 2mS 

 
 

2т.е. подпоследовательность  

последовательности  возрастает 

m

n

S

S

2mS 
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Признак Лейбница. Доказательство

1 22 1 3 2 1 2 2 1...m m m mS b b b b b b       

2mS



2 1 2 2 1m m mS S b  

2 2 10 m mS S  
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Признак Лейбница. Доказательство

2 1 1 2 3 2 2 1( ) ... ( );m m mS b b b b b      
0 0



2 2 1 10 m mS S b  


2 1 1mS b 
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Признак Лейбница. Доказательство

Последовательность ���
возрастает и ограничена

cуществует конечный предел � = lim�→	���
и 0 < � < ��

 ��� ↑
 0 < ��� < ��

!⇒ ⇒

x�� �# $%&�' �( ��)

���
0
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Признак Лейбница. Доказательство

����� = ��� + �����, ⇒
lim�→	����� = lim�→	��� + lim�→	����� =

lim�→	�� = 0 
� + 0 = �

lim�→	��� = lim�→	����� = � ⇒
lim�→	�� = � и 0 < � < �� ∎
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Задача 1. Исследовать на сходимость ряд

Решение.

Признак Лейбница. Задача 1 

Ряд является знакочередующимся.

Поэтому применим признак Лейбница.  

1 1

1

( 1) 1 1 1 ( 1)
1

2 3 4

n n

n
n n

 



 
       … …
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Признак Лейбница. Задача 1 

1( 1)n

nu
n


 

1( 1)
| |

n

n nb u
n


  

1

n

1
1

1 1

( 1)
1) ( 1) ,

n
n

n

n n

b
n

 


 


  

2) �� ↓
3) �� → 0
Ответ: ряд сходится по признаку Лейбница.

1
,nb
n

 0;nb 
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Признак Лейбница

Замечание 1: Теорема 1 справедлива и в случае, 
когда условие (2) выполняется, начиная с 
некоторого номера n.

Замечание 2: Утверждение (в) теоремы 1 
используется для оценки остатка
знакочередующегося ряда, 

т.е. оценки погрешности приближения 
суммы ряда частичной суммой этого ряда.
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Приближенное вычисление суммы 
знакочередующегося ряда 

nnS RS 

Сумма знакочередующегося ряда 

  1 1

1 2 3

1

1 .

)

.. ( 1) .

0

..

(

n n

n n

n

n

b b

b

b b b


 



     





равна
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  1 1

1 2 3

1

1 ... ( 1)
n

k n

n k n

k

S b b b b b
 



       
- частичная сумма;

   1 2

1 2 3

1

1 ( 1) ...
k n

n k n n n

k n

R b b b b


 

  
 

      

Приближенное вычисление суммы 
знакочередующегося ряда

- остаток ряда, т.е. погрешность приближения

nS S
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Оценка остатка знакочередующегося ряда 

Теорема 2 . Если ,� − остаток

знакочередующегося ряда

  1 1

1 2 3

1

2

1

1 ... ( 1

,

)

( 1) . ,. ( 0).

n n

n n

n

n

n

n

b b b b b

b b


 






       

  



то 1nnR b 

(модуль остатка знакочередующегося ряда 

меньше модуля первого отбрасываемого члена). 
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Доказательство

Будем для простоты считать, что n – четное.

Тогда ,� = ���� − ���� + ���
−. . . –

знакочередующийся ряд;

Его сумма ,� по утвержд. (в) теоремы 1 меньше 

первого члена ����. 

Т.о. ,� < ����.
Для нечетного n –упр.∎

Оценка остатка знакочередующегося ряда 
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Приближенное вычисление суммы 
знакочередующегося ряда. Задача 2

Задача 2. Вычислить сумму ряда 

1

2
1

( 1)n

n n








1

2

1 1 1 ( 1)
1 ... ...

4 9 16

n

n


     

с точностью - = 0,1.
Решение.  Это знакочередующийся ряд.

1

2

( 1)n

nu

n


 

1

2

( 1)
| |

n

n nb u

n


  

2

1

n
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Приближенное вычисление суммы 
знакочередующегося ряда. Задача 2

Выполняются условия (1)-(3) теоремы 1. 

 ⇒ ряд сходится по признаку Лейбница.

1 2

1
| | 0,1

( 1)
n nR b

n

   


1 2

1

( 1)
nb

n
 




 2( 1) 10n    10 1n    2n 

3 3,S S R  3 3, 0.1S S R 

3
1 1

1 0,9
4 9

S    



Ответ: � ≈ 0,9 ± 0,1.
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Приближенное вычисление суммы 
знакочередующегося ряда
Лабораторная работа (упр.)

1. Вычислить сумму S ряда 

1

1

( 1)n

n
n








с точностью -� = 0,1; -� = 0,01.
2. Соотнести с точным значением � =ln 2.
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Абсолютная и условная сходимость

Опр. Если для знакопеременного ряда 

1 2

1

(1) ... ...
n n

n

u u u u





    

ряд из модулей

1 2

1

(2) ... ...
n n

n

u u u u





    
сходится, то говорят, исходный ряд (1) 

абсолютно сходится.
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Теорема 3. Если  ряд (2) сходится, то ряд (1) 

тоже сходится. 

Т.е. если  ряд сходится абсолютно, то он просто 

сходится. 

Без док-ва.

Абсолютная и условная сходимость
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Опр. Если знакопеременный ряд 

1 2

1

(1) ... ...
n n

n

u u u u





    

сходится, а ряд из модулей

1 2

1

(2) ... ...
n n

n

u u u u





    
расходится, то говорят, что исходный  ряд (1) 

сходится условно.

Абсолютная и условная сходимость
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Задача 3. Исследовать на абсолютную и 

условную сходимость ряд

Решение.

1 1

2 2
1

( 1) 1 1 1 ( 1)
1

4 9 16

n n

n n n

 



 
       … …

1

2

( 1)n

nu

n


 

Абсолютная и условная сходимость
Задача 3

1

2 2

( 1) 1n

nu

n n


 



26
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Ряд из модулей 

сходится как гармонический ряд ∑ �
�2 ,	�
� 3 = 2 .

2
1 1

1
n

n n

u

n

 

 
 

Абсолютная и условная сходимость 
Задача 4

Ответ: абсолютно сходится.

Следовательно, исходный ряд сходится 

абсолютно. 
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Задача 4. Исследовать на абсолютную и 

условную сходимость ряд

Решение.

1 1

1

( 1) 1 1 1 ( 1)
1

2 3 4

n n

n
n n

 



 
       … …

1( 1)n

nu
n


 

Абсолютная и условная сходимость 
Задача 4

1( 1) 1n

nu
n n


 
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Ряд из модулей 

расходится, а исходный ряд сходится по 

признаку Лейбница (см. задачу 1). 

1 1

1
n

n n

u
n

 

 
 

Абсолютная и условная сходимость
Задача 4

Значит, исходный ряд сходится условно. 

Ответ: сходится условно. 
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Для решения задач удобно использовать

Алгоритм исследования знакопеременного 

ряда на абсолютную и условную сходимость

(см. след. cлайд; его можно не конспектировать)  

Алгоритм исследования на 
абсолютную и условную сходимость



1

Знакочередующийся ряд n

n

u






1) Находим lim  limn n
n n

u u
 

 
 
 

lim 0 lim 0n n
n n

u u
 

   
 

lim 0 lim 0n n
n n

u u
 

   
 



1

Ряд расходитсяn

n

u






1

2) Исследуем ряд  n
n

u






1

Ряд   сходится n

n

u






1

Ряд   расходится n

n

u








1

сходится
Ряд  

абсолютно
n

n

u




 1

3) Исследуем ряд n

n

u






1

Ряд  сходится n

n

u






1

Ряд  расходится n

n

u






 

1

сходится
Ряд  

условно
n

n

u






1

Ряд расходитсяn

n

u





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Задача 5. Исследовать на абсолютную и 

условную сходимость ряд

Решение.

1

3
1

( 1)

2 1

n

n n n










1

3

( 1)

2 1

n

nu

n n







Абсолютная и условная сходимость 
Задача 5

1

3 3

( 1) 1

2 1 2 1

n

nu

n n n n


 

 
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1) Найдем  

сходимость 

возможна 3

1
lim lim

2 1
n

n n

u

n n 
 



Абсолютная и условная сходимость
Задача 5

1    
0 

2) Исследуем ряд  

3
1 1

1

2 1
n

n n

u

n n

 

 



  ∼

3
1

1

2n n n




 ∼

3
1

1

n n n





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Абсолютная и условная сходимость
Задача 5

Ряд  
4
3

3
1 1

1 1

n nn n
n

 

 
   сходится как 

гармонический ряд (3 = 4
5)

 ряд  
1
n

n

u




 сходится  

Ответ: сходится абсолютно. 
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Задача 6. Исследовать на абсолютную и 

условную сходимость ряд

Решение.

1

1

( 1)
2

n

n

n

n










1( 1)
2

n
n

n
u

n

 




Абсолютная и условная сходимость 
Задача 6

1( 1)
2 2

n
n

n n
u

n n

  
 
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1) Найдем  

lim lim
2

n
n n

n
u

n 
 



Абсолютная и условная сходимость
Задача 6



1lim
n

n

n

    

lim 0n
n

u


  lim 0n
n

u


 

 ряд  
1
n

n

u




 расходится.

Ответ: ряд расходится. 
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Задача 7. Исследовать на абсолютную и 

условную сходимость ряд

Решение.

2

1
( 1)

ln

n

n n n






1
( 1)

ln

n
nu

n n
  

Абсолютная и условная сходимость 
Задача 7

1 1
( 1)

ln ln

n
nu

n n n n
  
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1) Найдем  

сходимость 

возможна 

1
lim lim

ln
n

n n

u
n n 

 

Абсолютная и условная сходимость
Задача 7

1    
0 

2) Исследуем ряд  

2 2

1

ln
n

n n

u
n n

 

 
 
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Применим интегральный признак Коши. 

Проверим его условия.

6� = 1
7 ln 7 ⇒

1) lim�→	6� = 0; 2)  6� ↓; 3) 9(7) = 6� = �
� :; � ;

4) 9 = = 1
= ln =  непрерывна, 9 = > 0, 9 = ↓

на 2, +∞ ;

Абсолютная и условная сходимость
Задача 7
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F 9(=)G= =
�	

�
F 1

= ln = G= =
�	

�
Интеграл 

=
H = ln=

GH = 1
= G=

= = 2 → H = ln2
= = +∞ → H = +∞

=

Абсолютная и условная сходимость
Задача 7
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= F GH
H =

�	

:; �
2 HIJ� �

�	 = +∞ − ln 2 = +∞

Интеграл K �
L :; L G=�	

� расходится ⇒
ряд  ∑ �

� :; �
	�
� расходится. 

исходный ряд не сходится абсолютно.

Абсолютная и условная сходимость
Задача 7
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3) Исследуем ряд  

2 2

( 1)

ln

n

n

n n

u
n n

 

 


 

1

ln
n nb u

n n
 

3) Он знакочередующийся и поэтому 

применим признак Лейбница.

Абсолютная и условная сходимость
Задача 7
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Проверим условия признака Лейбница:

1) 0;nb  2) ;nb  3) 0nb 


2 2

( 1)

ln

n

n

n n

u
n n

 

 


  сходится.  

Ответ: ряд сходится условно. 

Абсолютная и условная сходимость
Задача 7


