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Çàäà÷à êîäèðîâàíèÿ

Äàíû àëôàâèò Σ = {x1, . . . , xk} è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (êóáèê) ξ = (x1|p1 , . . . , xk |pk ).
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ enc : Σ∗ → {0, 1}∗ äëÿ êîäèðîâàíèÿ òåêñòîâ,
ñãåíåðèðîâàííûõ ξ, òàêóþ ÷òî

1) enc � èíúåêöèÿ

2) ìàòîæèäàíèå äëèíû çàêîäèðîâàííîãî òåêñòà enc(T ) ïî âñåì òåêñòàì ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé äëèíû n ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî êëàññà

3) enc è enc−1 ìîæíî âû÷èñëèòü çà ëèíåéíîå îò ðàçìåðà âõîäà âðåìÿ, æåëàòåëüíî
îíëàéí

Íà ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó ñàìûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì �
ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó xi äâîè÷íûé êîä ñèìâîëà:

x1 → C1, . . . , xk → Ck , ãäå Ci ∈ {0, 1}∗,

è êîäèðóÿ T = xi1xi2 · · · xin ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîäîâ ñèìâîëîâ:
enc(T ) = Ci1Ci2 · · ·Cin

Äåëî çà ìàëûì � íàó÷èòüñÿ âûáèðàòü C1, . . . ,Ck òàê, ÷òîáû âûïîëíèòü óñëîâèÿ
1)-3). Ïðè âûáðàííîì ñïîñîáå êîäèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ enc î÷åâèäíî âû÷èñëÿåòñÿ çà
ëèíåéíîå âðåìÿ, òàê ÷òî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî áûñòðîå äåêîäèðîâàíèå.
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Àëãåáðàè÷åñêèå êîäû

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû ôóíêöèÿ enc áûëà èíúåêòèâíîé, íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîñòüþ
äåêîäèðîâàíèÿ. Ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî
{C1, . . . ,Ck} êîäîâ ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì êîäîì. Ôîðìàëüíî,

ìíîæåñòâî ñòðîê {C1, . . . ,Ck} íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì êîäîì,
åñëè ëþáîå ðàâåíñòâî âèäà Ci1Ci2 · · ·Cin = Cj1Cj2 · · ·Cjm âëå÷åò n = m,
Ci1 = Cj1 , . . . ,Cin = Cjn .

{0, 01, 10} � íå êîä, òàê êàê 0 · 10 = 01 · 0
{0, 01} è {0, 10} � êîäû (äîêàæèòå!)

Ïðîñòåéøèé êëàññ êîäîâ: ðàâíîìåðíûå êîäû, â êîòîðûõ âñå ñòðîêè � îäíîé äëèíû

äåêîäèðîâàòü ìîæíî î÷åíü áûñòðî

íåýôôåêòèâíîñòü: êîäèðîâàíèå îäíîãî ñèìâîëà òðåáóåò dlog ke áèò íåçàâèñèìî
îò ýíòðîïèè ξ

Îáîáùåíèåì ðàâíîìåðíûõ êîäîâ, ñî÷åòàþùèì ýôôåêòèâíîñòü êîäèðîâàíèÿ è
áûñòðîòó äåêîäèðîâàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðåôèêñíûå êîäû:

ìíîæåñòâî ñòðîê {C1, . . . ,Ck}, â êîòîðîì íè îäíà ñòðîêà íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåôèêñîì äðóãîé ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì êîäîì.

{0, 10} � ïðåôèêñíûé êîä, à {0, 01} � íåò
F äåêîäèðóåòñÿ çà îäèí ïðîõîä: íà êàæäîé èòåðàöèè ÷èòàåì enc(T ) ñ òåêóùåé

ïîçèöèè ñëåâà íàïðàâî, ïîêà ïðî÷èòàííàÿ ñòðîêà íå ñîâïàäåò ñ êîäîì ñèìâîëà;
äîáàâëÿåì ñèìâîë ê T è îáíóëÿåì ïðî÷èòàííóþ ñòðîêó, çàâåðøàÿ èòåðàöèþ
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Ïðåôèêñíûå êîäû è áèíàðíûå äåðåâüÿ

Áèíàðíûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ êîðíåâîå äåðåâî, êàæäàÿ âåðøèíà â êîòîðîì
èìååò íå áîëåå äâóõ ñûíîâåé, ïðè÷åì ëþáîé èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ (íåò
ñûíîâåé; òîëüêî ëåâûé ñûí; òîëüêî ïðàâûé ñûí; îáà ñûíà) âîçìîæåí

ïîëíîå, åñëè ëþáàÿ âåðøèíà èìååò 0 èëè 2 ñûíîâåé

Áèíàðíûå ïðåôèêñíûå êîäû è áèíàðíûå äåðåâüÿ � ýòî, ôàêòè÷åñêè, îäíî è òî æå:

Âîçüìåì áèíàðíîå äåðåâî, íàïèøåì íà êàæäîì ðåáðå îò îòöà ê ëåâîìó
(ïðàâîìó) ñûíó 0 (ñîîòâ., 1) è ñîïîñòàâèì êàæäîìó ëèñòó w ñòðîêó s(w) îò
êîðíÿ äî ýòîãî ëèñòà. Ìíîæåñòâî òàêèõ ñòðîê � ïðåôèêñíûé êîä (åñëè s(u) �
ïðåôèêñ s(v), òî u � ïðåäîê v â äåðåâå, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê u � ëèñò).

Îáðàòíî, âîçüìåì áèíàðíûé ïðåôèêñíûé êîä è ïîñòðîèì ðàñïîçíàþùèé åãî
áîð (ñì. Ëåêöèþ 2). Ýòîò áîð ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì äåðåâîì: èç êàæäîé âåðøèíû
âûõîäèò íå áîëüøå îäíîãî �ëåâîãî� ðåáðà ñ ìåòêîé 0 è íå áîëüøå îäíîãî
�ïðàâîãî� ñ ìåòêîé 1.
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Ïðåôèêñíûå êîäû è áèíàðíûå äåðåâüÿ

Áèíàðíûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ êîðíåâîå äåðåâî, êàæäàÿ âåðøèíà â êîòîðîì
èìååò íå áîëåå äâóõ ñûíîâåé, ïðè÷åì ëþáîé èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ (íåò
ñûíîâåé; òîëüêî ëåâûé ñûí; òîëüêî ïðàâûé ñûí; îáà ñûíà) âîçìîæåí

ïîëíîå, åñëè ëþáàÿ âåðøèíà èìååò 0 èëè 2 ñûíîâåé

Áèíàðíûå ïðåôèêñíûå êîäû è áèíàðíûå äåðåâüÿ � ýòî, ôàêòè÷åñêè, îäíî è òî æå:

Âîçüìåì áèíàðíîå äåðåâî, íàïèøåì íà êàæäîì ðåáðå îò îòöà ê ëåâîìó
(ïðàâîìó) ñûíó 0 (ñîîòâ., 1) è ñîïîñòàâèì êàæäîìó ëèñòó w ñòðîêó s(w) îò
êîðíÿ äî ýòîãî ëèñòà. Ìíîæåñòâî òàêèõ ñòðîê � ïðåôèêñíûé êîä (åñëè s(u) �
ïðåôèêñ s(v), òî u � ïðåäîê v â äåðåâå, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê u � ëèñò).
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âûõîäèò íå áîëüøå îäíîãî �ëåâîãî� ðåáðà ñ ìåòêîé 0 è íå áîëüøå îäíîãî
�ïðàâîãî� ñ ìåòêîé 1.

À. Ì. Øóð (kφ ÓðÔÓ) Ïðåôèêñíîå êîäèðîâàíèå 6 ìàðòà 2017 ã. 4 / 15



Äåêîäèðîâàíèå ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïðåäñòàâëåíèå ïðåôèêñíîãî êîäà äåðåâîì ïîçâîëÿåò åãî î÷åíü áûñòðî
äåêîäèðîâàòü:

Ïîìåòèì êàæäûé ëèñò äåðåâà ñèìâîëîì, êîòîðûé îí êîäèðóåò

Íàçíà÷èì êîðåíü äåðåâà òåêóùåé âåðøèíîé

×èòàåì enc(T ) ïîáèòîâî, êàæäûé ðàç íàçíà÷àÿ òåêóùåé âåðøèíîé ñûíà
òåêóùåé âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî÷èòàííîìó áèòó

Åñëè òåêóùàÿ âåðøèíà � ëèñò, äîáàâëÿåì ê T ñèìâîë, êîäèðóåìûé ýòèì
ëèñòîì, ñíîâà íàçíà÷àåì êîðåíü òåêóùåé âåðøèíîé è ïðîäîëæàåì ÷òåíèå

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïåðàöèé íà äåêîäèðîâàíèå îäíîãî áèòà ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò |Σ|
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Äåêîäèðîâàíèå ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïðåäñòàâëåíèå ïðåôèêñíîãî êîäà äåðåâîì ïîçâîëÿåò åãî î÷åíü áûñòðî
äåêîäèðîâàòü:

Ïîìåòèì êàæäûé ëèñò äåðåâà ñèìâîëîì, êîòîðûé îí êîäèðóåò

Íàçíà÷èì êîðåíü äåðåâà òåêóùåé âåðøèíîé

×èòàåì enc(T ) ïîáèòîâî, êàæäûé ðàç íàçíà÷àÿ òåêóùåé âåðøèíîé ñûíà
òåêóùåé âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî÷èòàííîìó áèòó

Åñëè òåêóùàÿ âåðøèíà � ëèñò, äîáàâëÿåì ê T ñèìâîë, êîäèðóåìûé ýòèì
ëèñòîì, ñíîâà íàçíà÷àåì êîðåíü òåêóùåé âåðøèíîé è ïðîäîëæàåì ÷òåíèå

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïåðàöèé íà äåêîäèðîâàíèå îäíîãî áèòà ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò |Σ|
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Íåðàâåíñòâî Êðàôòà-Ìàêìèëëàíà

Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ âûðàæàåò

Òåîðåìà Ìàêìèëëàíà (íåðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà)

Àëãåáðàè÷åñêèé êîä íàä m-áóêâåííûì àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ñ äëèíàìè

`1, . . . , `k , ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k∑

i=1

m−`i 6 1.

(Ýòîò æå ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ.)

Íàñ èíòåðåñóþò áèíàðíûå ïðåôèêñíûå êîäû; ìû äîêàæåì áîëåå ÷àñòíûé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà Êðàôòà (íåðàâåíñòâî Êðàôòà)

Áèíàðíûé ïðåôèêñíûé êîä, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ñ äëèíàìè `1, . . . , `k , ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k∑

i=1

2−`i 6 1.

Ââèäó ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïðåôèêñíûìè êîäàìè è äåðåâüÿìè, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî

(1) åñëè `1, . . . , `k � óðîâíè âñåõ ëèñòüåâ áèíàðíîãî äåðåâà, òî
∑k

i=1
2−`i 6 1

óðîâåíü âåðøèíû åñòü ÷èñëî ðåáåð íà ïóòè îò êîðíÿ äî íåå

(2) åñëè ÷èñëà `1, . . . , `k òàêîâû, ÷òî
∑k

i=1
2−`i 6 1, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áèíàðíîå

äåðåâî ñ k ëèñòüÿìè íà óðîâíÿõ `1, . . . , `k
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Íåðàâåíñòâî Êðàôòà-Ìàêìèëëàíà

Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ âûðàæàåò

Òåîðåìà Ìàêìèëëàíà (íåðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà)

Àëãåáðàè÷åñêèé êîä íàä m-áóêâåííûì àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ñ äëèíàìè

`1, . . . , `k , ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k∑

i=1

m−`i 6 1.

(Ýòîò æå ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ.)

Íàñ èíòåðåñóþò áèíàðíûå ïðåôèêñíûå êîäû; ìû äîêàæåì áîëåå ÷àñòíûé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà Êðàôòà (íåðàâåíñòâî Êðàôòà)

Áèíàðíûé ïðåôèêñíûé êîä, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ñ äëèíàìè `1, . . . , `k , ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k∑

i=1

2−`i 6 1.

Ââèäó ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïðåôèêñíûìè êîäàìè è äåðåâüÿìè, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî

(1) åñëè `1, . . . , `k � óðîâíè âñåõ ëèñòüåâ áèíàðíîãî äåðåâà, òî
∑k

i=1
2−`i 6 1

óðîâåíü âåðøèíû åñòü ÷èñëî ðåáåð íà ïóòè îò êîðíÿ äî íåå

(2) åñëè ÷èñëà `1, . . . , `k òàêîâû, ÷òî
∑k

i=1
2−`i 6 1, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áèíàðíîå

äåðåâî ñ k ëèñòüÿìè íà óðîâíÿõ `1, . . . , `k
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Íåðàâåíñòâî Êðàôòà-Ìàêìèëëàíà

Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ âûðàæàåò

Òåîðåìà Ìàêìèëëàíà (íåðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà)
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(Ýòîò æå ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ.)

Íàñ èíòåðåñóþò áèíàðíûå ïðåôèêñíûå êîäû; ìû äîêàæåì áîëåå ÷àñòíûé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà Êðàôòà (íåðàâåíñòâî Êðàôòà)

Áèíàðíûé ïðåôèêñíûé êîä, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ñ äëèíàìè `1, . . . , `k , ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k∑

i=1

2−`i 6 1.

Ââèäó ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïðåôèêñíûìè êîäàìè è äåðåâüÿìè, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî

(1) åñëè `1, . . . , `k � óðîâíè âñåõ ëèñòüåâ áèíàðíîãî äåðåâà, òî
∑k

i=1
2−`i 6 1

óðîâåíü âåðøèíû åñòü ÷èñëî ðåáåð íà ïóòè îò êîðíÿ äî íåå

(2) åñëè ÷èñëà `1, . . . , `k òàêîâû, ÷òî
∑k

i=1
2−`i 6 1, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áèíàðíîå

äåðåâî ñ k ëèñòüÿìè íà óðîâíÿõ `1, . . . , `k
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðàôòà (1)

(1) Ïóñòü D � äåðåâî, S =
∑

u∈L 2
−lev(u), ãäå L � ìíîæåñòâî ëèñòüåâ D, à lev

îáîçíà÷àåò óðîâåíü âåðøèíû.

Åñëè D ñîñòîèò òîëüêî èç êîðíÿ, òî S = 20 = 1

Åñëè D ïîëíîå, âîçüìåì âåðøèíó u ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ; ýòî ëèñò, è åãî áðàò
v (îí ñóùåñòâóåò, òàê êàê äåðåâî ïîëíîå) � òîæå ëèñò (èíà÷å íèæå åñòü
âåðøèíû áîëüøåãî óðîâíÿ)

Óäàëèì èç äåðåâà u è v ; ÷òîáû ïåðåñ÷èòàòü S , íàäî

âû÷åñòü âêëàä u, ðàâíûé 2−lev(u), è òàêîé æå âêëàä v ;
äîáàâèòü âêëàä èõ îòöà, ñòàâøåãî ëèñòîì, ðàâíûé 2−(lev(u)−1);

òàêèì îáðàçîì, S íå èçìåíèëñÿ ïðè äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè

Ïîâòîðÿÿ óäàëåíèå ïàðû ëèñòüåâ íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì äåðåâî, ñîñòîÿùåå
èç êîðíÿ, äëÿ êîòîðîãî S = 1; çíà÷èò, S = 1 äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî äåðåâà

Åñëè D � íåïîëíîå, äîáàâèì ê êàæäîé âåðøèíå ñ îäíèì ñûíîì íîâûé ëèñò â
êà÷åñòâå âòîðîãî ñûíà; òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîãî óâåëè÷èâàåò S , à â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî S = 1; çíà÷èò, S < 1 äëÿ
ëþáîãî íåïîëíîãî äåðåâà
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðàôòà (1)

(1) Ïóñòü D � äåðåâî, S =
∑

u∈L 2
−lev(u), ãäå L � ìíîæåñòâî ëèñòüåâ D, à lev

îáîçíà÷àåò óðîâåíü âåðøèíû.

Åñëè D ñîñòîèò òîëüêî èç êîðíÿ, òî S = 20 = 1

Åñëè D ïîëíîå, âîçüìåì âåðøèíó u ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ; ýòî ëèñò, è åãî áðàò
v (îí ñóùåñòâóåò, òàê êàê äåðåâî ïîëíîå) � òîæå ëèñò (èíà÷å íèæå åñòü
âåðøèíû áîëüøåãî óðîâíÿ)

Óäàëèì èç äåðåâà u è v ; ÷òîáû ïåðåñ÷èòàòü S , íàäî

âû÷åñòü âêëàä u, ðàâíûé 2−lev(u), è òàêîé æå âêëàä v ;
äîáàâèòü âêëàä èõ îòöà, ñòàâøåãî ëèñòîì, ðàâíûé 2−(lev(u)−1);

òàêèì îáðàçîì, S íå èçìåíèëñÿ ïðè äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè

Ïîâòîðÿÿ óäàëåíèå ïàðû ëèñòüåâ íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì äåðåâî, ñîñòîÿùåå
èç êîðíÿ, äëÿ êîòîðîãî S = 1; çíà÷èò, S = 1 äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî äåðåâà

Åñëè D � íåïîëíîå, äîáàâèì ê êàæäîé âåðøèíå ñ îäíèì ñûíîì íîâûé ëèñò â
êà÷åñòâå âòîðîãî ñûíà; òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîãî óâåëè÷èâàåò S , à â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî S = 1; çíà÷èò, S < 1 äëÿ
ëþáîãî íåïîëíîãî äåðåâà

À. Ì. Øóð (kφ ÓðÔÓ) Ïðåôèêñíîå êîäèðîâàíèå 6 ìàðòà 2017 ã. 7 / 15



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðàôòà (1)

(1) Ïóñòü D � äåðåâî, S =
∑

u∈L 2
−lev(u), ãäå L � ìíîæåñòâî ëèñòüåâ D, à lev

îáîçíà÷àåò óðîâåíü âåðøèíû.

Åñëè D ñîñòîèò òîëüêî èç êîðíÿ, òî S = 20 = 1
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âåðøèíû áîëüøåãî óðîâíÿ)

Óäàëèì èç äåðåâà u è v ; ÷òîáû ïåðåñ÷èòàòü S , íàäî
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òàêèì îáðàçîì, S íå èçìåíèëñÿ ïðè äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè

Ïîâòîðÿÿ óäàëåíèå ïàðû ëèñòüåâ íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì äåðåâî, ñîñòîÿùåå
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðàôòà (2)

(2) Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà `1, . . . , `k ïî âîçðàñòàíèþ; äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî `1 6 . . . 6 `k .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B âñåõ áèíàðíûõ ñòðîê äëèíû 6 `k

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ñòðîêó äëèíû `1 â êà÷åñòâå C1

Âû÷åðêíåì èç B âñå ñòðîêè c ïðåôèêñîì C1 � îíè íå ìîãóò áûòü â
ïðåôèêñíîì êîäå âìåñòå ñ C1

áóäåò âû÷åðêíóòî 2`−`1 ñòðîê äëèíû ` äëÿ ëþáîãî ` ∈ [`1, `n]

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ íåâû÷åðêíóòóþ ñòðîêó äëèíû `2 â êà÷åñòâå C2 è
âû÷åðêíåì èç B âñå ñòðîêè c ïðåôèêñîì C2

Íè îäíà èç âû÷åðêèâàåìûõ ñòðîê íå âû÷åðêíóòà ðàíåå, ïîñêîëüêó ó ðàíåå
âû÷åðêíóòûõ ñòðîê äëèíû > `2 ïðåôèêñû äëèíû `2 òîæå áûëè âû÷åðêíóòû

Ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèé øàã, âûáèðàÿ C3, . . . ,Ck

Äëÿ êàæäîãî j = 2, . . . , k â ìîìåíò âûáîðà Cj âû÷åðêíóòî

j−1∑
i=1

2`j−`i < 2`j
k∑

i=1

2−`i 6 2`j

ñòðîê äëèíû `j , ò.å. ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâóåò íåâû÷åðêíóòàÿ ñòðîêà íà ðîëü Cj .
Çíà÷èò, âñå k ñòðîê ìîæíî âûáðàòü, è îíè îáðàçóþò ïðåôèêñíûé êîä ïî
ïîñòðîåíèþ (êàæäàÿ ñòðîêà íå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïðåôèêñîâ ðàíåå âûáðàííûõ,
ò.å. áîëåå êîðîòêèõ, ñòðîê).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðàôòà (2)
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áóäåò âû÷åðêíóòî 2`−`1 ñòðîê äëèíû ` äëÿ ëþáîãî ` ∈ [`1, `n]

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ íåâû÷åðêíóòóþ ñòðîêó äëèíû `2 â êà÷åñòâå C2 è
âû÷åðêíåì èç B âñå ñòðîêè c ïðåôèêñîì C2

Íè îäíà èç âû÷åðêèâàåìûõ ñòðîê íå âû÷åðêíóòà ðàíåå, ïîñêîëüêó ó ðàíåå
âû÷åðêíóòûõ ñòðîê äëèíû > `2 ïðåôèêñû äëèíû `2 òîæå áûëè âû÷åðêíóòû
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Äëÿ êàæäîãî j = 2, . . . , k â ìîìåíò âûáîðà Cj âû÷åðêíóòî

j−1∑
i=1

2`j−`i < 2`j
k∑

i=1

2−`i 6 2`j

ñòðîê äëèíû `j , ò.å. ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâóåò íåâû÷åðêíóòàÿ ñòðîêà íà ðîëü Cj .
Çíà÷èò, âñå k ñòðîê ìîæíî âûáðàòü, è îíè îáðàçóþò ïðåôèêñíûé êîä ïî
ïîñòðîåíèþ (êàæäàÿ ñòðîêà íå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïðåôèêñîâ ðàíåå âûáðàííûõ,
ò.å. áîëåå êîðîòêèõ, ñòðîê).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðàôòà (2)
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Îïòèìèçàöèÿ îæèäàåìîé äëèíû êîäîâîé ñòðîêè

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðåôèêñíûå êîäû ïîçâîëÿþò áûñòðî è îäíîçíà÷íî äåêîäèðîâàòü
çàêîäèðîâàííûé òåêñò. Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ âûáèðàòü ïðåôèêñíûé êîä,
ìèíèìèçèðóþùèé îæèäàåìóþ äëèíó êîäà ñèìâîëà äëÿ òåêñòîâ, ïîðîæäåííûõ
çàäàííûì êóáèêîì ξ = (x1|p1 , . . . , xk |pk ).

Áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî p1 > p2 > · · · > pk > 0

Ïóñòü `1, `2, . . . , `k � (íåèçâåñòíûå) äëèíû êîäîâ ñèìâîëîâ x1, . . . , xk
ñîîòâåòñòâåííî

Òîãäà ìàòîæèäàíèå äëèíû êîäà ñèìâîëà � âåëè÷èíà, êîòîðóþ ìû õîòèì
ìèíèìèçèðîâàòü � ðàâíà

∑k
i=1

pi`i
Ïî òåîðåìå Êðàôòà, ïðåôèêñíûé êîä ñ äëèíàìè ñòðîê `1, `2, . . . , `k ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑k
i=1

2−`i 6 1

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êðàôòà, åñëè ïðåôèêñíûé êîä ñ
äàííûìè äëèíàìè ñòðîê ñóùåñòâóåò, åãî ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü

Èòàê, íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Çàäà÷à

Íàéòè öåëûå ÷èñëà `1, `2, . . . , `k , ìèíèìèçèðóþùèå çíà÷åíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè∑k
i=1

pi`i ïðè (íåëèíåéíîì) îãðàíè÷åíèè
∑k

i=1
2−`i 6 1.

F Ðåøåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåôèêñíûì êîäîì (äîêàæèòå!)
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Îïòèìèçàöèÿ îæèäàåìîé äëèíû êîäîâîé ñòðîêè

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðåôèêñíûå êîäû ïîçâîëÿþò áûñòðî è îäíîçíà÷íî äåêîäèðîâàòü
çàêîäèðîâàííûé òåêñò. Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ âûáèðàòü ïðåôèêñíûé êîä,
ìèíèìèçèðóþùèé îæèäàåìóþ äëèíó êîäà ñèìâîëà äëÿ òåêñòîâ, ïîðîæäåííûõ
çàäàííûì êóáèêîì ξ = (x1|p1 , . . . , xk |pk ).
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Òîãäà ìàòîæèäàíèå äëèíû êîäà ñèìâîëà � âåëè÷èíà, êîòîðóþ ìû õîòèì
ìèíèìèçèðîâàòü � ðàâíà

∑k
i=1

pi`i
Ïî òåîðåìå Êðàôòà, ïðåôèêñíûé êîä ñ äëèíàìè ñòðîê `1, `2, . . . , `k ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑k
i=1

2−`i 6 1

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êðàôòà, åñëè ïðåôèêñíûé êîä ñ
äàííûìè äëèíàìè ñòðîê ñóùåñòâóåò, åãî ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü

Èòàê, íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Çàäà÷à

Íàéòè öåëûå ÷èñëà `1, `2, . . . , `k , ìèíèìèçèðóþùèå çíà÷åíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè∑k
i=1

pi`i ïðè (íåëèíåéíîì) îãðàíè÷åíèè
∑k

i=1
2−`i 6 1.

F Ðåøåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåôèêñíûì êîäîì (äîêàæèòå!)
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Îïòèìèçàöèÿ îæèäàåìîé äëèíû êîäîâîé ñòðîêè
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑k
i=1

2−`i 6 1
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Êîäû Øåííîíà-Ôàíî

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì (Øåííîíà-Ôàíî) ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî áèíàðíîãî
äåðåâà ïî íàáîðó âåðîÿòíîñòåé p1 > p2 > · · · > pk > 0 êóáèêà ξ:

Íà÷àòü ñ äåðåâà èç îäíîãî êîðíÿ, ïîìåòèâ åãî ñïèñêîì p1, . . . , pk
Ïîêà â äåðåâå ñóùåñòâóþò ëèñòüÿ, ïîìå÷åííûå áîëåå ÷åì îäíèì ÷èñëîì

âûáðàòü ëþáîé òàêîé ëèñò v
ðàçáèòü ïîìå÷àþùèé v ñïèñîê pi , . . . , pj íà äâà ñïèñêà pi , . . . , pi+r è pi+r+1, . . . , pj
òàê, ÷òîáû ñóììû ñïèñêîâ áûëè ìàêñèìàëüíî áëèçêè, è ñîçäàòü äâóõ ñûíîâåé v ,
ïîìåòèâ èõ äàííûìè ñïèñêàìè

Êàæäûé ëèñò ïîñòðîåííîãî äåðåâà ïîìå÷åí íåêîòîðûì pi è ñîîòâåòñòâóåò êîäó
ñèìâîëà xi

Ïðèìåð:
p1 = 5

13
, p2 = p3 = p4 = p5 = 2

13
.

`1 = `2 = `5 = 2, `3 = `4 = 3.

Îæèäàåìàÿ äëèíà êîäà ñèìâîëà:
2 · 5

13
+ 2 · 2 · 2

13
+ 2 · 3 · 2

13
= 30

13
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Êîäû Øåííîíà-Ôàíî
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5
13
, 2
13
, 2
13
, 2
13
, 2
13
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Êîäû Õàôôìàíà

Ðàññìîòðèì äðóãîé àëãîðèòì (Õàôôìàíà) ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî áèíàðíîãî äåðåâà ïî
íàáîðó âåðîÿòíîñòåé p1 > p2 > · · · > pk > 0 êóáèêà ξ:

Íà÷àòü ñ ïåíüêîâîãî ëåñà èç k ïíåé, ïðèñâîèâ èì âåñà p1, . . . , pk ñîîòâåòñòâåííî

Ïîêà òåêóùèé ëåñ íå ñâÿçåí
âûáðàòü äâà äåðåâà u è v ñ ñàìûìè ëåãêèìè êîðíÿìè
ñîçäàòü íîâóþ âåðøèíó x ñ âåñîì âåñ(u) + âåñ(v) è ñäåëàòü u è v ñûíîâüÿìè x

Êàæäûé ëèñò ïîñòðîåííîãî äåðåâà ïîìå÷åí íåêîòîðûì pi è ñîîòâåòñòâóåò êîäó
ñèìâîëà xi

Ïðèìåð:
p1 = 5

13
, p2 = p3 = p4 = p5 = 2

13
.

`1 = 1, `2 = `3 = `4 = `5 = 3.

Îæèäàåìàÿ äëèíà êîäà ñèìâîëà:
5

13
+ 4 · 3 · 2

13
= 29

13

Ìåíüøå, ÷åì ó Øåííîíà-Ôàíî ⇒
äëÿ íåêîòîðûõ êóáèêîâ ξ êîä Øåííîíà-Ôàíî
íåîïòèìàëåí
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Îïòèìàëüíîñòü êîäà Õàôôìàíà

Óäèâèòåëüíî, íî âåðíà

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî êóáèêà ξ êîä Õàôôìàíà, ïîñòðîåííûé ïî ξ, ìèíèìèçèðóåò îæèäàåìóþ
äëèíó êîäà ñèìâîëà â òåêñòàõ, ïîðîæäåííûõ ξ.

Äýâèä À. Õàôôìàí

Ïðèäóìàë ñâîè êîäû â 1951, áóäó÷è àñïèðàíòîì â MIT

Âïîñëåäñòâèè ñòàë äîâîëüíî èçâåñòíûì ìàòåìàòèêîì

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëèíû `1, . . . , `k ñòðîê êîäà Õàôôìàíà ìèíèìèçèðóþò ñóììó∑k
i=1

pi`i ïðè óñëîâèè
∑k

i=1
2−`i 6 1 =⇒
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Èíäóêöèÿ ïî k Áàçà èíäóêöèè: k = 2 (ïðè k = 1 çàäà÷à íå èìååò ñìûñëà)
åñòü åäèíñòâåííûé ïîëíûé ïðåôèêñíûé êîä {0, 1}, íà êîòîðîì è äîñòèãàåòñÿ
îïòèìóì; î÷åâèäíî, àëãîðèòì Õàôôìàíà åãî ïîñòðîèò

Øàã èíäóêöèè
Ïóñòü äëÿ âñåõ êóáèêîâ ñ < k èñõîäîâ àëãîðèòì Õàôôìàíà ñòðîèò
îïòèìàëüíûé êîä
Ðàññìîòðèì êóáèê ξ = (x1|p1 , . . . , xk |pk ), p1 > p2 > · · · > pk > 0
Ïóñòü ïî ξ ïîñòðîåí êîä Õàôôìàíà c äëèíàìè ñòðîê l1, . . . , lk

li ñîîòâåòñòâóåò èñõîäó xi , ò.å. li åñòü óðîâåíü ëèñòà ñ âåñîì pi â èòîãîâîì äåðåâå

Â õîäå àëãîðèòìà óðîâåíü ëèñòà óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó êàæäûé ðàç, êîãäà
äåðåâî, ñîäåðæàùåå ýòîò ëèñò, íà î÷åðåäíîì øàãå ñëèâàåòñÿ ñ äðóãèì äåðåâîì

⇒ Åñëè ui , uj � ëèñòüÿ ñ âåñàìè pi > pj ñîîòâåòñòâåííî, è òåêóùèé óðîâåíü uj
ðàâåí òåêóùåìó óðîâíþ vi , òî êîðåíü äåðåâà X , ñîäåðæàùåãî uj , ëåã÷å êîðíÿ
äåðåâà Y , ñîäåðæàùåãî ui ; çíà÷èò, â äàëüíåéøåì X ñîëüåòñÿ íå ïîçæå Y ,
îòêóäà li 6 lj ⇒ l1 6 l2 6 · · · 6 lk
Äàëåå, lk−1 = lk , òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ëèñòüÿ ñëèâàþòñÿ íà ïåðâîì øàãå è
äàëåå íàõîäÿòñÿ â îäíîì äåðåâå
Ïîñëå ýòîãî ïåðâîãî øàãà àëãîðèòì Õàôôìàíà ðàáîòàåò, êàê äëÿ êóáèêà ξ′ ñ
k−1 èñõîäàìè, èìåþùèìè âåðîÿòíîñòè p′1=p1, . . . , p

′
k−2=pk−2, p

′
k−1=pk−1+pk

pk−1 + pk � âåñ êîðíÿ äåðåâà, ïîëó÷åííîãî íà ïåðâîì øàãå

Äëèíû ñòðîê, êîòîðûå ïðè ýòîì ïîëó÷àòñÿ (l1, . . . , lk−2, lk − 1), ìèíèìèçèðóþò
ñóììó

∑k−1
i=1

p′i `i ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè =⇒
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ñóììó

∑k−1
i=1

p′i `i ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè =⇒
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (îêîí÷àíèå)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé êîä äëÿ ξ; â íåì ñòðîêè äëèíû L1, . . . , Lk

Li ñîîòâåòñòâóåò xi , pi

L1 6 . . . 6 Lk

åñëè Li > Li+1, òî ìîæíî áûëî áû óìåíüøèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè,
ïîìåíÿâ êîäû xi è xi+1 ìåñòàìè

Åñëè Lk−1 < Lk , òî 2Lk ·
∑k

i=1
2−Li � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî

⇒
∑k

i=1
2−Li 6 1− 1/2Lk èç íåðàâåíñòâà Êðàôòà

⇒ Íàáîð äëèí L1, . . . , Lk−1, Lk−1 òîæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Êðàôòà (ò.å.
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé êîä), íî äàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè âçÿòîãî íàáîðà ⇒ Lk−1 = Lk

F Èìååì
∑k

i=1
piLi =

∑k−2
i=1

piLi + (pk−1+pk)(Lk − 1) + (pk−1+pk) ⇒ íàáîð
(L1, . . . , Lk−2, Lk−1) ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ξ′ (ñì. ïðåäûäóùèé
ñëàéä), ïðè ýòîì äîñòèãíóòîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ξ íà pk−1+pk

Êðîìå òîãî, çíàåì, ÷òî ýòà æå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìèçèðóåòñÿ íàáîðîì
(l1, . . . , lk−2, lk−1), è ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè äëÿ ξ íà íàáîðå (l1, . . . , lk) íà òå æå pk−1+pk

⇒ (l1, . . . , lk) ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ñóììó äëÿ ξ; øàã èíäóêöèè äîêàçàí
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (îêîí÷àíèå)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé êîä äëÿ ξ; â íåì ñòðîêè äëèíû L1, . . . , Lk

Li ñîîòâåòñòâóåò xi , pi

L1 6 . . . 6 Lk

åñëè Li > Li+1, òî ìîæíî áûëî áû óìåíüøèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè,
ïîìåíÿâ êîäû xi è xi+1 ìåñòàìè

Åñëè Lk−1 < Lk , òî 2Lk ·
∑k

i=1
2−Li � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî

⇒
∑k

i=1
2−Li 6 1− 1/2Lk èç íåðàâåíñòâà Êðàôòà

⇒ Íàáîð äëèí L1, . . . , Lk−1, Lk−1 òîæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Êðàôòà (ò.å.
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé êîä), íî äàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè âçÿòîãî íàáîðà ⇒ Lk−1 = Lk

F Èìååì
∑k

i=1
piLi =

∑k−2
i=1

piLi + (pk−1+pk)(Lk − 1) + (pk−1+pk) ⇒ íàáîð
(L1, . . . , Lk−2, Lk−1) ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ξ′ (ñì. ïðåäûäóùèé
ñëàéä), ïðè ýòîì äîñòèãíóòîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ξ íà pk−1+pk

Êðîìå òîãî, çíàåì, ÷òî ýòà æå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìèçèðóåòñÿ íàáîðîì
(l1, . . . , lk−2, lk−1), è ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè äëÿ ξ íà íàáîðå (l1, . . . , lk) íà òå æå pk−1+pk

⇒ (l1, . . . , lk) ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ñóììó äëÿ ξ; øàã èíäóêöèè äîêàçàí
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (îêîí÷àíèå)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé êîä äëÿ ξ; â íåì ñòðîêè äëèíû L1, . . . , Lk

Li ñîîòâåòñòâóåò xi , pi

L1 6 . . . 6 Lk

åñëè Li > Li+1, òî ìîæíî áûëî áû óìåíüøèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè,
ïîìåíÿâ êîäû xi è xi+1 ìåñòàìè

Åñëè Lk−1 < Lk , òî 2Lk ·
∑k

i=1
2−Li � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî

⇒
∑k

i=1
2−Li 6 1− 1/2Lk èç íåðàâåíñòâà Êðàôòà

⇒ Íàáîð äëèí L1, . . . , Lk−1, Lk−1 òîæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Êðàôòà (ò.å.
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé êîä), íî äàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè âçÿòîãî íàáîðà ⇒ Lk−1 = Lk

F Èìååì
∑k

i=1
piLi =

∑k−2
i=1

piLi + (pk−1+pk)(Lk − 1) + (pk−1+pk) ⇒ íàáîð
(L1, . . . , Lk−2, Lk−1) ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ξ′ (ñì. ïðåäûäóùèé
ñëàéä), ïðè ýòîì äîñòèãíóòîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ξ íà pk−1+pk

Êðîìå òîãî, çíàåì, ÷òî ýòà æå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìèçèðóåòñÿ íàáîðîì
(l1, . . . , lk−2, lk−1), è ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè äëÿ ξ íà íàáîðå (l1, . . . , lk) íà òå æå pk−1+pk

⇒ (l1, . . . , lk) ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ñóììó äëÿ ξ; øàã èíäóêöèè äîêàçàí
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Óô. Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî êóáèêà ξ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü îäèí èç
îïòèìàëüíûõ ïî �ýêîíîìè÷íîñòè� êîäèðîâàíèÿ ñèìâîëîâ ïðåôèêñíûé êîä. Êàê ýòèì
ïîëüçîâàòüñÿ � íà÷íåì îáñóæäàòü íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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