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Äàííûå

Âèêèïåäèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî äàííûå � ýòî ñîâî-
êóïíîñòü çíà÷åíèé êîëè÷åñòâåííûõ è/èëè êà÷å-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, ñîïðîâîæäàÿ ýòî
êàðòèíêîé:

Â ýòîì êóðñå ìû ãîâîðèì îá àëãîðèòìàõ êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè äàííûõ, à çíà÷èò

Âàæíî íå ïðîèñõîæäåíèå äàííûõ, à ñïîñîá èõ êîìïüþòåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ;

Ëþáûå äàííûå íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèò;

Ìèíèìàëüíàÿ �ëåêñè÷åñêàÿ� (ò.å. èìåþùàÿ ñìûñë) åäèíèöà äàííûõ çàâèñèò îò
òèïà äàííûõ, íàïðèìåð

áèò äëÿ ÷åðíî-áåëîãî èçîáðàæåíèÿ (ïèêñåë)
ïàðà áèò äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÄÍÊ/ÐÍÊ (íóêëåîòèä)
áàéò äëÿ òåêñòà â ASCII-êîäèðîâêå (ñèìâîë)
ïàðà áàéò äëÿ òåêñòà â Unicode (ñèìâîë)
òðîéêà áàéò äëÿ 24-áèòíîãî öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ (ïèêñåë)
4/8 áàéò äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ äàííûõ (÷èñëî)
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Ñæàòèå äàííûõ

Ïî óìîë÷àíèþ, îáðàáàòûâàåìûé áëîê äàííûõ ìû íàçûâàåì òåêñòîì, îáîçíà÷àåì çà
T è ñ÷èòàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèìâîëîâ (ñòðîêîé) íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
àëôàâèòà:

T ∈ Σn, n (äëèíà T , |T |) � âåëèêî;

Σ ÷àùå âñåãî ÿâëÿåòñÿ 256-ñèìâîëüíûì (áàéòû), èíîãäà áèíàðíûì (áèòû) èëè,
íàïðèìåð, ðàçìåðà 232;

×òî òàêîå ¾ñæàòü T¿?
Íåôîðìàëüíî � çàìåíèòü T íà áîëåå êîðîòêóþ ñòðîêó C , îçíà÷àþùóþ òî æå ñàìîå
(â íåêîòîðîì ñìûñëå).
Äâå èíòåðïðåòàöèè:

Ñòðîãàÿ (ñæàòèå áåç ïîòåðü, lossless compression): T ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü ïî C , åñëè èçâåñòåí èñïîëüçîâàííûé ìåòîä ñæàòèÿ (ñàìè ïî ñåáå
C è T � äàííûå ñîâåðøåííî ðàçëè÷íîé ïðèðîäû)

Íåñòðîãàÿ (ñæàòèå ñ ïîòåðÿìè, lossy compression): T è C îäèíàêîâî
âîñïðèíèìàþòñÿ ÷åëîâå÷åñêèìè îðãàíàìè ÷óâñòâ (åñëè T � êàðòèíêà/
çâóêîâàÿ äîðîæêà/ âèäåî, òî C èìååò òîò æå òèï è ïîëüçîâàòåëü íå îòëè÷èò
ãëàçàìè/óøàìè T îò C)

F Ðàçíàÿ ôèëîñîôèÿ ýòèõ èíòåðïðåòàöèé âëå÷åò ñîâåðøåííî ðàçíóþ ìàòåìàòèêó.
Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñæàòèå áåç ïîòåðü.
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Ñæàòèå áåç ïîòåðü

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé èíòåðïðåòàöèè,

ìåòîä ñæàòèÿ áåç ïîòåðü � ýòî

ôóíêöèÿ enc : Σ∗ → Σ∗, ïðåîáðàçóþùàÿ (êîäèðóþùàÿ, ñæèìàþùàÿ) ïðîèçâîëüíûé
òåêñò T â enc(T ) = C , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ò.å. áèåêöèåé

F Ñòðîê áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî ñòðîê ëþáîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû � êîíå÷íîå
÷èñëî. Ïîýòîìó áèåêöèÿ

ëèáî ñîõðàíÿåò äëèíó ëþáîé ñòðîêè,
ëèáî îäíè ñòðîêè óêîðà÷èâàåò, à äðóãèå � óäëèíÿåò (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå);

íè òî, íè äðóãîå íå âÿæåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì î ñæàòèè...

Ìåòîäîâ ñæàòèÿ áåç ïîòåðü íå ñóùåñòâóåò??

F Ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó �â ðåàëüíîì ìèðå� T � íå ëþáîå: êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ îñíîâàíû íà ïðîñòîòå è óäîáñòâå
äîñòóïà/àíàëèçà/èçìåíåíèÿ, à îòíþäü íå íà ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîñòè.
Ëèøü íè÷òîæíàÿ ÷àñòü âñåõ ñòðîê äëèíû n ìîãóò îêàçàòüñÿ íà ìåñòå T , è íàì
íàäî, ÷òîáû ýòè ñòðîêè ôóíêöèÿ enc óêîðà÷èâàëà; ÷òî ôóíêöèÿ enc äåëàåò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè ñòðîêàìè � íàì íå èíòåðåñíî.

Ïîçäíåå ìû óòî÷íèì ýòîò òåçèñ ìàòåìàòè÷åñêè...
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Ëèøü íè÷òîæíàÿ ÷àñòü âñåõ ñòðîê äëèíû n ìîãóò îêàçàòüñÿ íà ìåñòå T , è íàì
íàäî, ÷òîáû ýòè ñòðîêè ôóíêöèÿ enc óêîðà÷èâàëà; ÷òî ôóíêöèÿ enc äåëàåò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè ñòðîêàìè � íàì íå èíòåðåñíî.

Ïîçäíåå ìû óòî÷íèì ýòîò òåçèñ ìàòåìàòè÷åñêè...
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Ñæàòèå áåç ïîòåðü

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé èíòåðïðåòàöèè,

ìåòîä ñæàòèÿ áåç ïîòåðü � ýòî

ôóíêöèÿ enc : Σ∗ → Σ∗, ïðåîáðàçóþùàÿ (êîäèðóþùàÿ, ñæèìàþùàÿ) ïðîèçâîëüíûé
òåêñò T â enc(T ) = C , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ò.å. áèåêöèåé

F Ñòðîê áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî ñòðîê ëþáîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû � êîíå÷íîå
÷èñëî. Ïîýòîìó áèåêöèÿ

ëèáî ñîõðàíÿåò äëèíó ëþáîé ñòðîêè,
ëèáî îäíè ñòðîêè óêîðà÷èâàåò, à äðóãèå � óäëèíÿåò (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå);

íè òî, íè äðóãîå íå âÿæåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì î ñæàòèè...

Ìåòîäîâ ñæàòèÿ áåç ïîòåðü íå ñóùåñòâóåò??

F Ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó �â ðåàëüíîì ìèðå� T � íå ëþáîå: êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ îñíîâàíû íà ïðîñòîòå è óäîáñòâå
äîñòóïà/àíàëèçà/èçìåíåíèÿ, à îòíþäü íå íà ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîñòè.
Ëèøü íè÷òîæíàÿ ÷àñòü âñåõ ñòðîê äëèíû n ìîãóò îêàçàòüñÿ íà ìåñòå T , è íàì
íàäî, ÷òîáû ýòè ñòðîêè ôóíêöèÿ enc óêîðà÷èâàëà; ÷òî ôóíêöèÿ enc äåëàåò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè ñòðîêàìè � íàì íå èíòåðåñíî.

Ïîçäíåå ìû óòî÷íèì ýòîò òåçèñ ìàòåìàòè÷åñêè...

À. Ì. Øóð (kφ ÓðÔÓ) Äàííûå, èíôîðìàöèÿ, ýíòðîïèÿ 20 ôåâðàëÿ 2017 ã. 4 / 15



Ñæàòèå áåç ïîòåðü

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé èíòåðïðåòàöèè,

ìåòîä ñæàòèÿ áåç ïîòåðü � ýòî

ôóíêöèÿ enc : Σ∗ → Σ∗, ïðåîáðàçóþùàÿ (êîäèðóþùàÿ, ñæèìàþùàÿ) ïðîèçâîëüíûé
òåêñò T â enc(T ) = C , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ò.å. áèåêöèåé

F Ñòðîê áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî ñòðîê ëþáîé ôèêñèðîâàííîé äëèíû � êîíå÷íîå
÷èñëî. Ïîýòîìó áèåêöèÿ

ëèáî ñîõðàíÿåò äëèíó ëþáîé ñòðîêè,
ëèáî îäíè ñòðîêè óêîðà÷èâàåò, à äðóãèå � óäëèíÿåò (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå);

íè òî, íè äðóãîå íå âÿæåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì î ñæàòèè...

Ìåòîäîâ ñæàòèÿ áåç ïîòåðü íå ñóùåñòâóåò??

F Ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó �â ðåàëüíîì ìèðå� T � íå ëþáîå: êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ îñíîâàíû íà ïðîñòîòå è óäîáñòâå
äîñòóïà/àíàëèçà/èçìåíåíèÿ, à îòíþäü íå íà ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîñòè.
Ëèøü íè÷òîæíàÿ ÷àñòü âñåõ ñòðîê äëèíû n ìîãóò îêàçàòüñÿ íà ìåñòå T , è íàì
íàäî, ÷òîáû ýòè ñòðîêè ôóíêöèÿ enc óêîðà÷èâàëà; ÷òî ôóíêöèÿ enc äåëàåò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè ñòðîêàìè � íàì íå èíòåðåñíî.

Ïîçäíåå ìû óòî÷íèì ýòîò òåçèñ ìàòåìàòè÷åñêè...

À. Ì. Øóð (kφ ÓðÔÓ) Äàííûå, èíôîðìàöèÿ, ýíòðîïèÿ 20 ôåâðàëÿ 2017 ã. 4 / 15



Èíôîðìàöèÿ è åå êîëè÷åñòâî

Èíôîðìàöèÿ � àáñòðàêòíàÿ ôèëîñîôñêàÿ ñóùíîñòü

ñâÿçàíà ñ äàííûìè è çíàíèÿìè

ìîæåò áûòü ïåðåäàíà (êîììóíèöèðîâàíà)

ìîæåò áûòü ïðèîáðåòåíà ïðè ïîìîùè íàáëþäåíèÿ

ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíà ñèìâîëàìè/ñèãíàëàìè äëÿ ïåðåäà÷è/èíòåðïðåòàöèè

óìåíüøàåò íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ ñèòóàöèåé, îáúåêòîì, etc

ìîæåò áûòü èçìåðåíà êîëè÷åñòâåííî

Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè � ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà I (p), ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèÿ, ñ íàñòóïëåíèåì (èëè íàáëþäåíèåì) êîòîðîãî ñâÿçàíà èíôîðìàöèÿ

I (p) îïðåäåëåíà íà (0, 1] (íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ íå íàñòóïàþò)

I (p) ñòðîãî óáûâàåò (÷åì ìàëîâåðîÿòíåå ñîáûòèå, òåì áîëüøå èíôîðìàöèè)

I (1) = 0 (íàñòóïëåíèå äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ íå ñîäåðæèò èíôîðìàöèè)

limp→+0 I (p) = +∞ (êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè â ñîáûòèè íå îãðàíè÷åíî)

I (pq) = I (p) + I (q) (èíôîðìàöèÿ èç íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ ñêëàäûâàåòñÿ)
äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A,B èìååì P(AB) = P(A)P(B))

F åñëè åùå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû I (p) áûëà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé (ò.å.
�õîðîøåé�), òî âàðèàíòîâ íå îñòàíåòñÿ: I (p) = loga p äëÿ íåêîòîðîãî a < 1
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Èíôîðìàöèÿ è åå êîëè÷åñòâî

Èíôîðìàöèÿ � àáñòðàêòíàÿ ôèëîñîôñêàÿ ñóùíîñòü
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Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè

Ôóíêöèè loga p ïðè ðàçíûõ a < 1 îòëè÷àþòñÿ óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó:

âûáîð a � ýòî âûáîð åäèíèöû èçìåðåíèÿ

ïðèíÿòî a = 1/2, ò.å. I (1/2) = 1

åäèíè÷íîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè (1 áèò) ñîäåðæèòñÿ â ðåçóëüòàòå áðîñêà
ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû

êàê è â íàñòóïëåíèè ëþáîãî ñîáûòèÿ A ñ P(A) = 1/2

1 áèò èíôîðìàöèè ìîæíî çàêîäèðîâàòü 1 ñèìâîëîì â áèíàðíîì àëôàâèòå;
ïîýòîìó áèò � ýòî åùå è åäèíèöà îáú¼ìà äàííûõ

Îáû÷íî ïèøóò I (p) = − log p (log áåç èíäåêñà ïî óìîë÷àíèþ äâîè÷íûé). Èíîãäà
äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïèñàòü I (A) âìåñòî I (P(A)).

Åñëè T � òåêñò è f : Σ∗ → Σ∗ � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, òî I (f (T )) 6 I (T )
ïîëó÷åíèå f (T ) èç T íå ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííîñòè; òî, ÷òî ìû ïîëó÷èì èìåííî
f (T ) � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå

Åñëè f � áèåêöèÿ, òî I (f (T )) = I (T ) äëÿ ëþáîãî T

Áîëåå îáùî,

F Åñëè f (T ) íå èìååò ïðîîáðàçîâ êðîìå T , òî I (f (T )) = I (T ); åñëè æå
f (T ) = f (T ′), òî çíàíèå f (T ) îñòàâëÿåò íåîïðåäåëåííîñòü, áûë ëè èñõîäíûé
òåêñò ðàâåí T , îòêóäà I (f (T )) < I (T ).
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Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè
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Áîëåå îáùî,

F Åñëè f (T ) íå èìååò ïðîîáðàçîâ êðîìå T , òî I (f (T )) = I (T ); åñëè æå
f (T ) = f (T ′), òî çíàíèå f (T ) îñòàâëÿåò íåîïðåäåëåííîñòü, áûë ëè èñõîäíûé
òåêñò ðàâåí T , îòêóäà I (f (T )) < I (T ).
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Èíôîðìàöèÿ è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â íàñòóïëåíèè/íåíàñòóïëåíèè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ
(óìåíüøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè)

⇒ Câÿæåì èíôîðìàöèþ ñ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }
F Èíôîðìàöèÿ � ðåçóëüòàò îïûòà íàä (ïîäõîäÿùåé) ξ

Åñëè ïîñòàâèòü ìíîãî íåçàâèñèìûõ îïûòîâ, êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè áóäåò
ñóììèðîâàòüñÿ

Îïûòû â äàëüíåéøåì íàçûâàåì áðîñêàìè êóáèêà ξ

Ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n áðîñêîâ êîäèðóåòñÿ òåêñòîì T = xi1xi2 · · · xin
Ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ ìîäåëü òåêñòà, íà íåé íà÷íåì ó÷èòüñÿ. Â áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ
ðàçíûå áðîñêè ïðîèçâîäÿòñÿ ðàçíûìè êóáèêàìè ñ îäíèì è òåì æå íàáîðîì �ãðàíåé�
{x1, . . . , xk}; ðàçíûõ êóáèêîâ ìîæåò áûòü äàæå ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âûïàë êóáèê ξ, ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ ðàçíîå
êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè (íå âñå pi îäèíàêîâû)
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Ýíòðîïèÿ

Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè â îäíîì áðîñêå êóáèêà � òîæå ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

Îïðåäåëåíèå

Ýíòðîïèåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ìàòîæèäàíèå êîëè÷åñòâà
èíôîðìàöèè â ðåçóëüòàòå îïûòà íàä ξ, îáîçíà÷àåìîå H(ξ).

Ïî ôîðìóëàì ìàòîæèäàíèÿ è êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè, H(ξ) = −
k∑

i=1

pi log pi

Òîíêîñòü âîçíèêàåò, êîãäà pi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i è ëîãàðèôì íå ñóùåñòâóåò
òàê áûâàåò: ïîòðåáóåòñÿ èçó÷àòü ðàçíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå â
êà÷åñòâå èñõîäîâ ðàçíûå ïîäìíîæåñòâà îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà áóêâ

Òàê êàê limx→+0 x log x = 0, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå äëÿ H(ξ)
äîîïðåäåëèì åãî ïðåäåëîì

Òåîðåìà (ñâîéñòâà ýíòðîïèè)

Ïóñòü ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }. Òîãäà
1 H(ξ) > 0, ïðè÷åì H(ξ) = 0⇐⇒ ξ � êîíñòàíòà

2 H(ξ) 6 log k, ïðè÷åì H(ξ) = log k ⇐⇒ ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ýíòðîïèè

Ñâîéñòâî (1) î÷åâèäíî:

â ôîðìóëå H(ξ) = −
k∑

i=1

pi log pi âñå ÷ëåíû ïîä çíàêîì ñóììû íåïîëîæèòåëüíû

è ðàâíû íóëþ òîëüêî ïðè pi = 1 è pi = 0 (ïî ñîãëàøåíèþ î äîîïðåäåëåíèè
ïðåäåëîì)

Äëÿ ñâîéñòâà (2) íóæíî íåìíîãî ìàòàíà:

Ëåììà 1

Äëÿ ëþáîãî x > 0 èìååì ln x 6 x − 1, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè
x = 1.

Ãðàôèê ëîãàðèôìà âîãíóò (ôóíêöèÿ (ln x)′ = 1/x óáûâàåò), à çíà÷èò, ëåæèò íèæå
ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé, â òîì ÷èñëå êàñàòåëüíîé y = x − 1 â òî÷êå x = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ýíòðîïèè (ïðîäîëæåíèå)

Ëåììà 2

Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }, η = {x1|q1 , . . . , xk |qk } èìååì

H(ξ) = −
k∑

i=1

pi log pi 6 −
k∑

i=1

pi log qi ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè η = ξ.

−
k∑

i=1

pi log qi +
k∑

i=1

pi log pi = −
k∑

i=1

pi log
qi
pi

= −(log e)
k∑

i=1

pi ln
qi
pi

>[Ëåììà1]

−(log e)
k∑

i=1

pi
(

qi
pi
− 1
)

= log e
(
−

k∑
i=1

qi +
k∑

i=1

pi
)

= log e(−1 + 1) = 0.

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå â ëåììå 1, ò.å. ïðè qi = pi äëÿ âñåõ i .

Âçÿâ â êà÷åñòâå η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó (qi = 1/k äëÿ âñåõ i), ïî

ëåììå 2 ïîëó÷èì H(ξ) 6 −
k∑

i=1

pi log
1
k

= log k ·
k∑

i=1

pi = log k, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò

ìåñòî òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå â ëåììå 2, ò.å. ïðè η = ξ. Çíà÷èò, ξ òîæå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà. Ñâîéñòâî (2) äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ýíòðîïèè (ïðîäîëæåíèå)

Ëåììà 2

Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }, η = {x1|q1 , . . . , xk |qk } èìååì

H(ξ) = −
k∑

i=1

pi log pi 6 −
k∑

i=1

pi log qi ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè η = ξ.

−
k∑

i=1

pi log qi +
k∑

i=1

pi log pi = −
k∑

i=1

pi log
qi
pi

= −(log e)
k∑

i=1

pi ln
qi
pi

>[Ëåììà1]

−(log e)
k∑

i=1

pi
(

qi
pi
− 1
)

= log e
(
−

k∑
i=1

qi +
k∑

i=1

pi
)

= log e(−1 + 1) = 0.

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå â ëåììå 1, ò.å. ïðè qi = pi äëÿ âñåõ i .

Âçÿâ â êà÷åñòâå η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó (qi = 1/k äëÿ âñåõ i), ïî

ëåììå 2 ïîëó÷èì H(ξ) 6 −
k∑

i=1

pi log
1
k

= log k ·
k∑

i=1

pi = log k, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò

ìåñòî òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå â ëåììå 2, ò.å. ïðè η = ξ. Çíà÷èò, ξ òîæå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà. Ñâîéñòâî (2) äîêàçàíî.
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Ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }, η = {y1|q1 , . . . , ym|qm} ýíòðîïèÿ
H(ξ, η) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó H(ξ, η) 6 H(ξ) + H(η),
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η è ξ íåçàâèñèìû.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m

ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå (xi , yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ rij
âñïîìîãàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ ïðèíèìàåò (xi , yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ piqj

îïðåäåëåíèå ζ êîððåêòíî, òàê êàê
k∑

i=1

m∑
j=1

piqj = 1

Çàìåòèì, ÷òî pi =
m∑
j=1

rij , qj =
k∑

i=1

rij . Èìååì

H(ξ, η) = −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log rij 6[Ëåììà2] −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log piqj =

−
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log pi −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log qj = −
k∑

i=1

pi log pi −
m∑
j=1

qj log qj = H(ξ) + H(η).

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîãäà æå, êîãäà è â ëåììå 2, ò.å. ïðè ζ = (ξ, η). Íî
rij = piqj äëÿ ëþáûõ i , j ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìîñòè ξ è η.
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Ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }, η = {y1|q1 , . . . , ym|qm} ýíòðîïèÿ
H(ξ, η) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó H(ξ, η) 6 H(ξ) + H(η),
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η è ξ íåçàâèñèìû.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m

ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå (xi , yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ rij
âñïîìîãàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ ïðèíèìàåò (xi , yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ piqj

îïðåäåëåíèå ζ êîððåêòíî, òàê êàê
k∑

i=1

m∑
j=1

piqj = 1

Çàìåòèì, ÷òî pi =
m∑
j=1

rij , qj =
k∑

i=1

rij . Èìååì

H(ξ, η) = −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log rij 6[Ëåììà2] −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log piqj =

−
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log pi −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log qj = −
k∑

i=1

pi log pi −
m∑
j=1

qj log qj = H(ξ) + H(η).

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîãäà æå, êîãäà è â ëåììå 2, ò.å. ïðè ζ = (ξ, η). Íî
rij = piqj äëÿ ëþáûõ i , j ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìîñòè ξ è η.
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Ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk }, η = {y1|q1 , . . . , ym|qm} ýíòðîïèÿ
H(ξ, η) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó H(ξ, η) 6 H(ξ) + H(η),
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η è ξ íåçàâèñèìû.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m

ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå (xi , yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ rij
âñïîìîãàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ ïðèíèìàåò (xi , yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ piqj

îïðåäåëåíèå ζ êîððåêòíî, òàê êàê
k∑

i=1

m∑
j=1

piqj = 1

Çàìåòèì, ÷òî pi =
m∑
j=1

rij , qj =
k∑

i=1

rij . Èìååì

H(ξ, η) = −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log rij 6[Ëåììà2] −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log piqj =

−
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log pi −
k∑

i=1

m∑
j=1

rij log qj = −
k∑

i=1

pi log pi −
m∑
j=1

qj log qj = H(ξ) + H(η).

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîãäà æå, êîãäà è â ëåììå 2, ò.å. ïðè ζ = (ξ, η). Íî
rij = piqj äëÿ ëþáûõ i , j ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìîñòè ξ è η.
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Òåîðåìû Øåííîíà

Ïóñòü ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk } � êóáèê, T = xi1xi2 · · · xin � ñãåíåðèðîâàííûé èì òåêñò:

P(T ) = pi1pi2 · · · pin , ïîñêîëüêó áðîñêè êóáèêà íåçàâèñèìû

íå âñå òåêñòû ðàâíîâåðîÿòíû

êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé êàæäîãî xi â ñãåíåðèðîâàííûé òåêñò � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ìàòîæèäàíèåì pin

F íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü èìåþò òå òåêñòû, â êîòîðûõ êàæäûé ñèìâîë xi
âñòðå÷àåòñÿ ñîãëàñíî ìàòîæèäàíèþ, ò.å. îêîëî pin ðàç

Âíèìàòåëüíûì ðàçãëÿäûâàíèåì ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæíî
âûâåñòè ãîðàçäî áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû � òåîðåìû Øåííîíà

Êëîä Øåííîí âíèìàòåëüíî ðàçãëÿäûâàåò
òåáÿ, %USERNAME
=⇒

À. Ì. Øóð (kφ ÓðÔÓ) Äàííûå, èíôîðìàöèÿ, ýíòðîïèÿ 20 ôåâðàëÿ 2017 ã. 12 / 15



Òåîðåìû Øåííîíà

Ïóñòü ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk } � êóáèê, T = xi1xi2 · · · xin � ñãåíåðèðîâàííûé èì òåêñò:

P(T ) = pi1pi2 · · · pin , ïîñêîëüêó áðîñêè êóáèêà íåçàâèñèìû

íå âñå òåêñòû ðàâíîâåðîÿòíû

êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé êàæäîãî xi â ñãåíåðèðîâàííûé òåêñò � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ìàòîæèäàíèåì pin

F íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü èìåþò òå òåêñòû, â êîòîðûõ êàæäûé ñèìâîë xi
âñòðå÷àåòñÿ ñîãëàñíî ìàòîæèäàíèþ, ò.å. îêîëî pin ðàç

Âíèìàòåëüíûì ðàçãëÿäûâàíèåì ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæíî
âûâåñòè ãîðàçäî áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû � òåîðåìû Øåííîíà

Êëîä Øåííîí âíèìàòåëüíî ðàçãëÿäûâàåò
òåáÿ, %USERNAME
=⇒

À. Ì. Øóð (kφ ÓðÔÓ) Äàííûå, èíôîðìàöèÿ, ýíòðîïèÿ 20 ôåâðàëÿ 2017 ã. 12 / 15



Òåîðåìû Øåííîíà

Ïóñòü ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk } � êóáèê, T = xi1xi2 · · · xin � ñãåíåðèðîâàííûé èì òåêñò.

Ïåðâàÿ òåîðåìà Øåííîíà

Äëÿ ëþáûõ ε, δ > 0 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà n0 = n0(ε, δ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0
âñå òåêñòû äëèíû n ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà A è B:∑

T∈A P(T ) < ε (òåêñò ïî÷òè íèêîãäà íå ïðèíàäëåæèò A);∣∣∣− log P(T )
n

− H(ξ)
∣∣∣ < δ äëÿ ëþáîãî T ∈ B (âñå òåêñòû èç B èìåþò áëèçêóþ

âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ýíòðîïèåé ξ).

Âòîðàÿ òåîðåìà Øåííîíà

Ïóñòü âñå òåêñòû T1,T2,Tkn äëèíû n óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòè, à n(q)

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî
∑n(q)

i=1 P(Ti ) > q. Òîãäà limn→∞
log n(q)

n
= H(ξ) äëÿ

ëþáîãî q ∈ (0, 1).

F ñîãëàñíî òåîðåìàì, ïðè áîëüøèõ n ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü 2H(ξ)n

òåêñòîâ èç kn âîçìîæíûõ (2H(ξ) = k ëèøü ïðè ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè) è
êàæäûé òåêñò èìååò îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü 2−H(ξ)n
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Òåîðåìû Øåííîíà

Ïóñòü ξ = {x1|p1 , . . . , xk |pk } � êóáèê, T = xi1xi2 · · · xin � ñãåíåðèðîâàííûé èì òåêñò.

Ïåðâàÿ òåîðåìà Øåííîíà

Äëÿ ëþáûõ ε, δ > 0 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà n0 = n0(ε, δ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0
âñå òåêñòû äëèíû n ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà A è B:∑

T∈A P(T ) < ε (òåêñò ïî÷òè íèêîãäà íå ïðèíàäëåæèò A);∣∣∣− log P(T )
n

− H(ξ)
∣∣∣ < δ äëÿ ëþáîãî T ∈ B (âñå òåêñòû èç B èìåþò áëèçêóþ

âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ýíòðîïèåé ξ).

Âòîðàÿ òåîðåìà Øåííîíà

Ïóñòü âñå òåêñòû T1,T2,Tkn äëèíû n óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòè, à n(q)

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî
∑n(q)

i=1 P(Ti ) > q. Òîãäà limn→∞
log n(q)

n
= H(ξ) äëÿ

ëþáîãî q ∈ (0, 1).

F ñîãëàñíî òåîðåìàì, ïðè áîëüøèõ n ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü 2H(ξ)n

òåêñòîâ èç kn âîçìîæíûõ (2H(ξ) = k ëèøü ïðè ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè) è
êàæäûé òåêñò èìååò îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü 2−H(ξ)n
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Êîäèðîâàíèå òåêñòà

Ðàññìîòðèì ξ ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1 = · · · = pk . Ïóñòü k = 2j ; êàê ïðàâèëüíî
îòîáðàçèòü (çàêîäèðîâàòü) x1, . . . , xk â áèíàðíûé àëôàâèò, ÷òîáû

ìàòîæèäàíèå äëèíû êîäèðóþùåé ñòðîêè (�êîäîâîãî ñëîâà�) áûëî
ìèíèìàëüíûì

âñå êîäîâûå ñëîâà áûëè ðàçëè÷íûìè; áîëåå òîãî,

F ëþáàÿ áèíàðíàÿ ñòðîêà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîíêàòåíàöèåé êîäîâûõ ñëîâ, äîïóñêàëà
åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå íà òàêèå ñëîâà?

Ñóùåñòâóåò î÷åâèäíîå ðåøåíèå: êàæäîìó xi ñîïîñòàâèì óíèêàëüíóþ áèíàðíóþ
ñòðîêó äëèíû j . Òîãäà ìàòîæèäàíèå äëèíû êîäîâîãî ñëîâà ðàâíî j (= H(ξ)). Ìîæíî
ëè äîáèòüñÿ ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ?

Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäîâ (ñì. Ëåêöèþ 3 ïðî íåðàâåíñòâî
Êðàôòà�Ìàêìèëëàíà) ãîâîðèò, ÷òî íåò (åäèíñòâåííîñòü ðàçáèåíèÿ!)

F ïî òåîðåìàì Øåííîíà, òåêñòû äëèíû n, ïîðîæäåííûå ëþáîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ξ, ðàñïðåäåëåíû ïî÷òè ðàâíîìåðíî (íà ìíîæåñòâå B, ñì. ïåðâóþ
òåîðåìó); çíà÷èò, ëþáîé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ξ íå ìîæåò ïðåîäîëåòü
�ýíòðîïèéíûé ïðåäåë�: ìàòîæèäàíèå äëèíû êîäîâîãî ñëîâà íå áóäåò ìåíüøå
H(ξ)

Êàê íè ñòðàííî, ñóùåñòâóåò ñâåðõýôôåêòèâíûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì
ëþáîé òåêñò äëèíû n, ïîðîæäåííûé ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, êîäèðóåòñÿ
áèíàðíûì ñëîâîì äëèíû dH(ξ) · ne. Îí îáñóæäàåòñÿ â Ëåêöèè 5.
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Êîäèðîâàíèå òåêñòà

Ðàññìîòðèì ξ ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1 = · · · = pk . Ïóñòü k = 2j ; êàê ïðàâèëüíî
îòîáðàçèòü (çàêîäèðîâàòü) x1, . . . , xk â áèíàðíûé àëôàâèò, ÷òîáû

ìàòîæèäàíèå äëèíû êîäèðóþùåé ñòðîêè (�êîäîâîãî ñëîâà�) áûëî
ìèíèìàëüíûì

âñå êîäîâûå ñëîâà áûëè ðàçëè÷íûìè; áîëåå òîãî,

F ëþáàÿ áèíàðíàÿ ñòðîêà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîíêàòåíàöèåé êîäîâûõ ñëîâ, äîïóñêàëà
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Çàäà÷à ñæàòèÿ äàííûõ

Äàí òåêñò T äëèíû n (íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå òåêñò � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèò,
íî ÷òî ìû ñ÷èòàåì ñèìâîëàìè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò òåêñò � íàøå äåëî). Òðåáóåòñÿ

1 Íàéòè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, òàêóþ ÷òî
T � �òèïè÷íûé� òåêñò, ïîðîæäåííûé ξ (T ∈ B â òåðìèíîëîãèè ïåðâîé òåîðåìû
Øåííîíà)
÷åì ìåíüøå ýíòðîïèÿ ξ, òåì ëó÷øå

2 Çàêîäèðîâàòü T êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áðîñêîâ êóáèêà ξ

Ïåðâàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì, à âòîðàÿ � êîäèðîâàíèåì (äèñêðåòíîé
èíôîðìàöèè). Íàøà öåëü �

íàó÷èòüñÿ îïòèìàëüíî ðåøàòü çàäà÷ó êîäèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ïðè ðàçëè÷íûõ
îãðàíè÷åíèÿõ

íàó÷èòüñÿ �õîðîøî� ðåøàòü çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ, äàòü îáçîð ñóùåñòâóþùèõ
êëàññîâ ìîäåëåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ
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