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ε-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè

Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ÊÑ ãðàììàòèêà, íåòåðìèíàë A íàçûâàåòñÿ
àííóëèðóþùèì, åñëè A ⇒∗ ε. Ìíîæåñòâî àííóëèðóþùèõ ñèìâîëîâ
ãðàììàòèêè G îáîçíà÷èì ÷åðåç Ann(G ).

ÊÑ ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ ε-ñâîáîäíîé, åñëè îíà ëèáî íå
ñîäåðæèò àííóëèðóþùèõ ñèìâîëîâ, ëèáî åå åäèíñòâåííûé àííóëèðóþùèé
ñèìâîë - ýòî àêñèîìà è òîãäà S → ε ∈ P è àêñèîìà íå ñîäåðæèòñÿ â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë âûâîäà ãðàììàòèêè.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ε-ñâîáîäíàÿ.

Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ÊÑ ãðàììàòèêà, íàéäåì åå àííóëèðóþùèå
ñèìâîëû. Ñíà÷àëà Ann(G ) = {A ∈ Γ | ∃A → ε ∈ P}.
Çàòåì äîáàâèì â Ann(G ) òå íåòåðìèíàëû B äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
òàêîå ïðàâèëî B → α, ÷òî öåïî÷êà α ñîñòîèò òîëüêî èç íåòåðìèíàëîâ,
êîòîðûå óæå ïðèíàäëåæàò Ann(G ). Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íîâûõ
ñèìâîëîâ äîáàâèòü íå ïîëó÷ààåòñÿ.
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Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ε-ñâîáîäíàÿ.

Íà ìíîæåñòâå öåïî÷åê íàä àëôàâèòîì Σ ∪ Γ çàäàäèì îòíîøåíèå α⊴G β òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α ̸= ε ïîëó÷àåòñÿ èç β ñòèðàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòîãî)
àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ,Σ,P ′,S), ãäå

P ′ = P \ {A → ε ∈ P} ∪ {B → α | ∃B → β ∈ P α⊴G β}

Åñëè â ãðàììàòèêå G àêñèîìà S áûëà àííóëèðóþùèì ñèìâîëîì, òî äîáàâèì â ãðàììàòèêó G ′

íîâóþ àêñèîìó S ′ è ïðàâèëà âûâîäà S ′ → S è S ′ → ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî S ′ � àêñèîìà ãðàììàòèêè G ′.
Ïîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′). Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä S ⇒G η1 ⇒G . . . ⇒G w .
Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
Ïóñòü β = β0Ci1β1Ci2 . . .Cmβm òàêîâà, ÷òî Cij ⇒∗

G ε â âûâîäå w . Òîãäà β0β1 . . . βm ⊴G β è
ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → β0β1 . . . βm ∈ P ′.
Çàìåíèâ â âûâîäå â ãðàììàòèêå G êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà íà ïðàâèëî âûâîäà â ãðàììàòèêå
G ′, ïîëó÷åííîå òàê, êàê óêàçàíî âûøå, ìû ïîëó÷èì âûâîä w â ãðàììàòèêå G ′.
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
Ïóñòü β = β0Ci1β1Ci2 . . .Cmβm òàêîâà, ÷òî Cij ⇒∗

G ε â âûâîäå w . Òîãäà β0β1 . . . βm ⊴G β è
ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → β0β1 . . . βm ∈ P ′.
Çàìåíèâ â âûâîäå â ãðàììàòèêå G êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà íà ïðàâèëî âûâîäà â ãðàììàòèêå
G ′, ïîëó÷åííîå òàê, êàê óêàçàíî âûøå, ìû ïîëó÷èì âûâîä w â ãðàììàòèêå G ′.
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ε-ñâîáîäíàÿ.

Íà ìíîæåñòâå öåïî÷åê íàä àëôàâèòîì Σ ∪ Γ çàäàäèì îòíîøåíèå α⊴G β òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α ̸= ε ïîëó÷àåòñÿ èç β ñòèðàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòîãî)
àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ,Σ,P ′,S), ãäå

P ′ = P \ {A → ε ∈ P} ∪ {B → α | ∃B → β ∈ P α⊴G β}

Åñëè â ãðàììàòèêå G àêñèîìà S áûëà àííóëèðóþùèì ñèìâîëîì, òî äîáàâèì â ãðàììàòèêó G ′

íîâóþ àêñèîìó S ′ è ïðàâèëà âûâîäà S ′ → S è S ′ → ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî S ′ � àêñèîìà ãðàììàòèêè G ′.
Ïîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′). Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä S ⇒G η1 ⇒G . . . ⇒G w .

Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
Ïóñòü β = β0Ci1β1Ci2 . . .Cmβm òàêîâà, ÷òî Cij ⇒∗

G ε â âûâîäå w . Òîãäà β0β1 . . . βm ⊴G β è
ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → β0β1 . . . βm ∈ P ′.
Çàìåíèâ â âûâîäå â ãðàììàòèêå G êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà íà ïðàâèëî âûâîäà â ãðàììàòèêå
G ′, ïîëó÷åííîå òàê, êàê óêàçàíî âûøå, ìû ïîëó÷èì âûâîä w â ãðàììàòèêå G ′.
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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êîãäà α ̸= ε ïîëó÷àåòñÿ èç β ñòèðàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòîãî)
àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.
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íîâóþ àêñèîìó S ′ è ïðàâèëà âûâîäà S ′ → S è S ′ → ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî S ′ � àêñèîìà ãðàììàòèêè G ′.
Ïîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′). Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä S ⇒G η1 ⇒G . . . ⇒G w .
Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
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Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ìèõàéëîâà È.À. ε-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè



Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ε-ñâîáîäíàÿ.
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êîãäà α ̸= ε ïîëó÷àåòñÿ èç β ñòèðàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòîãî)
àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.
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íîâóþ àêñèîìó S ′ è ïðàâèëà âûâîäà S ′ → S è S ′ → ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî S ′ � àêñèîìà ãðàììàòèêè G ′.
Ïîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′). Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä S ⇒G η1 ⇒G . . . ⇒G w .
Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
Ïóñòü β = β0Ci1β1Ci2 . . .Cmβm òàêîâà, ÷òî Cij ⇒∗
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Íà ìíîæåñòâå öåïî÷åê íàä àëôàâèòîì Σ ∪ Γ çàäàäèì îòíîøåíèå α⊴G β òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α ̸= ε ïîëó÷àåòñÿ èç β ñòèðàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòîãî)
àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ,Σ,P ′,S), ãäå

P ′ = P \ {A → ε ∈ P} ∪ {B → α | ∃B → β ∈ P α⊴G β}

Åñëè â ãðàììàòèêå G àêñèîìà S áûëà àííóëèðóþùèì ñèìâîëîì, òî äîáàâèì â ãðàììàòèêó G ′

íîâóþ àêñèîìó S ′ è ïðàâèëà âûâîäà S ′ → S è S ′ → ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî S ′ � àêñèîìà ãðàììàòèêè G ′.
Ïîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′). Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä S ⇒G η1 ⇒G . . . ⇒G w .
Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
Ïóñòü β = β0Ci1β1Ci2 . . .Cmβm òàêîâà, ÷òî Cij ⇒∗

G ε â âûâîäå w . Òîãäà β0β1 . . . βm ⊴G β è
ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → β0β1 . . . βm ∈ P ′.
Çàìåíèâ â âûâîäå â ãðàììàòèêå G êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà íà ïðàâèëî âûâîäà â ãðàììàòèêå
G ′, ïîëó÷åííîå òàê, êàê óêàçàíî âûøå, ìû ïîëó÷èì âûâîä w â ãðàììàòèêå G ′.
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Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ε-ñâîáîäíàÿ.
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àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ,Σ,P ′,S), ãäå

P ′ = P \ {A → ε ∈ P} ∪ {B → α | ∃B → β ∈ P α⊴G β}

Åñëè â ãðàììàòèêå G àêñèîìà S áûëà àííóëèðóþùèì ñèìâîëîì, òî äîáàâèì â ãðàììàòèêó G ′

íîâóþ àêñèîìó S ′ è ïðàâèëà âûâîäà S ′ → S è S ′ → ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî S ′ � àêñèîìà ãðàììàòèêè G ′.
Ïîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′). Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä S ⇒G η1 ⇒G . . . ⇒G w .
Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííûé âûâîä ηi = γ1Aγ2, ηi+1 = γ1βγ2, ãäå A → β ∈ P.
Ïóñòü β = β0Ci1β1Ci2 . . .Cmβm òàêîâà, ÷òî Cij ⇒∗

G ε â âûâîäå w . Òîãäà β0β1 . . . βm ⊴G β è
ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → β0β1 . . . βm ∈ P ′.
Çàìåíèâ â âûâîäå â ãðàììàòèêå G êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà íà ïðàâèëî âûâîäà â ãðàììàòèêå
G ′, ïîëó÷åííîå òàê, êàê óêàçàíî âûøå, ìû ïîëó÷èì âûâîä w â ãðàììàòèêå G ′.
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïðèìåð

Ïîñòðîèòü ε-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó, ýêâèâàëåíòíóþ äàííîé

S → AB | cC
A → ε | aA
B → AB | ε
C → ABC | c

Íàéäåì àííóëèðóþùèå ñèìâîëû: Ann(G ) = {A,B,S}.
Çàïèøåì èçìåíåííûå ïðàâèëà. Òàê êàê àêñèîìà àííóëèðóþùèé ñèìâîë, íî íå âñòðå÷àåòñÿ â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ, òî íå îáÿçàòåëüíî ñîçäàâàòü íîâóþ àêñèîìó, äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ïðàâèëî
S → ε.
Ãðàììàòèêà G Ãðàììàòèêà G ′

S → AB S → AB | A | B
S → cC S → cC
A → aA A → aA | a
B → AB B → AB | A
C → ABC C → ABC | AC | BC | C
C → c C → c

S → ε
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Ïðèìåð

Ïîñòðîèòü ε-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó, ýêâèâàëåíòíóþ äàííîé
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S → cC S → cC
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B → AB B → AB | A
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S → ε
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