
Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè è ÿçûêè, èåðàðõèÿ
Õîìñêîãî

Ìèõàéëîâà Èííà Àíàòîëüåâíà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê.

Êàôåäðà àëãåáðû è ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè.

Ìèõàéëîâà È.À. ÊÑ ÿçûêè



Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè è ÿçûêè

Ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé (ÊÑ), åñëè
âñå ïðàâèëà âûâîäà â íåé èìåþò âèä A → α, ãäå A ∈ Γ, α ∈ (Σ ∪ Γ)∗.

ßçûê L íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÊÑ
ãðàììàòèêà, ïîðîæäàþùàÿ ýòîò ÿçûê.

Ïðèìåð ßçûê {anbn | n ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ ÊÑ ÿçûêîì, òàê êàê ïîðîæäàåòñÿ ÊÑ
ãðàììàòèêîé S → aSb | ε.

À êàêîé ÿçûê ïîðîæäàåò ãðàììàòèêà S → aaAb | ε, aA → S?
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Ñâÿçü ñ ðàöèîíàëüíûìè ÿçûêàìè

ÊÑ ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ ïðàâîëèíåéíîé, åñëè åå ïðàâèëà âûâîäà èìåþò âèä
ëèáî A → aB, ãäå a ∈ Σ,A,B ∈ Γ, ëèáî A → u, ãäå u ∈ Σ∗.

Òåîðåìà

ßçûê ðàöèîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ïðàâîëèíåéíîé
ãðàììàòèêîé

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ÿçûê L ðàöèîíàëåí, òîãäà ñóùåñòâóåò ÄÊÀ A = (Q,Σ, δ, q0,F ),
êîòîðûé ðàñïîçíàåò ýòîò ÿçûê.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G = (Γ,Σ,P,S), ãäå Γ = Q,S = q0, à ïðàâèëà âûâîäà áóäóò
ñëåäóþùèìè:

δ(q, a) = r ⇔ q → ar

q ∈ F ⇔ q → ε

Ïðîâåðèì, ÷òî L(A) = L(G ):

w = a1 . . . an ∈ L(A) ⇔ δ(q0, a1) = q1, δ(q1, a2) = q2, . . . , δ(qn−1, an) = qn ∈ F

⇔ q0 → a1q1, q1 → a2q2 . . . qn−1 → anqn, qn → ε

⇔ q0 ⇒ a1q1 ⇒ a1a2q2, . . . ,⇒ a1a2 . . . anqn ⇒ a1a2 . . . an = w

⇔ w ∈ L(G )
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Ñâÿçü ñ ðàöèîíàëüíûìè ÿçûêàìè (îêîí÷àíèå)

ÊÑ ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ ïðàâîëèíåéíîé, åñëè åå ïðàâèëà âûâîäà èìåþò âèä
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ïðàâîëèíåéíàÿ ãðàììàòèêà, ïóñòü â íåé åñòü
ïðàâèëî âèäà A → u ∈ Σ∗, ãäå u ̸= ε.

Ïóñòü u = a1 . . . am. Ðàññìîòðèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ′,Σ,P ′,S) òàêóþ, ÷òî
Γ′ = Γ ∪ {A1, . . .Am} (A1, . . .Am � íîâûå íåòåðìèíàëû) è
P ′ = P \ {A → u} ∪ {A → a1A1, . . . ,Am−1 → amAm,Am → ε}. Î÷åâèäíî, ÷òî G ′ è G ïîðîæäàþò
îäèí è òîò æå ÿçûê.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè A → u ∈ Σ∗ � ïðàâèëî âûâîäà, òî u = ε. Ïîñòðîèì ÍÊÀ
A = (Q,Σ,E , q0,F ), ãäå Q = Γ, q0 = S .
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ è ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé:

A → aB ⇔ (A, a,B) ∈ E

A → ε ⇔ A ∈ F

Ðàâåíñòâî L(A) = L(G ) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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ëèáî A → aB, ãäå a ∈ Σ,A,B ∈ Γ, ëèáî A → u, ãäå u ∈ Σ∗.

Òåîðåìà

ßçûê ðàöèîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ïðàâîëèíåéíîé
ãðàììàòèêîé

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ïðàâîëèíåéíàÿ ãðàììàòèêà, ïóñòü â íåé åñòü
ïðàâèëî âèäà A → u ∈ Σ∗, ãäå u ̸= ε.
Ïóñòü u = a1 . . . am. Ðàññìîòðèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ′,Σ,P ′,S) òàêóþ, ÷òî
Γ′ = Γ ∪ {A1, . . .Am} (A1, . . .Am � íîâûå íåòåðìèíàëû) è
P ′ = P \ {A → u} ∪ {A → a1A1, . . . ,Am−1 → amAm,Am → ε}. Î÷åâèäíî, ÷òî G ′ è G ïîðîæäàþò
îäèí è òîò æå ÿçûê.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè A → u ∈ Σ∗ � ïðàâèëî âûâîäà, òî u = ε. Ïîñòðîèì ÍÊÀ
A = (Q,Σ,E , q0,F ), ãäå Q = Γ, q0 = S .
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ è ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé:

A → aB ⇔ (A, a,B) ∈ E

A → ε ⇔ A ∈ F

Ðàâåíñòâî L(A) = L(G ) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ìèõàéëîâà È.À. ÊÑ ÿçûêè
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Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ è ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé:

A → aB ⇔ (A, a,B) ∈ E
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Ïðèìåð

Ïîñòðîéòå ãðàììàòèêó, êîòîðàÿ ðàñïîçíàåò ÿçûê âñåõ ñëîâ íàä
àëôàâèòîì {a, b}, â êîòîðûõ ÷èñëî áóêâ b äåëèòñÿ íà 3.

1 Íàðèñóåì àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê (îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è îí íåîáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü äåòåðìèíèðîâàííûì)

2 Íàïèøåì ãðàììàòèêó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó.

S

A

B

b

b

b

a

a

a

S → aS | bB | ε
A → aA | bS
B → aB | bA
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Èåðàðõèÿ Õîìñêîãî

Ìèõàéëîâà È.À. ÊÑ ÿçûêè


