
Понятие изоморфизма

Определения

Пусть K и L – кольца или поля. Отображение ϕ : K −→ L называется
изоморфизмом, если ϕ является биекцией множества K на L и для
любых x, y ∈ K справедливы равенства ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) и
ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y).

Примеры: 1) a+ bi 7−→
(

a b
−b a

)
, a, b ∈ R;

2) a 7−→ aEn, En — единичная матрица порядка n, a ∈ R.

Предложение

Пусть ϕ – изоморфизм кольца K на кольцо L. Тогда ϕ(0K) = 0L и если e
– единица кольца K, то ϕ(e) – единица кольца L, а для любого
обратимого элемента a ∈ K элемент ϕ(a) является обратимым элементом
кольца L.

Если K и L – поля, то для любых x, y ∈ K \ {0K} ϕ
(
x

y

)
=

ϕ(x)

ϕ(y)
.
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Доказательство предложения

⇓Так как ∀x ∈ K x+ 0K = x и ϕ – биекция, из ϕ(x) + ϕ(0K) = ϕ(x)
следует ∀y ∈ L y + ϕ(0K) = y и следовательно ϕ(0K) = 0L. Аналогично
проверяется, что если кольцо K имеет единицу e, то ϕ(e) является
единицей кольца L.
Пусть K имеет единицу e и a – обратимый элемент кольца K. Тогда
существует b ∈ K такой что a · b = b · a = e. Следовательно, ϕ(a · b) = ϕ(e)
и ϕ(a) · ϕ(b) = ϕ(b) · ϕ(a) = ϕ(e), т.е. ϕ(a) – обратимый элемент кольца L.
Пусть K и L – поля и x, y ∈ K \ {0K}. Так как ϕ – биекция,

ϕ(x), ϕ(y) ∈ L \ {0L}. Из
x

y
· y = x следует ϕ

(
x

y
· y

)
= ϕ(x), поэтому

ϕ

(
x

y

)
· ϕ(y) = ϕ(x), откуда ϕ

(
x

y

)
=

ϕ(x)

ϕ(y)
. ⇑
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О матрицах и определителях над кольцами и полями

Матрицы и определители рассматривались в главе I над полем
действительных чисел R. Все полученные там результаты справедливы
для матриц и определителей над любым полем, в частности, над полем
комплексных чисел C, а многие из них остаются справедливыми и над
любым ассоциативным коммутативным кольцом с единицей.
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Многочлены как последовательности

Пусть F – поле. Рассмотрим множество F [x] всех последовательностей с
элементами из F вида (α0, α1, . . . , αn, . . .) таких что для некоторого
m ∈ N справедливы равенства αk = 0 при всех k ≥ m. Две
последовательности называются равными, если на соответствующих
местах в них стоят одинаковые элементы. Определим сумму двух
последовательностей из F [x] поэлементно:

(α0, α1, . . . , αn, . . .) + (β0, β1, . . . , βn, . . .) =

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn + βn, . . .).

Произведение двух последовательностей определяется так:
(α0, α1, . . . , αn, . . .) · (β0, β1, . . . , βn, . . .) = (γ0, γ1, . . . , γn, . . .), (1)

где γn =
∑
k+`=n

αkβ` = α0βn + α1βn−1 + . . .+ αn−1β1 + αnβ0.

Очевидно, что сумма любых двух последовательностей из F [x]
принадлежит F [x].
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Степень многочлена

Проверим, что и произведение двух последовательностей
(α0, α1, . . . , αn, . . .) и (β0, β1, . . . , βn, . . .) из F [x] также принадлежит F [x].
Пусть αk = 0 при всех k > m и βk = 0 при всех k > `. Тогда
γk =

∑
s+t=k αsβt = 0 при k > m+ `, так как s+ t > m+ ` =⇒ s > m или

t > `. Если при этом αm, β` 6= 0, то γm+` =
∑
s+t=m+` αsβt = αmβ` 6= 0,

так как из s+ t = m+ ` при s < m следует t > `, а при t < ` следует
s > m.
Элементы из F [x] будем называть многочленами над полем F и
обозначать малыми латинскими буквами. Последовательность из нулей
обозначим через o и назовем нулевым многочленом.
Пусть f = (α0, α1, . . . , αn, . . .). Для удобства положим f [n] = αn для всех
n = 0, 1, . . .. Если f 6= o, то существует m ∈ N такое что f [m] 6= 0, f [k] = 0
для любого k > m. В таком случае говорят, что многочлен f имеет
степень m, обозначаемую через deg(f). Для нулевого многочлена o
полагаем deg(o) = −∞. Символ −∞ по определению считается меньше
любого целого числа, и для любого целого m по определению
принимается, что m+ (−∞) = −∞+m = −∞.
Из доказанного в начале этого слайда легко вывести, что
deg(f · g) = deg(f) + deg(g). Нетрудно убедиться, что
deg(f + g) = max{deg(f), deg(g)} при deg(f) 6= deg(g) и
deg(f + g) ≤ deg(f), deg(g) при deg(f) = deg(g).
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Свойства сложения многочленов

Проверим следующие свойства операций сложения многочленов:
∀f, g, h ∈ F [x] f + g = g + f ; f + (g + h) = (f + g) + h; f + o = f ;
∀u ∈ F [x] ∃v ∈ F [x]: u+ v = o.
Покажем, что f + g = g + f . Для любого n ≥ 0 справедливы равенства
(f + g)[n] = f [n] + g[n] = g[n] + f [n] = (g + f)[n], откуда следует
f + g = g + f .
Аналогично проверяется, что f + (g + h) = (f + g) + h и f + o = f .
Для любого u ∈ F [x] рассмотрим v ∈ F [x], определенный условиями
v[n] = −u[n] для всех n ≥ 0. Тогда (u+ v)[n] = 0 при всех n ≥ 0, т.е.
u+ v = o и v = −u.
Таким образом, относительно сложения многочленов F [x] является
абелевой группой.

Покажем, что отображение ϕ : F −→ F [x], определенное условием
ϕ(γ0) = (γ0, 0, 0, . . .), является изоморфизмом поля F на подполе кольца
F [x]. Ясно, что ϕ(α+ β) = ϕ(α) + ϕ(β). Равенство ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β)
следует из того, что ϕ(α)ϕ(β)[0] = αβ и ϕ(α)ϕ(β)[n] = 0 при всех n > 0.
Так как ϕ(0) = o, ϕ(−α) = −ϕ(α) для любого α ∈ F и ϕ(1) – единица
кольца F [x], множество всех скаляров {ϕ(γ)|γ ∈ F} является подполем
кольца F [x] и ϕ является изоморфизмом поля F на это подполе.
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Свойства умножения многочленов

Свойства умножения не столь очевидны. Докажем, что
∀f, g, h ∈ F [x] f · g = g · f ; f · (g · h) = (f · g) · h;
f · (g + h) = f · g + f · h. Первое равенство вытекает непосредственно из
определения произведения (1) сл.2.
Докажем второе. Пусть f, g, h ∈ F [x]. Тогда (f · g)[m] =

∑
k+s=m f [k]g[s] и

(g · h)[r] =
∑
s+t=r g[s]h[t]. Далее, ((f · g) · h)[d] =

∑
m+t=d(f · g)[m]h[t] =∑

m+t=d

(∑
k+s=m f [k]g[s]

)
h[t] =

∑
k+s+t=d f [k]g[s]h[t]. Аналогично

имеем (f · (g · h))[d] =
∑
k+r=d f [k](g · h)[r] =∑

k+r=d f [k]
(∑

s+t=r g[s]h[t]
)
=
∑
k+s+t=d f [k]g[s]h[t], откуда следует

требуемое равенство f · (g · h) = (f · g) · h.
Докажем равенство f · (g + h) = f · g + f · h:
(f · (g+ h))[m] =

∑
k+s=m f [k](g[s] + h[s]) =

∑
k+s=m(f [k]g[s] + f [k]h[s]) =∑

k+s=m f [k]g[s]+
∑
k+s=m f [k]h[s] = (f ·g)[m]+(f ·h)[m] = (f ·g+f ·h)[m].

Таким образом, F [x] является ассоциативным коммутативным кольцом с
единицей (напомним, что ϕ(1) является единицей относительно
умножения многочленов). Из условия deg(f · g) = deg(f) + deg(g) следует,
что кольцо F [x] не имеет делителей нуля, т.е. оно является областью
целостности.
Множество всех обратимых элементов кольца F [x] есть
{ϕ(γ)|γ ∈ F \ {0}}.
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Привычная запись многочленов

Условимся отождествлять последовательности ϕ(α) с их первыми
элементами и называть скалярами. Например, нулевая
последовательность ϕ(0) = o отождествляется со скаляром 0.
Таким образом, F ⊂ F [x]. Нетрудно проверить, что
α · (β0, β1, . . .) = (αβ0, αβ1, . . .) для любого скаляра α.

Последовательность (0, 1, 0, 0, . . .) обозначим через x. Легко проверить,
что x2 = x · x = (0, 0, 1, 0, 0 . . .), x3 = x2 · x = (0, 0, 0, 1, 0 . . .), и xm имеет 1
на (m+ 1)-й позиции, а все остальные элементы этой последовательности
равны нулю.

Ясно, что выражение вида

f = αnx
n + αn−1x

n−1 + . . .+ α1x+ α0, (2)

где α0, α1, . . . , αn ∈ F , n – натуральное число, представляет собой
последовательность f = (α0, α1, . . . , αn, 0, . . .), в которой все члены после
αn равны 0. В дальнейшем мы будем придерживаться этой привычной
записи многочленов. Скаляры α0, . . . , αn называются коэффициентами
многочлена f . Если αn 6= 0, то n = deg(f) и αnxn называется старшим
членом, а скаляр αn – старшим коэффициентом многочлена f . Скаляр α0

называется свободным членом многочлена f .
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Теорема о делении многочленов с остатком

Теорема

Пусть f, g ∈ F [x], g 6= 0. Тогда существуют такие однозначно
определенные многочлены q, r ∈ F [x], что

f = q · g + r и deg(r) < deg(g). (3)

⇓Если deg(g) = 0, то g ∈ F и g 6= 0, т.е. f = ( 1
g
f)g и q = 1

g
f , r = 0.

Предположим, что deg(g) > 0. Для доказательства существования
применим индукцию по deg(f). При deg(f) < deg(g) положим q = 0,
r = f . Пусть для всех многочленов h степени меньше m, где m ≥ deg(g),
существуют такие многочлены q и r, что h = qg + r и deg(r) < deg(g).
Рассмотрим произвольный многочлен f степени m. Имеем f = αxm + f1
и g = βxk + g1, где deg(f1) < m, deg(g1) < k и α 6= 0, β 6= 0. Положим
h1 = α

β
xm−k. Тогда h1g = αxm + h1g1, откуда deg(f − h1g) < m.

Применяя к многочлену f − h1g предположение индукции, констатируем
существование многочленов q1 и r таких что f − h1g = q1g + r и
deg(r) < deg(g). Теперь ясно, что f = (h1 + q1)g + r, что и требуется
доказать.
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Окончание доказательства. Частное и остаток

Докажем единственность. Предположим, что f = q1g + r1 и f = q2g + r2
для некоторых многочленов q1, q2, r1, r2 таких что
deg(r1), deg(r2) < deg(g). Из равенства q1g + r1 = q2g + r2 получаем
(q1 − q2)g = r2 − r1. Если q1 − q2 6= 0, то deg((q1 − q2)g) ≥ deg(g), а
deg(r2 − r1) < deg(g) — получили противоречие. Следовательно,
q1 − q2 = 0, откуда q1 = q2 и r1 = r2. Теорема доказана.⇑

В равенстве (3) сл.6 многочлен q называется частным, а многочлен r –
остатком от деления (с остатком) f на g. Если r = 0, то говорят, что
многочлен f делится на многочлен g; в этом случае f = qg. При этом
говорят также, что многочлен g делит многочлен f ; этот факт будем
обозначать через g|f .
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Алгоритм деления многочленов столбиком

Доказательство теоремы сл.6 служит основой для алгоритма деления
столбиком многочлена на многочлен. Этот алгоритм состоит в
следующем. Пусть f = αnx

n + αn−1x
n−1 + . . .+ α1x+ α0,

g = βmx
m + βm−1x

m−1 + . . .+ β1x+ β0, и пусть αn, βm 6= 0 и n ≥ m > 0.
Положим q = 0. Шаг алгоритма делается так. Многочлен f заменяется на
многочлен f1 = f − αn

βm
xn−mg, а многочлен q – на многочлен

q +
αn
βm

xn−m. Шаги повторяются до тех пор, пока deg(f1) ≥ m. Так как

степень f1 на каждом шаге уменьшается по крайней мере на 1, алгоритм
закончит работу. При этом частное будет равно q, а остаток – последнему
значению f1.
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Пример деления столбиком

Рассмотрим конкретный пример. Вычисления записываются так же, как
при делении многозначных чисел.
x3 − 2x2 + 3x+ 1 |x2 − x+ 2
− x− 1
x3 − x2 + 2x
−x2 + x + 1
−
−x2 + x − 2

3
Таким образом, x3 − 2x2 + 3x+ 1 = (x− 1)(x2 − x+ 2) + 3 и частное
равно x− 1, остаток равен 3.
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Свойства делимости. Ассоциированные многочлены

Следующее утверждение проверяется непосредственно.

Предложение

Пусть f, g, g1, g2, h ∈ F [x]. Тогда если f |g, то f |(gh) и если f |g1, f |g2, то
f |(g1 + g2) и f |(g1 − g2).

Многочлены f и g называются ассоциированными, если существует
ненулевой элемент γ ∈ F такой, что f = γg. Легко проверить, что
многочлены f и g ассоциированы тогда и только тогда, когда f |g и g|f .
Покажем, что отношение ассоциированности является отношением
эквивалентности на множестве F [x]. Очевидно, что оно рефлексивно
(γ = 1) и симметрично (γ 6= 0, из f = γg следует g = γ−1f). Оно
транзитивно, так как из f = γg и g = βh следует f = γβh и γβ 6= 0,
поскольку поле F не содержит делителей нуля. Каждый класс
эквивалентности по этому отношению, содержащий ненулевой многочлен,
содержит единственный многочлен со старшим коэффициентом 1.
Поэтому справедливо

Наблюдение

Для любого ненулевого многочлена существует единственный
ассоциированный с ним многочлен со старшим коэффициентом 1.
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