Глава 3. Группы

§ 6. Прямое произведение групп
Лемма. Пусть H и N – нормальные подгруппы группы G, причём H ( N = {e}. Тогда для любых элементов x ( H и y ( N выполнено равенство xу = ух.

Доказательство. Рассмотрим элемент xух–1у–1. С одной стороны, хух–1у–1 = (хух–1)у–1 ( N, поскольку N – нормальная подгруппа; с другой стороны, xух–1у–1 = x(ух–1у–1) ( H, поскольку H – тоже нормальная подгруппа. Но H ( N = {e}, так что xух–1у–1 = е. Это и означает, что xу = ух.

Теорема 1. Пусть С1, С2, …, Сn – нормальные подгруппы в группе G, ( – отображение из С1 ( С2 ( … ( Сn в G, задаваемое правилом (((с1, с2, …, сn)) = с1с2…сn.

1) Отображение ( всюду определено и однозначно.

2) Отображение ( инъективно тогда и только тогда, когда Сi ( С1…Сi–1Сi+1…Сn = {e} для любого i.
3) Отображение ( сюръективно тогда и только тогда, когда С1С2…Сn = G.
4) Если Сi ( Сj = {e} при любых i ( j, то отображение ( является гомоморфизмом.
Доказательство. Пункт 1) очевиден.

Теперь для любых ai, bi из Сi с применением Леммы получаем:
(((a1, a2, …, an)(b1, b2, …, bn)) = (((a1b1, a2b2, …, anbn)) = a1b1a2b2…anbn = a1a2…anb1b2…bn = =(((a1, a2, …, an))(((b1, b2, …, bn)).
Следовательно, ( – гомоморфизм. Тем самым, доказан пункт 4).
Пусть Сi ( С1…Сi–1Сi+1…Сn = {e}. Поскольку Сj ( С1…Сi–1Сi+1…Сn при i ( j, Сi ( Сj = {e}. Значит, данное условие гарантирует нам, что ( – гомоморфизм. Найдем его ядро. Пусть (((с1, с2, …, сn)) = е. Тогда с1с2…сn = е. Следовательно, сi = с1–1…(сi–1) –1(сi+1) –1…сn–1 (Сi ( С1…Сi–1Сi+1…Сn = {e}. Тем самым, все сi равны е, т.е. ядро ( состоит из единичного элемента. Следовательно, ( инъективно.
Обратно. Пусть ( инъективно, покажем сначала, что Сi ( Сj = {e} при любых i ( j. Если это не так, т.е. для некоторых i ( j существует х ( e такой, что х (Сi ( Сj, то 

(((е, е, …, х, …, х –1, …, е)) = хх –1 = е.

Но (((е, е, …, е)) тоже равно е – противоречие с инъективностью отображения (.

Предположим теперь, что для некоторого i существует х (Сi ( С1…Сi–1Сi+1…Сn, х ( e. Тогда
х –1 = с1…сi–1сi+1 …сn, где сk ( Сk. В силу леммы 1 получаем:

(((с1, с2, …, сi–1, х, сi+1,…, сn)) = с1с2…сi–1хсi+1…сn = хх –1 = е.

Но (((е, е, …, е)) тоже равно е – противоречие с инъективностью отображения (.
Пункт 3) очевиден.

Следствие. Пусть С1, С2, …, Сn – нормальные подгруппы в группе G, для которых С1С2…Сn = G и Сi ( С1…Сi–1Сi+1…Сn = {e} для любого i. Тогда группа G изоморфна С1 ( С2 ( … ( Сn.

Теорема 2. Пусть С1, С2, …, Сn – нормальные подгруппы в группе G, ( – отображение из G в G/С1 ( G/С2 ( … ( G/Сn, задаваемое правилом ((g) = (gС1, gС2, …, gСn).
1) Отображение ( всюду определено, однозначно и является гомоморфизмом.

2) Отображение ( инъективно тогда и только тогда, когда 
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3) Отображение ( сюръективно тогда и только тогда, когда ((i(j Сj) Сi = G для любого i.

Утверждение пункта 3) называют «Китайской теоремой об остатках».
Доказательство. Всюду определенность и однозначность очевидны. Далее, ((gh) = (ghС1, ghС2, …, ghСn) = (gС1hС1, gС2hС2, …, gСnhСn) = (gС1, gС2, …, gСn)(hС1, hС2, …, hСn) = ((g)((h), так что ( – гомоморфизм.
Найдем ядро (. Заметим, что ((g) = (еС1, еС2, …, еСn) тогда и только тогда, когда g (
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. Тем самым, ядро единично, т. е. ( инъективно, в том и только том случае, когда 
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Рассмотрим произвольный элемент (g1С1, g2С2, …, gnСn) из G/С1 ( G/С2 ( … ( G/Сn. Покажем, что если Сi ((i(j Сj) = G для каждого i, то найдется такой элемент g, для которого (g1С1, g2С2, …, gnСn) = (gС1, gС2, …, gСn). Сначала рассмотрим частный случай – покажем, что такой элемент существует  для (еС1, еС2, …, еСi–1, giСi, еСi+1, …, еСn). Поскольку G = ((i(j Сj) Сi, найдутся такие a (((i(j Сj) и b (Сi, для которых gi–1 = ab. Тогда gi–1a–1 = b (Сi. Обозначим через hi элемент a–1. Тогда hi (((i(j Сj) и hi (giСi. Но это означает, что

(еС1, еС2, …, еСi–1, giСi, еСi+1, …, еСn) = (hiС1, hiС2, …, hiСi–1, hiСi, hiСi+1, …, hiСn).
Положим g = h1h2…hn. Тогда (gС1, gС2, …, gСn) = ((g) = ((h1h2…hn) =
= (g1С1, еС2, …, еСi, …, еСn)(еС1, g2С2, …, еСi, …, еСn)…(еС1, еС2, …, еСi–1, giСi, еСi+1, …, еСn) … (еС1, еС2, …, еСi–1, еСi, еСi+1, …, gnСn) = (g1С1, g2С2, …, gnСn).
Тем самым нужный элемент g построен и, следовательно, ( сюръективно.

Обратно, пусть ( сюръективно, но G ( ((i(j Сj) Сi хотя бы для одного i. Выберем произвольный элемент g из G \ ((i(j Сj) Сi для этого i и рассмотрим элемент (еС1, еС2, …, еСi–1, gСi, еСi+1, …, еСn). Поскольку ( сюръективно, найдется элемент h, для которого

(еС1, еС2, …, еСi–1, gСi, еСi+1, …, еСn) = (hС1, hС2, …, hСi–1, hСi, hСi+1, …, hСn).
Это означает, что h (((i(j Сj) и h–1g (Сi. Но тогда g (hСi, что противоречит выбору g.
Следствие. Пусть С1, С2, …, Сn – нормальные подгруппы в группе G, для которых 
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= {e} и ((i(j Сj) Сi = G для любого i. Тогда группа G изоморфна G/С1 ( G/С2 ( … ( G/Сn.
§ 8. Свободные группы

Пусть А – алфавит. Рассмотрим вспомогательный алфавит А–1, состоящий из символов a–1 для всех символов a из А. Через В обозначим А ( А–1, и рассмотрим свободный моноид В* над В. Пусть слово w из В* содержит пару соседних символов aa–1 или a–1a. Будем говорить, что слово v получено из слова w элементарной редукцией, если оно получается вычеркиванием такой пары. Обозначать элементарную редукцию будем так: w ( v. Слово назовем нередуцируемым, если оно не содержит пар указанного вида.
Будем говорить, что слово w редуцируемо к слову v, если существует цепочка w ( v1 ( v2 ( … ( vn ( v.

Теорема (Чёрч, Россер). Если w редуцируемо к словам v и u, то существует такое слово s, к которому редуцируемо и слово v, и слово u.

Доказательство проведем индукцией по длине слова w.

Б.И. l(w) = 0 и l(w) = 1. Такие слова, очевидно, нередуцируемы, поэтому w = v = u, а в роли s также выступает w, так что для них утверждение очевидно.

Ш.И. Пусть w ( v1 ( v2 ( … ( vn ( v – редуцирующая цепочка от w к v, а w ( u1 ( u2 ( … ( um ( u – редуцирующая цепочка от w к u. Рассмотрим w ( v1. Значит, w = xaa–1y или w = xa–1ay, а v1 = xy. Аналогично для w ( u1 имеем w = zbb–1t или w = zb–1bt, а u1 = zt. Возможны три случая.
1) Вычеркивается одна и та же часть, т.е. x = z и y = t. Тогда v1 = u1. Тем самым посылка теоремы выполнена для v1, но l(v1) = l(w) – 2, так что к v1 применима гипотеза индукции.

2) Вычеркиваемые части имеют букву на одном и том же месте в слове w. Нетрудно понять, что в этом случае также v1 = u1.

3) Вычеркиваемые части располагаются на непересекающихся местах слова w. Без ограничения общности можно считать, что первая из вычеркиваемых частей располагается левее второй, т.е. слово w = xaa–1ybb–1t или w = xa–1aybb–1t, или w = xaa–1ybb–1t, или w = xa–1ayb–1bt. Обозначим через q слово xyt. Тогда есть две редуцирующие цепочки: w ( v1 ( q и w ( u1 ( q.
Рассмотрим цепочки v1 ( v2 ( … ( vn ( v и v1 ( q. По предположению индукции, примененному к v1, найдется такое слово s1, к которому можно редуцировать как v, так и q. Аналогично для цепочек u1 ( u2 ( … ( um ( u и u1 ( q найдется такое слово s2, к которому можно редуцировать как u, так и q. Таким образом, слово q редуцируемо к s1 и s2. Поскольку l(q) = l(w) – 4, по предположению индукции существует слово s, к которому можно редуцировать как s1, так и s2. Но тогда слово v редуцируемо к s и слово u редуцируемо к s.
Следствие. Для любого слова w существует и притом единственное нередуцируемое слово, к которому w может быть редуцировано.

Доказательство. Существование такого слова очевидно, поскольку на каждом шаге редукции длина слова уменьшается, а значит, этот процесс не может быть бесконечным. Если бы в результате редукции могло получиться два разных слова u и v, то по теореме Чёрча-Россера существует слово s, к которому можно редуцировать как u, так и v. Но u нередуцируемо, поэтому u = s. Аналогично v = s, т.е. u = v.
Через [w] будем обозначать то единственное нередуцируемое слово, которое может быть получено из слова w.

Глава 4. Кольца

§ 4. Области главных идеалов

Определение. Элемент области главных идеалов называется простым, если порожденный им идеал является максимальным.

Теорема. Любой ненулевой необратимый элемент области главных идеалов с единицей разлагается в произведение простых элементов. Такое разложение однозначно с точностью до порядка множителей и ассоциированности.

Лемма. В области главных идеалов K любая строго возрастающая цепочка идеалов конечна.

Доказательство. Допустим, что существует бесконечная строго возрастающая цепочка идеалов:

(х1) ( (х2) ( … ( (хn) ( …

Рассмотрим J = (k(1 (хk). Легко проверить, что J – идеал кольца K. Поскольку в K любой идеал главный, существует такой элемент у, для которого J = (у). Но у (J, поэтому найдется такой номер n, что y ((хn). Следовательно, J = (y) ( (хn). С другой стороны, по определению ясно, что (хn) ( J. Значит, J = (хn) и потому после (хn) цепочка возрастать не может. Противоречие.
Следствие. Любой собственный идеал области главных идеалов K содержится в некотором максимальном идеале.

Доказательство. Пусть J – произвольный идеал. Ясно, что он не максимален. Значит, существует идеал J1, для которого J ( J1 ( K. Ясно, что J1 снова не максимален. Значит, существует идеал J2, для которого J1 ( J2 ( K. Ясно, что J2 снова не максимален. Значит, существует … Уже видно, что строится бесконечная возрастающая цепочка идеалов, а это противоречит лемме.

Упражнение. 1) x | y ( (x) ( (y).
2) Доказать, что элементы х и у, принадлежащие области целостности K, ассоциированы тогда и только тогда, когда (х) = (у).

Доказательство существования. Пусть х – произвольный ненулевой необратимый элемент области главных идеалов K. Рассмотрим идеал (х), Он не совпадает с K, поскольку в противном случае элемент х был бы обратим. Согласно следствию, найдется максимальный идеал, содержащий (х). Пусть этот максимальный идеал порожден элементом m1. Это, в частности, означает, что элемент m1 прост.
Поскольку (х) ( (m1), существует х1 такой, что х = m1х1. Элемент m1 необратим, поэтому (x) ( (х1). Если х1 обратим, то х ( m1, и теорема доказана. В противном случае идеал (х1) ( K и, следовательно, содержится в некотором максимальном идеале (m2). Это значит, что х1 = m2х2 для некоторого х2. Элемент m1 необратим, поэтому (х1) ( (х2). Если х2 обратим, то х ( m1m2, и теорема доказана. В противном случае идеал (х2) ( K и, следовательно, содержится в некотором максимальном идеале (m3). Строим х3 и проводим такие же рассуждения. И так далее. Этот процесс не может продолжаться бесконечно, поскольку в противном случае возникает бесконечная строго возрастающая цепочка идеалов (x) ( (х1) ( (х2) ( … . Но это противоречит лемме. Следовательно, х ( m1m2…mk, где m1, m2, …mk – простые элементы. Существование нужного разложения доказано.
Единственность. Пусть m1m2…mk ( s1s2…st. Нам требуется доказать, что k = t и между множителями правой и левой частей можно установить взаимно однозначное соответствие так, чтобы соответствующие элементы оказались ассоциированными.
Упражнение. 1) Пусть А и В – идеалы кольца K. Тогда А + В тоже идеал.

2) Если К – кольцо с единицей, то (a)(b) = (ab) и ((a) + (b))(c) = (a)(c) + (b)(c).
Лемма. Пусть К – область целостности с единицей, (m) – максимальный идеал. Если (m) ( (ху), то либо (m) ( (х), либо (m) ( (у).

Доказательство. Допустим, что (х) ( (m) и (у) ( (m). Поскольку (m) – максимальный идеал, а (х) + (m) и (у) + (m) – тоже идеалы (пункт 1), (х) + (m) = K = (1) и (у) + (m) = K = (1). Тогда ((х) + (m))((у) + (m)) = (1)(1). Согласно пункту (2), имеем (1) = (х)(у) + (х)(m) + (m)(у) + (m)(m) ( (ху) + (m), поскольку каждое из трех последних слагаемых содержится в (m). Однако по условию (ху) ( (m), поэтому (1) ( (m). Но собственный идеал не может содержать 1. Полученное противоречие доказывает лемму.
Доказательство единственности проведем индукцией по k + t.

Б.И. k + t = 2. Тогда утверждение очевидно.
Ш.И. Пусть для k + t < n утверждение доказано. Рассмотрим случай, когда k + t = n. Поскольку (m1) ( (m1m2…mk) = (s1s2…st), по лемме либо (m1) ( (s1), либо (m1) ( (s2…st). Во втором случае мы снова получаем альтернативу – либо (m1) ( (s2), либо (m1) ( (s3…st). Продолжая эти рассмотрения, получаем, что для некоторого i выполнено (m1) ( (si). В силу коммутативности умножения можно перенумеровать элементы s так, чтобы считать, что (m1) ( (s1).
Ввиду максимальности (s1) имеем (m1) = (s1). Поскольку К – область целостности и m1 ( s1, получаем, что m2…mk ( s2…st. Предположение индукции показывает, что k – 1 = t – 1 и между множителями правой и левой частей можно установить взаимно однозначное соответствие так, чтобы соответствующие элементы оказались ассоциированными. Это завершает доказательство теоремы.
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