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Аннотация. В рамках булевой модели бинарной теории достаточных причин, являю-

щейся одной из моделей причинности в эпидемиологии, рассматривается вопрос 
определения понятия частичного взаимодействия данных факторов в отклике, обоб-

щающем понятие взаимодействия всех факторов, от которых данный отклик зависит. 
Предложен целочисленный инвариант, позволяющий описать различные типы частич-

ного взаимодействия факторов. 
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Abstract. Within the Boolean framework of the binary theory of sufficient causes, which is 

one of the causality models in epidemiology, a definition of partial interaction of given fac-

tors in the response is introduced. It is shown that this concept generalizes the concept of 

interaction of all factors on which the response depends on. An integer invariant is proposed 

to distinguish different types of the partial interaction of factors. 

____________________________________________ 

 

1. Введение  

В 60-е годы XX века в философии появилась 

концепция причинности, которая предлагала рас- 

сматривать механизм причинности как набор мно-

жества условий, одновременное наступление кото-

рых неизбежно приводит к появлению данного со- 
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бытия (INUS-условия, т. е.  Insufficient, but Necessary 

part of an Unnecessary but Sufficient condition) [1–4]. 

Одновременно подобная конструкция была предло-

жена в эпидемиологии, где выявление причин забо-

левания в популяции является одной из важнейших 

задач [5; 6]. Дальнейшее развитие этих идей продол-

жалось в основном в эпидемиологии как теория до-

статочных причин [7–10]. В частности, именно в эпи-

демиологических исследованиях были предложены 

первые формализованные модели этой модели при-

чинности [7; 8; 11].  

С точки зрения эпидемиологии и медицины 

очень важно уметь определять, имеется ли в сов-

местном воздействии нескольких факторов, приво-

дящему к заданному эффекту, какой-либо дополни-

тельный эффект по сравнению с воздействием этих 

факторов изолированно. Наличие такого дополни-

тельного (положительного или отрицательного) эф-

фекта по сравнению с некоторой референтной моде-

лью выражается терминами синергизм и антагонизм 

соответственно. Так как существенная часть практи-

ческой эпидемиологии состоит в планировании мас-

совых здравоохранительных мероприятий, появле-

ние таких эффектов требует соответствующей кор-

ректировки в распределении ресурсов. Например, 

известно, что риск развития рака легких среди куря-

щих значительно повышается в присутствии амфибо-

лового асбеста [12]. Следовательно, в тех местах, где 

в производстве или добыче присутствует амфиболо-

вый асбест, необходимо предусмотреть дополни-

тельные меры для предотвращения заболевания 

или лечения большего числа заболевших, чем при 

его отсутствии.  

Довольно часто в эпидемиологии в качестве 

действующих факторов выступают нечисловые пере-

менные, такие как ПОЛ, ОБРАЗОВАНИЕ, РЕЛИГИЯ, 

МЕСТО ПРОЖИВАНИЯ и т. п. Математический анализ 

таких факторов возможен после той или иной число-

вой кодировки значений, принимаемых такими фак-

торами. Именно такие дискретные факторы участ-
вуют в построении INUS-условий и в эпидемиологи-

ческой теории достаточных причин. Естественно, что 

попытки формального анализа теории достаточных 

причин начались с двухфакторной модели двухуров-

невых переменных – как независимых, так и резуль-

тирующей переменной.  

Первое формализованное представление двух-

факторной теории достаточных причин для двух 

двухуровневых факторов и такого же отклика (ре-

зультирующей переменной) было предложено в [7]. 

Там же все 16 возможных откликов были классифи- 

цированы в терминах присутствия в них какого-либо 

специфического типа совместного действия, каж-

дому из которых было дано название (превентивный 

антагонизм, причинный синергизм и т. п.). В [11] 

была отмечена важность учета симметрий данных 

для оценки типа совместного действия. В [9] эта идея 

была развита и дополнена. 

Важность симметрии данных для идентифика-

ции совместного действия факторов проявляется в 

следующем. Так как в эпидемиологии обычные пе-

ременные (действующие факторы и отклик) дис-

кретны и не имеют естественного упорядочения, то 

выбор способа числовой кодировки этих значений 

может быть произвольным. Вместе с тем, очевидно, 

что тип совместного действия переменных не дол-

жен зависеть от такой кодировки. Другими словами, 

тип совместного действия должен быть инвариантен 

относительно кодировки уровней действующих пе-

ременных.  

Рассматриваемая ниже бинарная теория доста-

точных причин имеет дело с двухуровневыми факто-

рами и двухуровневым откликом. Как легко прове-

рить, семантическая структура этой теории полно-

стью соответствует аксиомам булевой алгебры. 

Например, в работах [13; 14] двухфакторная бинар-

ная теория достаточных причин рассматривалась с 

точки зрения булевой алгебры всех булевых функ-

ций от двух переменных. Оказалось, что булева фор-

мализация вполне адекватно представляет те логи-

ческие отношения, которые лежат в основе эпиде-

миологического понимания теории достаточных 

причин. Кроме того, эта формализация позволяет ис-

пользовать такие понятия как граф, расстояние Хэм-

минга, булев куб, группа, автоморфизм, изометрия, 

носитель булевой функции и другие для исследова-

ния вопросов описания совместного действия би-

нарных факторов [15–18]. Терминологически поня-

тие булевой функции соответствует понятию отклика 

в эпидемиологии, т. е. некоторого физиологиче-

ского, функционального, эпидемиологического по-

казателя, по изменению которого при действии дан-

ных факторов оценивают характер, тип, силу и дру-

гие характеристики действия этих факторов.  

В булевой формализации бинарной теории до-

статочных причин эпидемиологические симметрии 

представляются автоморфизмами на алгебре всех 

булевых функций от переменных, число которых, 

равно числу действующих факторов. Следовательно, 

отклики (булевы функции), имеющие одинаковый 

тип совместного действия, попадают в одну и ту же 

орбиту относительно действия данной группы авто- 
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морфизмов. Важный момент состоит в том, что этот 
формализм позволяет избежать дискуссионного во-

проса о том, какова та референтная модель, относи-

тельно которой оценивается присутствие дополни-

тельного эффекта от совместного действия факто-

ров. Нахождение различных типов совместного дей-

ствия сводится, таким образом, к алгебраическому 

вычислению орбит действия данной группы авто-

морфизмов на алгебре булевых функций [13–18]. 

Краткое содержание статьи и некоторые обо-

значения. В п. 2 приведены основные сведения бу-

левой формализации бинарной теории достаточных 

причин. В п. 3 представлены основные результаты. В 

частности, определяется понятие частичного сов-

местного действия бинарных факторов (булевых пе-

ременных) в данном отклике (булевой функции), ко-

торое обобщает понятие совместного действия всех 

факторов, от которых данный отклик зависит. Кроме 

того, предложено понятие степени совместного дей-

ствия данного числа булевых переменных, которое 

также обобщает аналогичное понятие для всех пере-

менных в данной булевой функции. Ниже булева об-

ласть 0,1  обозначается через ..  Для произволь-

ного натурального m обозначим через
mm
целочис-

ленный интервал 1,2, , .
m

m .
m  Для натураль-

ного числа k обозначим через 

1 2 1 2
, , , , 1 ,

k k
I i i i i i i n,

k1 2
, i i i n1

k1 2
, 1 i i ii i i

k1 2  упорядоченное 

k-элементное подмножество из 
nn

 и через 

1 1 2
, , , 1 ,

k n k k n
I i i i i i n

2
,

k k
,

n
i i i n

2
1

k
, 1

nk11
,i i i n

2k kkk 1 n1  упорядо-

ченное дополнение этого множества в 
nn

. Для век-

тора 
nn

 обозначим через 
I
 вектор I i i I

. 

Аналогично, для набора переменных 
1
,...,

n
x x x  

введем обозначение { } .
I i i I
x x  Далее, для вектора 

kk
 через 

II
 обозначим (n–k)-мерную грань бу-

лева куба ,
n
,

n
 определяемую равенством 

.
n

I I
.

I
 Пусть 1

, ,
n

x x свободная 

булева алгебра всех булевых функций от перемен-

ных 
1
,...,

n
x x  и пусть 1

, , .
n

xf x .  Отображение 

,I
f  для вектора n kn k  определим как сужение 

отображения  f  на k-мерную грань 
II

, т. е. 

, 1
, ,

I I n
f x f y y  для ,

i i
y x если i I  и ,

i i
y  

если .i I  Для упорядоченного k-элементного мно-

жества I через prI  обозначим проекцию куба nn  на 

куб ,
k
,

k переводящую булев вектор nn  в вектор 

k

I

k . Сужение проекции prI  на k-мерную грань 
II

 

обозначим через ,I
p . Очевидно, что ,I

p  есть биек-

ция  k-грани 
II

 на булев куб .
k
.

k  Дополнительные 

сведения из теории  булевых алгебр и булевых функ-

ций  см. в [19]–[22]. Конец доказательства отмеча-

ется символом □. 

2. Понятие совместного действия бинарных 

факторов (булевых переменных) 

Обсуждаемые ниже вопросы касаются только 

случая бинарной теории достаточных причин, кото-

рая имеет дело с конечным числом двухуровневых 

факторов и двухуровневым откликом. Основные мо-

менты булевой формализации представлены в рабо-

тах [13–15]. Кратко можно сказать, что бинарные 

факторы и бинарный отклик представляются в этом 

формализме соответственно булевыми перемен-

ными и булевой функцией, зависящей от этих пере-

менных. Поэтому равносильно можно говорить об 

отклике, зависящем от бинарных факторов, и о буле-

вой функции от булевых переменных. Эта формали-

зация позволяет перенести понятие совместного 

действия бинарных факторов в отклике из эпиде-

миологии на совместное действие булевых пере-

менных в данной булевой функции. Везде ниже бу-

лева функция будет предполагаться представленной 

в дизъюнктивной нормальной форме (ДНФ) [20]–

[22]. Кроме того, будем считать, что все рассматри-

ваемые булевы функции (отклики) 1
, ,

n
f x x  

ненулевые. Необходимость рассмотрения ненуле-

вых функций связана с тем, что для нулевой булевой 

функции некоторые из рассматриваемых ниже кон-

струкций оказываются вырожденными. Заметим 

также, что с точки зрения эпидемиологии нулевой 

отклик, реализующийся для некоторого испытуе-

мого, представляет этого испытуемого как «иммуни-

зированного», т. е. такого, для которого воздействие 

данных факторов в любом сочетании их уровней не 

приводит к появлению исследуемого значения от-
клика, кодируемого значением 1. 

В соответствии с общими идеями этого форма-

лизма можно дать следующее определение сов-

местного действия (взаимодействия) булевых пере-

менных (см. также [8] для подобного эпидемиологи-

ческого понятия). Приводимые ниже определения и 

теоремы, касающиеся свойств совместного действия 

всех булевых переменных, от которых зависит дан-

ная булева функция, приведены в работах [16; 18]. 

Для ссылок на них будет использована двойная ин- 

дексация, начинающаяся с «0.». Новые определения 
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и теоремы для совместного действия некоторых пе-

ременных в данной булевой функции будут нумеро-

ваться последовательно, начиная с 1.  

Определение 0.1. [16; 18].  Будем говорить, что 

в булевой функции 1
, ,

n
f x x  имеет место сов-

местное действие переменных 
1 2
, ,...,

n
x x xx , если 

существует такой вектор 
1
, ,,

n

n
,

n
,,n , , что 

конъюнкция 1 2

1 2
... n

n
x x xx  является простым им-

пликантом булевой функции f [20]–[22]. Будем гово-

рить, что в этом случае совместное действие в буле-

вой функции f достигается для .x  

Заметим, что в этом определении рассматрива-

ется совместное действие всех переменных, от кото-

рых зависит данная булева функция. Следовательно, 

переменные, входящие в булеву функцию, для кото-

рой это определение не выполняется, не имеют сов-

местного действия. Например, для булевой функции 

1 2 2 3
f x x x x  Определение 0.1 не выполняется, 

хотя, очевидно, некоторый тип совместного дей-

ствия переменных  x1, x2, x3 в этой функции есть.  

Следующее определение позволяет учесть та-

кие случаи. Всюду ниже, если не оговорено другое, 

будем предполагать, что 2 .k n  

Определение  1. Будем говорить, что в булевой 

функции 1
, ,

n
f x x  имеет место совместное 

действие k переменных I i i I
xx , если существует 

такое упорядоченное k-элементное подмножество I 

множества 
nn

 и такой вектор  ,n k ,n k  что совмест-

ное действие k переменных I i i I
xx  имеет место 

в булевой функции 
,I
f . В этом случае будем гово-

рить, что в функции  f  имеет место совместное дей-

ствие переменных 
I
x  для 

I
x  при условии 

I
x  

Определение 1 является строгим выражением 

аналогичного понятия, рассмотренного в работе [8]. 

Коротко можно сказать, что в булевой функции (от-
клике) f  имеется совместное действие k булевых пе-

ременных (факторов) ,
I i i I

xx  если в этой функ-

ции (отклике) есть совместное действие k перемен-

ных при фиксированных значениях 
I

x  остальных 

переменных. Таким образом, это понятие обобщает 
Определение 0.1 и позволяет ввести понятие сов-

местного действия для переменных, число которых 

меньше (или равно), чем число переменных, от ко-

торых зависит данная булева функция. 

В связи с этим следует проверить для Опреде-

ления 1 выполнение тех важных свойств, которые 

были доказаны в работе [18] для понятия совмест- 

ного действия n факторов. В частности, необходимо 

построить критерии совместного действия k факто-

ров в отклике, зависящем от n факторов, где ,k n  

аналогичные Теоремам 1–4 из [18], а также прове-

рить инвариантность введенного понятия относи-

тельно действия группы автоморфизмов булева 

куба, как это показано для понятия совместного дей-

ствия n факторов [18]. 

Важное свойство понятия совместного дей-

ствия (взаимодействия) всех факторов (Определе-

ние 0.1) состоит в том, что это понятие не зависит от 
того, как кодируются уровни факторов в экспери-

менте. Очевидно, что это свойство совершенно есте-

ственно и необходимо для выражения сущности по-

нятия взаимодействия. Математически это выража-

ется в инвариантности этого понятия относительно 

действия группы Gn симметрий (булевых автомор-

физмов) на булевой алгебре 1
, ,

n
x x  всех буле-

вых функций от переменных 
1
, ,

n
x x,

n
x,  [14]. Булев куб 

nn  можно рассматривать как граф, две вершины ко-

торого соединены ребром тогда и только тогда, ко-

гда расстояние Хэмминга между ними равно 1. Как 

показано в работе [15], группа Gn , являясь группой 

автоморфизмов Aut
n

 булева куба nn  как графа,  

изоморфна гипероктаэдральной группе Octn, т. е. 

группе симметрий n-мерного гиперкуба. Так как дей-

ствие группы Gn на алгебре 1
, ,

n
x x  порождает 

естественное разбиение этой алгебры на орбиты 

действия этой группы, то каждая такая орбита пред-

ставляет собой класс булевых функций, имеющих 

одинаковый тип совместного действия [14]. Ниже 

класс эквивалентности (орбита) булевой функции  f  

будет обозначаться через .f  

Следуя [23], для подмножества V  множества 

вершин графа  через V  обозначим подграф, 

порожденный множеством .V  Обозначим через 
f

C  

носитель булевой функции f, т. е. множество 

( ) 1 .
n

f
C f ( )

n
f

n
( )f

n  Поскольку все рассматривае-

мые нами булевы функции f  ненулевые, множество 

f
C  непустое. Как и в работе [18], рассмотрим под-

граф 
f

 графа ,
n
,

n
 порожденный множеством вер-

шин ,
f

C  т. е. подграф ( ).
n

f
С( ).

n

f  В работе [18] приведен 

следующий критерий наличия совместного действия 

на языке графов. 

Теорема 0.1. [18]. В булевой функции (отклике) 

f, зависящей от n переменных (факторов), имеется 
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совместное действие всех этих переменных (факто-

ров), тогда и только тогда, когда в графе 
f

 есть изо-

лированная вершина. 

Полезным следствием булевой формализации 

бинарной теории достаточных причин является воз-

можность определения целочисленной характери-

стики 
f
 для каждой булевой функции f из 

1
, ,

n
x x , которая остаётся инвариантной для лю-

бой булевой функции из орбиты f . Эта характери-

стика называется степенью совместного действия и 

в некотором смысле выражает силу совместного 

действия факторов в данном отклике (подробнее см. 

работу [18]).  

Определение 0.2. [16; 18]. Назовем степенью 

совместного действия переменных (факторов) x1,…, 

xn в булевой функции (отклике) 1
, ,

n
f x x  при 

значениях уровней переменных (факторов) x  

число, определяемое равенством 

min , , 1, 1

, 1,

f f

f

f

d C если C

n если C
 

где f
С   – мощность множества 

f
С  и ( , )d рассто-

яние Хэмминга между векторами  и β. Таким об-

разом, в случае 1
f

С  значение ( ) 1
f

 равно рас-

стоянию Хэмминга от точки  до множества всех 

остальных точек из .
f

С  Как следует из Определения 

0.2, для степени совместного действия выполняется 

неравенство 0 ( ) .
f

n   

Определение 0.3. [16; 18]. Назовем степенью 

совместного действия переменных (факторов)  

x1, …, xn в булевой функции (отклике) 

1
, ,

n
f x x  число max ( ) .

f f f
C  

Следовательно, в случае 1
f

С  точка ,
f

С  

для которой справедливо равенство ( ),
f f

 яв-

ляется самой «удаленной»  от других точек множе-

ства 
f

С
f

С в смысле расстояния Хэмминга точкой 

этого множества, а значение 1
f

 равно расстоя-

нию от этой точки до всех остальных точек множе-

ства .
f

С  

Интересно отметить следующее. На множество 

f
С  для каждой булевой функции 1

, ,
n

f x x  

можно смотреть как на бинарный (блоковый) код 

[24] длины n. Очень важной характеристикой кода 

является минимальное расстояние кода d. Легко по- 

нять, что min ( ) 1,
f f

d C  отсюда, в частно-

сти, следует, что 1.
f

d  

Понятие совместного действия позволяет сфор-

мулировать следующий критерий присутствия сов-

местного действия n переменных в булевой функ-

ции, зависящей от этих переменных. 

Теорема 0.2. [16; 18]. В функции f  имеет место 

совместное действие всех переменных тогда и 

только тогда, когда выполняется неравенство 1.
f

 

3. Основные результаты  

Перед основными утверждениями (Теоремы 

1–3) нам понадобятся некоторые вспомогательные 

утверждения. Рассмотрим булев куб nn  как метри-

ческое пространство, метрика в котором задается 

расстоянием Хэмминга. Тогда любая грань 
II

 бу-

лева куба nn  является метрическим подпростран-

ством с индуцированной метрикой. 

Лемма 1. Пусть 1
, , ,

n
f x x ,  I – упорядо-

ченное k-элементное подмножество из ,
n
,

n
 

.
n k
.

n k   Тогда справедливы следующие утвержде-

ния. 

(1) Отображение  ,
:

k

I I
p

k

I
 является изо-

метрией метрических пространств относительно 

метрики Хэмминга. 

(2) Рассмотрим грань 
II

 как подграф 
I

nn
 

графа .
n
.

n  Тогда отображение 
,I

p  является изомор-

физмом 
II

 и kk  как графов. 

(3) Справедливо равенство 
1

, ,
.

I I
f f p

1

.  

(4) Пусть 
,

,
If f

C C – носители булевых функций  f  

и 
,I
f  соответственно, тогда выполняется равенство 

, ,If I f I
C p C . 

(5) Граф 
,If

 изоморфен подграфу 
n

f I
C

n
 

графа .
n
.

n  

Доказательство. Утверждение (1) очевидно, а 

(2) следует из (1) и из того, что в булевом кубе реб-

рами соединены только те вершины, расстояние 

Хэмминга между которыми равно 1. (3) следует из 

равенства , , , , ,I I I I I I
f p f p f f  

для 
II

, т. е. для nn  такого, что 
I

(4) По 

утверждению (3) точка kk лежит в носителе 
,If

C  
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тогда и только тогда, когда 
1

,
1

I
f p

1

. Зна-

чит, для 
1

,I
p  это равносильно тому, что 

I I
 и 1,f  т. е. тому, что ,

f I
C ,

I
 

или 
,I f I

p C . (5) Из определения графа 
f

 

для произвольной булевой функции f следует, что 

граф 
,If

 является подграфом 
,I

k

f
C

k  графа .
k
.

k  

Следовательно, из (4) и (2) получаем (5). □ 

Обозначим через 
f

 минимальную степень 

вершин в графе .
f

 Тогда имеет место следующий 

геометрический критерий наличия совместного дей-

ствия k переменных в булевой функции, зависящей 

от n переменных. 

Теорема 1. В булевой функции f , зависящей от 
n переменных имеет место совместное действие k 

переменных, 2 ,k n  тогда и только тогда, когда 

выполняется неравенство .
f

k n  

Доказательство. Из Определения 1 и Тео-

ремы 0.1 следует, что в булевой функции 

1
, ,

n
f x x  есть совместное действие k пере-

менных тогда и только тогда, когда найдутся упоря-

доченное k-элементное подмножество I  множества 

nn
, наборы  , ,

k n k
, ,

k n k
,  такие, что вершина  

является изолированной вершиной графа 
,
.

If
 В 

силу пп. (4), (5) Леммы 1 это означает, что вершина 
1

,I
p  подграфа 

I

n

f
C

n
 графа nn  яв-

ляется изолированной. Следовательно, ввиду того, 

что степень каждой вершины k-грани 
II

 как под-

графа графа nn  равна k, степень вершины  в графе 

f
 не больше, чем .n k  Таким образом, наличие в 

булевой функции f  совместного действия k перемен-

ных равносильно существованию в графе 
f

 вер-

шины, степень которой не больше, чем n – k, т. е. 

.
f

k n □ 

Очевидно, что Теорема 1 обобщает Теорему 

0.1 и является геометрическим критерием наличия 

совместного действия k переменных в булевой функ-

ции f, зависящей от n ( k n ) переменных. 

Следствие 1. Справедливы следующие утвер-

ждения.  (1) Если в булевой функции f  имеет место 

совместное действие k  переменных, то в этой функ-

ции имеет место и совместное действие меньшего 

числа переменных. (2) Присутствие совместного 

действия k переменных в булевой функции f, завися- 

щей от n переменных ( k n ), инвариантно относи-

тельно действия группы Gn. 

Доказательство. (1) очевидно следует из Тео-

ремы 1. (2) следует из того, что ограничение любого 

автоморфизма 
n

t G  графа nn  на носитель 
f

C  явля-

ется изоморфизмом графа 
f

 на образ ( )
f

t , а сте-

пень вершины графа инвариантна относительно изо-

морфизма графов. □ 

Пример 1. Пусть n = 3. Типами взаимодействия 

двух переменных, не являющихся типами взаимо-

действия трёх переменных, являются только следу-

ющие классы  

1 2 1 2 3 1 2 1 3 1 2 1 3

1 2 2 3 1 3 1 2 1 2 1 2 1 2 3

1 2 1 2 1 3

, , , ,

, , ,

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

 

Действительно, для любого представителя  f  

любого из  этих классов в соответствующем графе 

f
 нет ни одной изолированной вершины. Следова-

тельно, по Теореме 0.1 для всех булевых функций 

этих классов нет совместного действия всех трех пе-

ременных, от которых эти функции зависят. Для того 

чтобы проверить, что для этих классов имеет место 

совместное действие двух переменных, возьмём в 

Определении 1 множество 1,2I  и  т. е. 

условие на дополнительную переменную 3x  имеет 
вид 3 .0x  Для первых пяти классов в качестве 

,I
f  

будет одна и та же функция 
, 1 2

,
I
f x x  в которой 

имеет место совместное действие двух переменных 

[16; 18], так что для этих классов действительно вы-

полняется Определение 1 совместного действия 

двух переменных в булевой функции, зависящей от 
трех переменных. Для остальных трех классов в ка-

честве 
,I
f  получим булеву функцию 

, 1 2 1 2
,

I
f x x x x  

которая также является представителем типа сов-

местного действия двух переменных [16; 18].  

Этот же вывод можно получить с помощью Тео-

ремы 1. Действительно, для любого представителя  f  

любого из  этих классов вершина (1,1,0) булева куба 
33  имеет степень 1 в графе 

f
, а значит 1,

f
 по-

скольку как отмечалось выше, в графе 
f

 нет ни од-

ной изолированной вершины. 

Таким образом, введенное понятие совмест-
ного действия k переменных в функции, зависящей 

от n переменных, является инвариантным относи-

тельно действия группы Gn автоморфизмов булева 

куба. Теперь мы рассмотрим построение целочис-

ленного инварианта для введенного понятия, обоб- 
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щающего понятие степени совместного действия n 

переменных. 

Определение 2. [17]. Степенью совместного 

действия k переменных в булевой функции f, завися-

щей от n переменных, назовём число  

,,
max , ,

I

n k

f k f n
I N I k

n k
 

При этом примем, что 
,0

0
f

 для любой буле-

вой функции f, 
,1

1
f

 для f 1  и 
,1

0
f

при .f 1  

Кроме того, удобно считать, что 
,

0
k0  для любого 

.1,2, ,k n .  

Очевидно, что Определение 2 обобщает Опре-

деление 1 и, кроме того, выполняются равенство 

,f n f
 и естественное неравенство 

,
0 .

f k
k  От-

сюда, в частности, 
,

1.
f n

d  

Теорема 3. В булевой функции f, зависящей от 
n переменных имеется совместное действие k пере-

менных тогда и только тогда, когда выполняется не-

равенство 
,

1.
f k

 

Доказательство. Если в булевой функции 

1
, ,

n
f x x  есть совместное действие k пере-

менных, то по Определению 1 существует упорядо-

ченное k-элементное подмножество I множества 

nn
 и набор n kn k  такие, что в функции 

,I
f  есть 

совместное действие k переменных 
I i i I

xx . По 

Теореме 0.2 получаем, что 
,

1,
If

 а по Определе-

нию 2 отсюда имеем, что 
,

1.
f k

 Обратное утвер-

ждение доказывается аналогично. □ 

Для того чтобы введенная степень совместного 

действия k переменных была обобщением понятия 

степени взаимодействия n переменных остаётся до-

казать, что число 
,f k

 является инвариантом относи-

тельно действия группы Gn.  

Лемма 2. Справедливы следующие утвержде-

ния. 

(1) Группа Gn является группой симметрий бу-

лева куба nn как метрического пространства относи-

тельно метрики Хэмминга. 

(2) Группа Gn действует на множестве k-мерных 

граней (k-граней) булева куба nn  транзитивно. 

(3) Пусть 
n

t G  –  некоторый автоморфизм,  пе-

реводящий k-грань 
II

 в k-грань ,
J
,

J
 где  I, J – упоря-

доченные k-элементные подмножества из ,
n
,

n
 

n kn k  (он существует в силу п. (2) Леммы 2). 

Определим отображение 
,I

t  равенством 

1

, , ,
.

I J I
t p t p

1

.  Тогда 
,I

t  является изометрией 

булева куба kk относительно расстояния Хэмминга. 

Доказательство. (1) очевидно, так как любой 

автоморфизм булева куба nn  как графа является 

изометрией nn  относительно расстояния Хэмминга.  

Докажем (2). Хорошо известно, что группа Octn, кото-

рая, как отмечалось выше, изоморфна группа Gn  (см. 

п. 2 данной работы), действует транзитивно и просто 

на множестве флагов гиперкуба 0,1
n

n
K  [25]. Рас-

смотрим  k-элементное множество I и его дополне-

ние I  как наборы из ,
n
,

n
 упорядоченные по возрас-

танию. Тогда любой k-грани 
II

 и ее произвольной 

вершины  можно взаимно однозначно сопоста-

вить флаг гиперкуба .
n

K  (3) следует из п. (1) Леммы 1 

и п. (1) Леммы 2. □ 

Лемма 3. Пусть t – некоторый автоморфизм из 

группы Gn,  f – булева функция от n переменных. Если 

автоморфизм t переводит некоторую k-грань 
II

 на 

k-грань 
JJ

, где  I, J – упорядоченные k-элементные 

подмножества из , ,
n k

n
,

n
,

n k  то для булевой 

функции f t ff t  выполняются равенства 

(1) 
, ,

, I J
I f f
t C C

,JfJ
 

(2) 
, ,I J

f f ,JfJ
 для любого ,k ,k  где 

,It ,It  

(3) 
, ,I J

f f ,JfJ
 

Доказательство. (1) следует из определения 

биекции 
,
,

I
t  п. (4) Леммы 1 и очевидного равенства 

:
f f

t C C :
f

 
,, II f

t C
,

1

, , IJ I f
p t p C

1

, ,J f J fI I
p t C p t C t

J ,
p tt C t
JJ
p t C tp t C
J

,J f J
p C

,

.
Jf

C
,

.
JfJ

 Докажем (2). Пусть 
,
.

If
C  По 

п. (3) Леммы 2 отображение 
,I

t  является изомет-

рией куба kk . Следовательно, в случае 
,

1
If

C  для 

любого 
,
,

If
C  ,  имеем ,d  

, ,
( ( ) , ,

I I
d t t d ,  где 

,
( ),

I
t
,
( ),

I
t (
I
t  

,
( ),

I
t
,
( ),

I
(

I
t  

и при этом ..  Используя то, что 
,I

t  биекция 

,If
C  на 

,Jf
C

,JfJ
 (см. п. (3) Леммы 2 и п. (1) Леммы 3), по-

лучаем в  случае 
,

1
If

C  равенство множеств 
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, ,

, , , ,
I Jf f

d C d C
,JJ
, ,

JfJ
,

f
C

f
 а в 

случае 
,

1
If

C  получаем равенство 
,

1.
Jf

C
,

1
JfJ

 Таким 

образом, по Определению 0.2 получаем требуемое 

равенство 
, ,

.
I J
f f ,JfJ

.  Покажем справедли-

вость равенства (3). Поскольку 
,I

t  биекция булева 

куба kk  (см. п. (3) Леммы 2) из п. (2) Леммы 3 следует 

равенство 
,If

kk

,

,
Jf

k

,JfJ
,

k где 

,It ,It  для любого .
k
.

k
 Тогда из Определе-

ния 0.3 имеем 
, ,I J

f f ,JfJ
. □ 

Теорема 3. Для любой функции ,f  зависящей 

от n  переменных, и любого 1,2, ,k n  степень 

,f k
 инвариантна относительно действия группы Gn 

автоморфизмов булева куба .
n
.

n   

Доказательство. Пусть t – автоморфизм из 

группы Gn  и f t ff t . Тогда, очевидно, что t является 

перестановкой множества всех 2
k -элементных под-

множеств множества .
n
.

n  Кроме того, в силу п. (2) 

Леммы 2 отображение t переводит каждую 

k-грань булева куба nn  в некоторую k-грань  

этого куба. Следовательно, t является перестановкой 

множества всех k-граней этого куба. Поскольку  

каждая k-грань булева куба nn  имеет вид 
II

 для 

некоторого упорядоченного k-элементного множе-

ства I из 
nn
и набора ,

n k
,

n k  то по п. (3) Леммы 3 

имеем равенство 
,

, ,
I

n k

f n
I N I k

n k
 

,

, ,
J

n k

nf
J N J k

,JfJ
J

f
J

n k
. Используя Определе-

ние 2,  получаем 
, ,

.
f k f k

.
f k,

□ 

Пример 2. Приведём значения степени 
,f k

 

для булевых функций f от трёх переменных, у кото-

рых 
,3

0,
f f

но 
,2

1
f

 (см. Пример 1). Иначе 

говоря, рассмотрим значения степени совместного 

действия от меньшего числа переменных для тех 

булевых функций, для которых нет совместного 

действия всех переменных. Для классов 

1 2
,x x  

1 2 3
,x x x  

1 2 1 3
,x x x x  

1 2 1 3
,x x x x

1 2 2 3 1 3
x x x x x x  имеем: 1,2 ,I  

, 1 2
,

I
f x x  а 

условие 
I
x  для которого выполняется равен-

ство 
,,2
,

If f
 есть равенство 

3
0.x  Тогда 

,

2,
If

 

и, следовательно, 
,2

2.
f

 Для остальных классов 

1 2 1 2
,x x x x

1 2 1 2 3
,x x x x x

1 2 1 2 1 3
x x x x x x  

имеем: 1,2 ,I
, 1 2 1 2I
f x x x x , условие 

I
x  

для которого выполняется равенство 
,,2 If f
то же 

самое, но здесь 
,

1,
If

 и, значит, 
,2

1.
f

 

Таким образом, целочисленный инвариант 
,f k

 позволяет более точно классифицировать типы 

совместного действия, чем рассмотренный ранее 

аналогичный инвариант .
f

 

4. Заключение 

Принятая в эпидемиология как одна из воз-

можных концепций описания причинности теория 

достаточных причин для двухуровневых перемен-

ных имеет адекватный математический язык – тео-

рию булевых функций и булевых алгебр. Заложен-

ные в работах [13–18] основы этой формализации 

продолжаются в представленной работе, в которой 

построены аналоги понятий совместного действия 

всех факторов и степени совместного действия всех 

факторов в данном отклике, введенные в работах 

[16; 18]. Эти аналоги рассматривают понятие сов-

местного действия k факторов в отклике, зависящем 

от n k факторов и, как показано выше, для них вы-

полняются свойства, доказанные в работе [18] для 

совместного действия всех факторов в данном от-
клике. В частности, 

1. Сформулирован и доказан критерий наличия 

совместного действия k факторов, обобщающий со-

ответствующий критерий наличия совместного дей-

ствия всех n факторов, в терминах теории графов. 

2. Определено понятие степени совместного 

действия k факторов, которое обобщает понятие сте-

пени совместного действия всех факторов из работ 
[16; 18]. В частности, доказано, что присутствие сов-

местного действия k факторов, так же, как и значе-

ние степени совместного действия k факторов, инва-

риантны относительно группы всех автоморфизмов 

булева куба (или, что то же самое, симметрий гипер-

куба), размерность которого равна числу всех факто-

ров в данном эксперименте. Это означает, что поня-

тие совместного действия k факторов и степени сов-

местного действия корректно определены на орби-

тах действия группы всех автоморфизмов булева 

куба. Таким образом, каждая такая орбита (выше в 

тексте называемая классом) представляет собой не-

который специфический тип совместного действия. 

3. Доказан критерий наличия совместного дей-

ствия k факторов, формулируемый при помощи по-

нятия степени совместного действия k факторов, 

обобщающий соответствующий критерий для сов-

местного действия всех факторов.  
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В целом можно сказать, что булев формализм 

для бинарной теории достаточных причин является 

не только адекватным языком описания существу-

ющих понятий, но и тем математическим аппара-

том, который позволяет эффективно развивать эту 

теорию. 
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