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В тексте есть изредка встречаются вопросы/упражнения.
При первом чтении/прослушивании можно их пропускать,
но полезно к ним вернуться позже и попробовать найти
ответ/решение!
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Осталось понять, для чего это понятие может быть полезно.

В этих слайдах рассказывается о применении энтропии
в задаче сжатия информации без потерь.
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Адмирал Нельсон был убит в этой битве.

Под началом Нельсона было 27 линейных кораблей, 4 фрегата
и 2 шлюпа. Как он командовал своим флотом?
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Команды передавались с флагманского линкора «Victory»
с помощью сигнальных флагов (их поднимали на канате,
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На картинке показан знаменитый приказ Нельсона
ENGLAND EXPECTS THAT EVERY MAN WILL DO HIS DUTY
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say to the fleet, ENGLAND CONFIDES THAT EVERY MAN WILL
DO HIS DUTY’ and he added ’You must be quick, for I have one
more to make which is for close action.’ I replied, ’If your Lordship
will permit me to substitute the CONFIDES for EXPECTS
the signal will soon be completed, because the word EXPECTS
is in the vocabulary, and CONFIDES must be spelt.’ His Lordship
replied, in haste, and with seeming satisfaction, ’That will do,
Pasco, make it directly.’
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Эта идея была применена еще в классическом коде Морзе
(Морзе пересчитал литеры в наборной кассе типографии):
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«Лучшие идеи приходят из университетов, из мест, полных
молодостью, знаниями и свободой» – Эрик Шмидт,
генеральный директор компании Google в 2001–2011 гг.
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Действительно, мы просто читаем слово y слева направо,
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Итак, префиксность – достаточное условие для возможности
однозначного декодирования, но не необходимое.

Необходимое и достаточное условие возможности однозначного
декодирования известно (алгоритм Сардинаса–Паттерсона,
1953), но мы не будем его обсуждать, поскольку докажем,
что для нужд задач сжатия без потери информации
префиксных кодов в некотором (точном) смысле хватает.
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Этот аргумент становится наглядным, если визуализировать
слова из X+ как пути из корня в полном d -ичном дереве.
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Домножая (⋆) на d s , получим
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ks 6 d s−k1d
s−1−· · ·−ks−1d = (. . . ((d−k1)d−k2)d−· · ·−ks−1)d .
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С учетом этой теоремы, будем далее именовать неравенство (∗)
неравенством Крафта–Макмиллана.

Обратная теорема к теореме Макмиллана тоже верна, но мы ее
не формулируем потому что она содержится в теореме Крафта.
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в интервале 0 < x < d−1. Действительно, Q(0)− 1 = −1,
а поскольку функция Q(x)− 1 непрерывна, при переходе
от отрицательных значений к положительным она должна
принять нулевое значение. Если корней в интервале
0 < x < d−1 нет, то Q(x)− 1 < 0 при всех 0 6 x < d−1,
откуда Q(d−1)− 1 6 0, т.е.
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С другой стороны, по теореме Крафта неравенство (∗)
гарантирует существование над X префиксного кода из n слов
с длинами ℓ1, . . . , ℓn.
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с длинами ℓ1, . . . , ℓn.



Точность нижней оценки, продолжение

Заметим, что по выбору чисел ℓi верны двойные неравенства

−
log pi
log d

6 ℓi < −
log pi
log d

+ 1.



Точность нижней оценки, продолжение

Заметим, что по выбору чисел ℓi верны двойные неравенства

−
log pi
log d

6 ℓi < −
log pi
log d

+ 1.

Умножая каждое из них на pi и складывая, получаем

H

log d
6 L <

H

log d
+

n
∑

i=1

pi =
H

log d
+ 1.



Точность нижней оценки, продолжение

Заметим, что по выбору чисел ℓi верны двойные неравенства

−
log pi
log d

6 ℓi < −
log pi
log d

+ 1.

Умножая каждое из них на pi и складывая, получаем

H

log d
6 L <

H

log d
+

n
∑

i=1

pi =
H

log d
+ 1.

Возьмем произвольное натуральное m и применим описанное
построение к алфавиту Am, знаки которого – m-ки знаков из A.



Точность нижней оценки, продолжение

Заметим, что по выбору чисел ℓi верны двойные неравенства

−
log pi
log d

6 ℓi < −
log pi
log d

+ 1.

Умножая каждое из них на pi и складывая, получаем

H

log d
6 L <

H

log d
+

n
∑

i=1

pi =
H

log d
+ 1.

Возьмем произвольное натуральное m и применим описанное
построение к алфавиту Am, знаки которого – m-ки знаков из A.
Вспомним: H(Y ,Z ) = H(Y ) + H(Z ) при независимых Y и Z .



Точность нижней оценки, продолжение

Заметим, что по выбору чисел ℓi верны двойные неравенства

−
log pi
log d

6 ℓi < −
log pi
log d

+ 1.

Умножая каждое из них на pi и складывая, получаем

H

log d
6 L <

H

log d
+

n
∑

i=1

pi =
H

log d
+ 1.

Возьмем произвольное натуральное m и применим описанное
построение к алфавиту Am, знаки которого – m-ки знаков из A.
Вспомним: H(Y ,Z ) = H(Y ) + H(Z ) при независимых Y и Z .
Поэтому энтропия Am равна mH.



Точность нижней оценки, продолжение

Заметим, что по выбору чисел ℓi верны двойные неравенства

−
log pi
log d

6 ℓi < −
log pi
log d

+ 1.

Умножая каждое из них на pi и складывая, получаем

H

log d
6 L <

H

log d
+

n
∑

i=1

pi =
H

log d
+ 1.

Возьмем произвольное натуральное m и применим описанное
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Поэтому энтропия Am равна mH. Отсюда

mH

log d
6 Lm <

mH

log d
+ 1.

Индекс m у средней длины появился потому, что при каждом
m возникает свой код со своей средней длиной кодовых слов.
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Но Lm
m

есть не что иное, как средняя длина кодового слова
в расчете на один знак из A. Ведь мы кодируем m-ки знаков
и Lm – это средняя длина кодового слова для m-ки.
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