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Ââåäåíèå

1. Àêòóàëüíîñòü òåìû è îáçîð ðåçóëüòàòîâ,

ïðåäøåñòâóþùèõ äèññåðòàöèè

Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé îáùåé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ èçó-

÷åíèå ìíîãîîáðàçèé àëãåáð. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè-

÷åñòâî ìîíîãðà�èé è îáçîðíûõ ñòàòåé. Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó, îòìåòèì

çäåñü, íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [3, 10, 11, 16, 35℄. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå âíè-

ìàíèå óäåëÿåòñÿ êàê èññëåäîâàíèþ ìíîãîîáðàçèé óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð,

òàê è ðàññìîòðåíèþ ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ òèïîâ àëãåáð �

ãðóïï, ïîëóãðóïï, êîëåö, ðåøåòîê è äð. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãîîáðàçèé

àëãåáð îäíîãî è òîãî æå òèïà îáðàçóåò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ.

Èññëåäîâàíèå ýòîé ðåøåòêè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé

èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå ðåøåòîê ìíîãîîáðàçèé

åñòåñòâåííî âïèñûâàåòñÿ â áîëåå îáùèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàññìîòðåíè-

åì ïðîèçâîäíûõ ðåøåòîê àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ � òàêèõ, êàê ðåøåòêè

ïîäàëãåáð, êîíãðóýíöèé è ò.ï. (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [13, 52, 57℄ è îá-

çîð [44℄).

Â ÷àñòíîñòè, ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà àêòèâíî èçó÷àåòñÿ ðå-

øåòêà ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SEM.

×èñëî ðàáîò, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåííûõ ýòîé ðåøåòêå, â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ èñ÷èñëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè ñîòíÿìè. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

íà íà÷àëüíîì ýòàïå èçó÷åíèÿ ðåøåòêè SEM, ïðèâåäåíû â îáçîðàõ [1, 24℄.

Îáçîð áîëåå ïîçäíèõ èññëåäîâàíèé ïî ìíîãîîáðàçèÿì ïîëóãðóïï äàåòñÿ â

ñòàòüÿõ [18�20, 64℄. Ìîæíî îòìåòèòü åùå îáçîðû [36, 54℄. Â íèõ ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ (à â [54℄ � è äðóãèå êëàññû) ðàçëè÷íûõ òèïîâ àëãåáð,

ñðåäè êîòîðûõ ïîëóãðóïïû çàíèìàþò âèäíîå ìåñòî. Îáçîð [18℄ ïîñâÿùåí ðå-

øåòî÷íîìó íàïðàâëåíèþ â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï è îòðàæàåò åãî

ñîñòîÿíèå, áëèçêîå ê ñîâðåìåííîìó. Íå òàê äàâíî âûøåë åùå îäèí îáçîð [61℄,

ïîñâÿùåííûé íå âñåé ðåøåòêå SEM, à òîëüêî åå ñïåöèàëüíûì ýëåìåíòàì.

Íà ýòîì �îíå ðåçêèì êîíòðàñòîì âûãëÿäèò êðàéíå íåçíà÷èòåëüíîå ÷èñ-

ëî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ðåøåòêà âñåõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, êî-

òîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MON (ãîâîðÿ î ìíîãîîáðàçèÿõ ìîíîè-

äîâ, ìû èìååì â âèäó, ÷òî 0-àðíàÿ îïåðàöèÿ, âûäåëÿþùàÿ åäèíèöó, âõîäèò

â ñèãíàòóðó). Ïî ñóùåñòâó, ìîæíî íàçâàòü âñåãî íåñêîëüêî ðàáîò, ïîëíî-

ñòüþ èëè â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ïîñâÿùåííûõ ýòîé ðåøåòêå. Ïðåæäå ÷åì

ïðèñòóïèòü ê ïåðå÷èñëåíèþ ýòèõ ðàáîò ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ðå-

øåòêà SEM èçó÷åíà äîñòàòî÷íî õîðîøî ïî ñðàâíåíèþ ñ MON, â ïðîöåññå

èçëîæåíèÿ ìû áóäåì ïîñòîÿííî îãëÿäûâàòüñÿ íà ðåøåòêó SEM, ñðàâíèâàÿ

ìîíîèäíûå ðåçóëüòàòû ñ èõ ïîëóãðóïïîâûìè àíàëîãàìè. Ìû óâèäèì, ÷òî

íåñìîòðÿ íà áëèçîñòü äâóõ àëãåáð � ïîëóãðóïï è ìîíîèäîâ, à òàêæå òîò

ëåãêî ïðîâåðÿåìûé �àêò, ÷òî MON èçîìîð�íî âêëàäûâàåòñÿ â SEM (ñì.

ïðåäëîæåíèå 1.1 íèæå), óæå ñ ñàìûõ ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðåøåòêå

MON, íà÷èíàåò ïðîñëåæèâàòüñÿ ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà ìåæäó ñâîéñòâàìè

ýòîé ðåøåòêè è ðåøåòêè SEM. Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû åùå íå ðàç óáå-

äèìñÿ â òîì, ÷òî îäíà è òà æå ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ðåøåòîê SEM è MON
çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. ×òîáû ñäåëàòü
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êàðòèíó áîëåå ïîëíîé, îòìåòèì, ÷òî âñòðå÷àþòñÿ è ïðîòèâîïîëîæíûå ñè-

òóàöèè, êîãäà ñâîéñòâà ðåøåòîê SEM è MON îêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûìè.

Îäíà èç ïðè÷èí òàêèõ àíàëîãèé óêàçàíà â � 1 äèññåðòàöèè ïîñëå ïðåäëîæå-

íèÿ 1.1.

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâîé ñòàòüåé î ðåøåòêå MON ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà

Ò.Õèäà [30℄. Â íåé äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ðåøåòêè êîììóòàòèâíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ

ñ÷åòíîé è äèñòðèáóòèâíîé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ðåøåòêà ìíîãîîá-

ðàçèé êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï òàêæå ñ÷åòíà (Ï.Ïåðêèíñ [47℄), íî íå óäî-

âëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëüíîìó ðåøåòî÷íîìó òîæäåñòâó (Ñ.Áàððèñ

è Ý.Íåëüñîí [22℄).

Â ðàáîòå Ä.Ïîëëàêà [49℄ èçó÷àåòñÿ ñâîéñòâî ïîêðûâàåìîñòè â ðåøåòêàõ

ìíîãîîáðàçèé àëãåáð ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â ÷àñòíîñòè, â íåé óêàçàí ïðèìåð

ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ, íå èìåþùåãî ïîêðûòèé â ðåøåòêåMON. Ýòîò �àêò
êîíòðàñòèðóåò ñ äîêàçàííûì À.Í.Òðàõòìàíîì â [15℄ ðåçóëüòàòîì î òîì, ÷òî

âñÿêîå ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï (ò.å. ìíîãîîáðàçèå, îòëè÷íîå îò

ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïîëóãðóïï) èìååò ïîêðûòèå â ðåøåòêå SEM.

Òðåòüåé ðàáîòîé, â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ïîñâÿùåííîé ðåøåòêå MON,
ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Ø.Âèñìàò [66℄. Â íåé äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ðåøåòîê

ìíîãîîáðàçèé è ïñåâäîìíîãîîáðàçèé èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ. Îòìåòèì,

÷òî ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé èäåìïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï ïîëíîñòüþ îïèñà-

íà íàìíîãî ðàíüøå íåçàâèñèìî À.Ï.Áèðþêîâûì [4℄, ×.Ôåíìîðîì [25℄ è

Äæ.�åðõàðäîì [26℄.

Ñòàòüè [30, 49, 66℄, ïî-âèäèìîìó, èñ÷åðïûâàþò ñïèñîê ðàáîò, ïîëíîñòüþ

èëè â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ïîñâÿùåííûõ ðåøåòêå MON, îïóáëèêîâàííûõ
äî 2018 ã. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îòìåòèì òîëüêî åùå ñòàòüè [59,67℄, ïîñâÿ-

ùåííûå íå ðåøåòêåMON, à ðåøåòêàì ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ ñ íåêîòîðûìè

äîïîëíèòåëüíûìè óíàðíûìè îïåðàöèÿìè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñèòóàöèÿ íà÷àëà ïîñòåïåííî ìåíÿòüñÿ. Â ðàáîòàõ ðÿ-

äà àâòîðîâ (â ïåðâóþ î÷åðåäü, Ì.Äæåêñîíà è Ý.Ëè), ïîñâÿùåííûõ â îñíîâ-

íîì èçó÷åíèþ òîæäåñòâ â ìîíîèäàõ, ïîÿâëÿþòñÿ è ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëü-

òàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåøåòêàì ìíîãîîáðàçèé (ñì., íàïðèìåð, [31,38�42,68℄).

Â îñíîâíîì îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïèñàíèå ðåøåòîê ïîäìíîãîîáðàçèé

íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Â ÷àñòíîñòè, â [38℄ ïîñòðî-

åí ïåðâûé, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ ñ íåìî-

äóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. À â íåäàâíåé ñòàòüå Ì.Äæåêñîíà è

Ý.Ëè [32℄ ïîëó÷åí óæå íåêîòîðûé ðåçóëüòàò î ðåøåòêå ìíîãîîáðàçèé ìîíî-

èäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèé íåñîìíåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. À èìåííî,

â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåíû ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ X è Y òàêèå, ÷òî ðåøåò-

êè èõ ïîäìíîãîîáðàçèé êîíå÷íû, à ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé èõ îáúåäè-

íåíèÿ X ∨ Y êîíòèíóàëüíà è íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè.

Áîëåå òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâ ðàáîòû [32℄ ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ðå-

øåòêà íå óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè. Òåì ñàìûì, ïîêàçàíî,

÷òî â êëàññå ðåøåòîê ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ êîíå÷íîñòü

ðåøåòêè, óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè è óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè íå çàìêíóòû

îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Ñîâñåì íåäàâíî àâòîðîì äèññåð-

òàöèè â [9℄ áûë àíîíñèðîâàí åùå îäèí ïðèìåð ìíîãîîáðàçèé X è Y ñ óêà-
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çàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì â ïðèìåðå èç [9℄, â îòëè÷èå îò ïðèìåðà

èç [32℄, ìíîãîîáðàçèå X∨Y ïîêðûâàåò îäíî èç ìíîãîîáðàçèé X è Y. Òàêèì

îáðàçîì, â óêàçàííîì âûøå êëàññå ðåøåòîê êîíå÷íîñòü ðåøåòêè, óñëîâèå

ìàêñèìàëüíîñòè è óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè íå çàìêíóòû åùå è îòíîñèòåëüíî

ïåðåõîäà ê ïîêðûòèÿì. Ýòîò ðåçóëüòàò àâòîðà íå âêëþ÷åí â äèññåðòàöèþ,

òàê êàê îí ïîêà íå îïóáëèêîâàí. Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëó-

ãðóïï îòâåòû íà âîïðîñû, àíàëîãè÷íûå îáñóæäàåìûì ñåé÷àñ, îòíîñèòåëüíî

êîíå÷íîñòè è óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè îòðèöàòåëüíû (Ì.Â.Ñàïèð [50℄), à îò-

íîñèòåëüíî óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè íåèçâåñòíû (ñîîòâåòñòâóþùèé âîïðîñ

ñ�îðìóëèðîâàí â [18, âîïðîñ 10.2℄).

Ïîäâåäåì èòîãè. �åøåòêå ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ äî ïîñëåäíåãî âðåìå-

íè óäåëÿëîñü íåçàñëóæåííî ìàëî âíèìàíèÿ. �åçóëüòàòû îá ýòîé ðåøåòêå

íîñèëè �ðàãìåíòàðíûé õàðàêòåð. Ñèñòåìàòè÷åñêè ðåøåòêà MON äî íàñòî-

ÿùåãî âðåìåíè íå èññëåäîâàëàñü, è äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé

ïîïûòêîé çàïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

äèññåðòàöèè

Ïðè èçó÷åíèè ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿ-

ëîñü ðàññìîòðåíèþ îãðàíè÷åíèé, �îðìóëèðóþùèõñÿ â òåðìèíàõ òîæäåñòâ

(ñì. [18, �11℄). Ïîýòîìó èçó÷åíèå ðåøåòêè MON åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ ðàñ-

ñìîòðåíèÿ òàêîãî òèïà îãðàíè÷åíèé, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàøåé ðàáîòû.

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè âûøå, ðåøåòêà MON íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé.

Îäíàêî äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå áûëî èçâåñòíî, óäîâëåòâîðÿåò ëè ýòà ðå-

øåòêà êàêîìó-ëèáî íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó. Ïåðâûé èç îñíîâíûõ ðå-

çóëüòàòàòîâ äàííîé äèññåðòàöèè äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ

(ñì. òåîðåìó 2.1 è ñëåäñòâèå 2.2 íèæå).

Îáñóäèì ýòîò ðåçóëüòàò ïîäðîáíåå. Ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ íàçûâàåòñÿ

íàäêîììóòàòèâíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâ-

íûõ ìîíîèäîâ. ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðà-

çèé ìîíîèäîâ îáðàçóåò ïîäðåøåòêó â ðåøåòêå âñåõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ,

êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç OC. Êàê è â ñëó÷àå ïîëóãðóïï, ðåøåòêà

MON ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì ðåøåòêè OC è ðåøåòêè ïåðè-

îäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ò.å. ìíîãîîáðàçèé, ñîñòîÿùèõ èç ïåðèîäè÷åñêèõ

ìîíîèäîâ). Â äàííîé äèññåðòàöèè äîêàçàíî îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ òîæ-

äåñòâ â ðåøåòêå OC, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îòñóòñòâèå íåòðèâèàëü-

íûõ òîæäåñòâ âî âñåé ðåøåòêå MON. Îòìåòèì, ÷òî, êàê ïîêàçàëà íåäàâíî

È.À.Ìèõàéëîâà, ðåøåòêà ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ òàêæå íå

óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó (íå îïóáëèêîâàíî).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðå-

øåòêå ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï áûëî äîêàçàíî åùå â 1971 ã. â äâóõ ðàáîòàõ

Ñ.Áàððèñà è Ý.Íåëüñîí [22, 23℄. ×òî êàñàåòñÿ ðåøåòêè íàäêîììóòàòèâíûõ

ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, òî â ñòàòüå [63℄ Ì.Â.Âîëêîâûì áûëî äàíî îïèñà-

íèå ýòîé ðåøåòêè â òåðìèíàõ ðåøåòîê êîíãðóýíöèé óíàðíûõ àëãåáð íåêî-

òîðîãî ñïåöèàëüíîãî òèïà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç óêàçàííîãî ðåçóëüòà-

òà, â ýòîé ñòàòüå áûë äîêàçàí ïîëóãðóïïîâîé àíàëîã íàøåãî ðåçóëüòàòà, à
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èìåííî òîò �àêò, ÷òî ðåøåòêà âñåõ íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëó-

ãðóïï íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó. Îòñóòñòâèå

íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðåøåòêàõ íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé êàê

â ïîëóãðóïïîâîì, òàê è â ìîíîèäíîì ñëó÷àÿõ � îäèí èç íåìíîãèõ ïðèìåðîâ

ñèòóàöèé, êîãäà ñâîéñòâà ðåøåòîê SEM è MON àíàëîãè÷íû.

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðåøåò-

êå MON åñòåñòâåííî íà÷àòü èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ ñ ìîäóëÿð-

íîé èëè äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Äëÿ ðåøåòêè SEM
àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû Ò.Ýâàíñîì â 1971 ã. [24℄ è

Ë.Í.Øåâðèíûì â 1979 ã. [12, çàäà÷à 2.60à℄ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðåøåíèÿ

ïåðâîé èç ýòèõ ïðîáëåì ïîòðåáîâàëîñü áîëåå äâàäöàòè ëåò óñèëèé ðÿäà ìà-

òåìàòèêîâ. Îêîí÷àòåëüíî îíà áûëà ðåøåíà Ì.Â.Âîëêîâûì â íà÷àëå 1990-õ

ãîäîâ (ñì. [7℄, à òàêæå [18, ðàçäåë 11.1℄). Ïàðàëëåëüíî ñ ðåøåíèåì ïðîáëå-

ìû Ýâàíñà, Ì.Â.Âîëêîâ çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóëñÿ è â ðåøåíèè ïðîáëåìû

Øåâðèíà è îïèñàë ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé

ïîäìíîãîîáðàçèé â î÷åíü øèðîêîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðî-

áëåìà Øåâðèíà îñòàåòñÿ íå ðåøåííîé äî ñèõ ïîð (áîëåå ïîäðîáíûå êîììåí-

òàðèè ñì. â [18, ðàçäåë 11.3℄). Ïîñêîëüêó ðåøåòêà MON ïîêà èçó÷åíà ñëàáî,

òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà ðåøåíèå çàäà÷è îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ

ñ ìîäóëÿðíîé èëè äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé â áëèæàéøåå

âðåìÿ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòå-

ñòâåííûì ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíîå óñèëåíèå òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè,

à èìåííî � ñâîéñòâî áûòü öåïüþ. Ìíîãîîáðàçèå, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðà-

çèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, ïðèÿòî íàçûâàòü öåïíûì. Äëÿ áîëüøèíñòâà

êëàññè÷åñêèõ òèïîâ àëãåáð çàäà÷à îïèñàíèÿ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ðåøåíà

35�40 è áîëåå ëåò íàçàä. Â ÷àñòíîñòè, íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ

ïîëóãðóïï îïèñàíû Å.Â.Ñóõàíîâûì â 1982 ã. [14℄ (ñì. ðèñ. 3 íà ñòð. 92),

à ëîêàëüíî êîíå÷íûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï � Â.À.Àðòàìîíîâûì â

1978 ã. [2℄. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ ïðîèçâîëüíûõ öåïíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé ãðóïï ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíî ñëîæíîé. Ýòî âûòåêàåò èç ðå-

çóëüòàòîâ Ï.À.Êîæåâíèêîâà [37℄, ñîãëàñíî êîòîðûì ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì

ïåðèîäè÷åñêèõ íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï, ðåøåòêà ïîä-

ìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 3-ýëåìåíòíîé öåïüþ.

Îòäåëüíûå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ ïî-

ÿâëÿëèñü â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ (ñì., â ÷àñòíîñòè, [31, 38, 41℄). Îäíàêî ñèñòåìàòè÷åñêè öåïíûå ìíîãî-

îáðàçèÿ ìîíîèäîâ äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå èçó÷àëèñü. Â äàííîé äèññåðòà-

öèè ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ

(ñì. òåîðåìó 3.1 è ñëåäñòâèå 3.34 íèæå).

Ìèíèìàëüíûå íåöåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïî÷òè öåïíû-

ìè. Â [14, ñëåäñòâèå 2℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âñÿêîå íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãîîá-

ðàçèå ïîëóãðóïï ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì ìíîãîîá-

ðàçèè, à âñÿêîå íåãðóïïîâîå íå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ñîäåðæèò

íåêîòîðîå ïî÷òè öåïíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Â ñëó÷àå ìîíîèäîâ íè îäíî èç

ýòèõ óòâåðæäåíèé ìåñòà íå èìååò (ñì. ðèñ. 2 íà ñòð. 91 è ñëåäñòâèå 3.37

íèæå).

Â [14℄ íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï îïèñàíû äâóìÿ ñïî-
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ñîáàìè: íà ÿçûêå òîæäåñòâ è íà ÿçûêå ìèíèìàëüíûõ çàïðåùåííûõ ïîä-

ìíîãîîáðàçèé. Âòîðîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ñîñòîèò â óêàçàíèè ïîëíîãî ñïèñêà

íåãðóïïîâûõ ïî÷òè öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï. Ýòî äåéñòâèòåëüíî

äàåò õàðàêòåðèçàöèþ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïîñêîëüêó, â ñèëó óïîìÿíóòî-

ãî âûøå ñëåäñòâèÿ 2 èç [14℄, íåãðóïïîâîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ

öåïíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïî÷òè öåï-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Èç ñêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì àáçàöå âûòåêàåò, ÷òî â

ñëó÷àå ìîíîèäîâ ýòîò ñïîñîá îïèñàíèÿ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé íåâîçìîæåí.

Ïîýòîìó ïî÷òè öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ íèæå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì åùå íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé,

ñâÿçàííûõ ñ òîæäåñòâàìè äèñòðèáóòèâíîñòè è ìîäóëÿðíîñòè. �å÷ü èäåò î

ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ â ðåøåòêå MON. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ òåõ òèïîâ

ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò âîçíèêàòü â äàííîé ðàáîòå. Ýëåìåíò

x ðåøåòêè L íàçûâàþò

íåéòðàëüíûì, åñëè ∀ y, z ∈ L : (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x)

= (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x);

êîñòàíäàðòíûì, åñëè ∀ y, z ∈ L : (x ∧ y) ∨ z = (x ∨ z) ∧ (y ∨ z);

êîäèñòðèáóòèâíûì, åñëè ∀ y, z ∈ L : x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

ìîäóëÿðíûì, åñëè ∀ y, z ∈ L : y ≤ z −→ (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ y;

âåðõíåìîäóëÿðíûì, åñëè ∀ y, z ∈ L : y ≤ x −→ x ∧ (y ∨ z) = y ∨ (x ∧ z).

Íèæíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ äâîéñòâåííî ê âåðõíåìîäóëÿð-

íûì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíò x ∈ L íåéòðàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ âñåõ y, z ∈ L ïîäðåøåòêà â L, ïîðîæäåííàÿ x, y è z, äèñòðè-
áóòèâíà (ñì., íàïðèìåð, [28, òåîðåìà 254℄). Íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû èãðàþò

âàæíóþ ðîëü â îáùåé òåîðèè ðåøåòîê. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ

íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L ðàçëî-

æèìà â ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãëàâíîãî èäåàëà è ãëàâíîãî �èëüòðà, ïî-

ðîæäåííûõ ýëåìåíòîì a (ñì, íàïðèìåð, [28, òåîðåìà 254℄). Òàêèì îáðàçîì,

çíàíèå íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñòðîåíèè ýòîé

ðåøåòêè â öåëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íèæíåìî-

äóëÿðåí è êîñòàíäàðòåí îäíîâðåìåííî; âñÿêèé êîñòàíäàðòíûé ìîäóëÿðåí;

âñÿêèé êîäèñòðèáóòèâíûé âåðõíåìîäóëÿðåí. Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî

âñÿêèé êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò êîäèñòðèáóòèâåí (ñì., íàïðèìåð, [28, òåîðå-

ìà 253℄). Íåêîòîðóþ èí�îðìàöèþ î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ â ïðîèçâîëüíûõ

ðåøåòêàõ ìîæíî íàéòè â [28, ðàçäåë III.2℄ è [53, ãëàâà 1℄.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíî ìíîãî èíòåðåñíûõ è ãëóáîêèõ ðåçóëü-

òàòîâ î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ ðåøåòêè SEM (ñì. îáçîðû [18, � 14℄ è [61℄,

à òàêæå íåäàâíèå ðàáîòû [29, 55, 56, 58, 62℄). Â ÷àñòíîñòè, íåéòðàëüíûå ýëå-

ìåíòû ðåøåòêè SEM áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû Ì.Â.Âîëêîâûì â [65, ïðåä-

ëîæåíèå 4.1℄, à Á.Ì.Âåðíèêîâ â [6, òåîðåìà 1.3℄ äîêàçàë, ÷òî ìíîãîîáðà-

çèå ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ êîñòàíäàðòíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè SEM òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîé ðåøåòêè.

Êîäèñòðèáóòèâíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè SEM èçó÷àëèñü â ðàáîòå [6℄, à âåðõ-

íåìîäóëÿðíûå � â ðàáîòàõ [5, 60℄.
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Ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè MON äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èçó-

÷àëèñü. Â äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïèñàíû íåéòðàëüíûå è êîñòàíäàðòíûå

ýëåìåíòû ýòîé ðåøåòêè (òåîðåìû 4.1 è 4.2 íèæå). Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî â

îòëè÷èå îò ðåøåòêè SEM, â ðåøåòêåMON ñâîéñòâà áûòü íåéòðàëüíûì è êî-

ñòàíäàðòíûì ýëåìåíòîì íå ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, íàìè ïîëó÷åíà ñóùå-

ñòâåííàÿ èí�îðìàöèÿ î êîäèñòðèáóòèâíûõ è âåðõíåìîäóëÿðíûõ ýëåìåíòàõ

ýòîé ðåøåòêè (ïðåäëîæåíèÿ 4.3 è 4.4 íèæå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçî-

âàòü ýòè ðåçóëüòàòû, íàïîìíèì, ÷òî, êàê è â ïîëóãðóïïîâîì ñëó÷àå, ìíîãî-

îáðàçèå ìîíîèäîâ íàçûâàþò âïîëíå ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî ñîñòîèò èç âïîëíå

ðåãóëÿðíûõ ìîíîèäîâ (îáúåäèíåíèé ãðóïï). Íàìè äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ñîá-

ñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ (ò.å. ìíîãîîáðàçèå, îòëè÷íîå îò ìíîãîîá-

ðàçèÿ âñåõ ìîíîèäîâ), ÿâëÿþùååñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè

MON, ëèáî êîììóòàòèâíî, ëèáî âïîëíå ðåãóëÿðíî (ïðåäëîæåíèå 4.3). Ïðè

ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî âñÿêîå êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ ÿâëÿåòñÿ

êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON (ïðåäëîæåíèå 4.4). Ïîñêîëü-

êó âñÿêèé êîäèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò âåðõíåìîäóëÿðåí, ïðåäëîæåíèÿ 4.3

è 4.4 ïîëíîñòüþ ñâîäÿò èçó÷åíèå âåðõíåìîäóëÿðíûõ è êîäèñòðèáóòèâíûõ

ýëåìåíòîâ ðåøåòêè MON ê âïîëíå ðåãóëÿðíîìó ñëó÷àþ. Â ýòîì ñëó÷àå çà-

äà÷è ïîëíîãî îïèñàíèÿ êîäèñòðèáóòèâíûõ è âåðõíåìîäóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ

ðåøåòêè MON îñòàþòñÿ äî ñèõ ïîð îòêðûòûìè (êàê è àíàëîãè÷íûå çàäà÷è

äëÿ ðåøåòêè SEM), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåêîòîðûìè îáúåêòèâíûìè òðóäíîñòÿ-

ìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ìîäóëÿðíà, íî íå

äèñòðèáóòèâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèò 5-ýëåìåíòíóþ ìîäóëÿðíóþ,

íî íå äèñòðèáóòèâíóþ ïîäðåøåòêó. ßñíî, ÷òî ïîïàðíî íåñðàâíèìûå ýëå-

ìåíòû ýòîé ïîäðåøåòêè íå ÿâëÿþòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûìè ýëåìåíòàìè ðå-

øåòêè MON. Ìû âèäèì, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ

ðåøåòêè MON òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ñ äèñ-

òðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò ðà-

áîòû [37℄ î ñóùåñòâîâàíèè êîíòèíóóìà ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï

ñ 3-ýëåìåíòíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà-

÷à ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíà äàæå â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, çà-

äà÷à îïèñàíèÿ êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè MON òàêæå ÿâëÿåòñÿ

÷ðåçâû÷àéíî òðóäíîé. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î çàäà÷å îïèñàíèÿ âåðõíåìî-

äóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ðåøåòêè, ïîñêîëüêó êëàññ âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ

âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå åå êîäèñòðèáóòèâíûå ýëåìåíòû.

Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, ñ�îðìóëèðóåì ÿâíî çàäà÷è, ðåøåíèþ êîòîðûõ

ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ:

1) âûÿñíèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ êàêîìó-

ëèáî íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó;

2) îïèñàòü öåïíûå íåãðóïïîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ;

3) îïèñàòü íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ;

4) îïèñàòü êîñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû òîé æå ðåøåòêè.
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3. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü,

íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû â òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ìíîãîîáðàçèé. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

â äèññåðòàöèè, çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò êðóã íàøèõ çíàíèé î ñòðîåíèè ðå-

øåòêè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè

çàäà÷ ïîòðåáîâàëîñü íàéòè êðèòåðèè âûïîëíèìîñòè òîæäåñòâà (ò.å. ðåøèòü

ïðîáëåìó ðàâåíñòâà ñëîâ) â öåëîì ðÿäå êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîè-

äîâ. Äëÿ ýòîãî â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà öåëîì ðÿäå

ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ êîìáèíàòîðèêîé ñëîâ (k-ðàçëîæåíèå ñëîâà, k-áëîêè
è k-ðàçäåëèòåëè ñëîâà, ãëóáèíà áóêâû â ñëîâå è äð.). Ýòè ïîíÿòèÿ ââåäåíû

è èçó÷åíû â äèññåðòàöèè (ðàññìîòðåíèþ èõ ñâîéñòâ ïîñâÿùåí ðàçäåë 1.2),

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë ýòîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ìíîãîîáðà-

çèé ìîíîèäîâ äàëåêî íå èñ÷åðïàí çàäà÷àìè, ðàññìîòðåííûìè â äèññåðòà-

öèè. Îí ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì êàê ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ çàäà÷,

ñâÿçàííûõ ñ ðåøåòêîé ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, òàê è ïðè èçó÷åíèè âîïðî-

ñîâ î êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ìîíîèäîâ.

4. Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû,

òåîðèè ðåøåòîê è êîìáèíàòîðèêè ñëîâ.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíè-

åì íàó÷íî-îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ñ îïîðîé íà îñíîâîïîëàãàþùèå òåîðåòè-

÷åñêèå ïîëîæåíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè, íà �óíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû ïî

òåîðèè ïîëóãðóïï, òåîðèè ðåøåòîê è òåîðèè ìíîãîîáðàçèé, èñïîëüçîâàíèåì

îáùåàëãåáðàè÷åñêèõ è ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òåîðèè

ïîëóãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, òåîðèè ðåøåòîê è êîìáèíàòîðèêè ñëîâ.

5. Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ:

1) óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðåøåòêå íàä-

êîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, à çíà÷èò, è â ðåøåòêå âñåõ

ìîíîèäíûõ ìíîãîîáðàçèé; îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [69℄;

2) ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ;

îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [71℄;

3) ïîëíîå îïèñàíèå íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé

ìîíîèäîâ; îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [70℄;

4) ïîëíîå îïèñàíèå êîñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ òîé æå ðåøåòêè; îïóáëè-

êîâàíî â ñòàòüå [70℄.
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6. Àïðîáàöèÿ è ïóáëèêàöèè

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí�å-

ðåíöèè ¾�ðóïïû è ãðà�û, àëãîðèòìû è àâòîìàòû¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2015),

Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾�ðóïïû è ãðà�û, ìåòðèêè è ìíîãîîá-

ðàçèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2017), Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ìàëüöåâ-

ñêèå ÷òåíèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2017), Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé øêîëå-

êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé¿ (Åêà-

òåðèíáóðã, 2018), 56-é ëåòíåé øêîëå ïî àëãåáðå è óïîðÿäî÷åííûì ìíîæå-

ñòâàì (Øïèíäëåðóâ Ìëûí, ×åõèÿ, 2018). Êðîìå òîãî, âñå ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Åêàòåðèíáóðãñêîì ñåìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå

ñèñòåìû¿ (2016�2019).

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ñåìü ðàáîò [69�75℄. Èç íèõ òðè ðà-

áîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ [69�71℄. Îäíà ðàáîòà íàïè-

ñàíà ñîâìåñòíî  Á.Ì.Âåðíèêîâûì [71℄. Â ýòîé ðàáîòå ïîñòàíîâêà çàäà÷è,

óêàçàíèå íà îñíîâíûå èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà è óñîâåðøåíñòâîâàíèå

ïåðâîíà÷àëüíîãî âàðèàíòà èçëîæåíèÿ ïðèíàäëåæàò Á.Ì.Âåðíèêîâó, à ñàìî

äîêàçàòåëüñòâî íàéäåíî äèññåðòàíòîì.

7. Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ïàðàãðà�îâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñ-

êà ëèòåðàòóðû. Â � 1 ñîáðàíû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ,

îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Â � 2 äîêàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèå

íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðåøåòêå íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìî-

íîèäîâ, � 3 ïîñâÿùåí öåïíûì ìíîãîîáðàçèÿì ìîíîèäîâ, à â � 4 ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ.
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Î ìíîãîîáðàçèÿõ ìîíîèäîâ

Ìû íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî �îëüêëîðíîãî �àêòà (â ÿâíîì âèäå îí îòìå÷àë-

ñÿ, íàïðèìåð, â [32, ðàçäåë 1.1℄).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Îòîáðàæåíèå èç MON â SEM, ñîïîñòàâëÿþùåå ìíî-

ãîîáðàçèþ ìîíîèäîâ, ïîðîæäåííîìó ìîíîèäîìM , ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï,

ïîðîæäåííîå ýòèì ìîíîèäîì, ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðåøåòêè MON â ðå-

øåòêó SEM.

Îòìåòèì, ÷òî èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 âûòåêàåò, ÷òî ìíîãèå ¾ïîçèòèâíûå¿

ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà, ïðåæäå âñåãî � ñâîéñòâà íàñëåäóåìûå ïîäðåøåòêà-

ìè, ïåðåíîñÿòñÿ ñ ¾ñîñòàâíûõ ÷àñòåé¿ ðåøåòêè SEM íà ñîîòâåòñòâóþùèå

÷àñòè ðåøåòêè MON. Òàê, íàïðèìåð, èç äåçàðãîâîñòè ðåøåòêè âïîëíå ðåãó-
ëÿðíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, äîêàçàííîé òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè

Ô.Ïàñòåéíîì â [45, 46℄ è Ì.Ïåòðè÷åì è Í.�àéëè â [48℄, âûòåêàåò äåçàðãî-

âîñòü ðåøåòêè âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, à èç �èíèòíîé

àïïðîêñèìèðóåìîñòè ðåøåòêè íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï,

äîêàçàííîé Ì.Â.Âîëêîâûì â [63℄, ñëåäóåò �èíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü

ðåøåòêè íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé. ×åðåç F ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü àáñîëþòíî ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó ñ÷åòíîãî ðàíãà íàä íåêîòî-

ðûì �èêñèðîâàííûì àë�àâèòîì. Êàê îáû÷íî, ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû F áó-

äåì íàçûâàòü ñëîâàìè, à ýëåìåíòû àë�àâèòà � áóêâàìè. È ñëîâà, è áóê-

âû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, íî, â îòëè÷èå îò

áóêâ, ñëîâà, çàâåäîìî íå ÿâëÿþùèåñÿ áóêâàìè èëè íå îáÿçàííûå èìè áûòü,

âûäåëÿþòñÿ æèðíûì øðè�òîì. ×åðåç F 1
áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóãðóïïó

F ñ âíåøíåïðèñîåäèíåííîé åäèíèöåé. Ýòó åäèíèöó ìû áóäåì òðàêòîâàòü

êàê ïóñòîå ñëîâî è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì λ. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç End(F ) è
End(F 1) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ìîíîèäû ýíäîìîð�èçìîâ ïîëóãðóïïû F è ìî-

íîèäà F 1
ñîîòâåòñòâåííî. Äâå ÷àñòè òîæäåñòâà ìû áóäåì ñîåäèíÿòü çíàêîì

≈, à îáû÷íûì çíàêîì ðàâåíñòâà áóäåò, ñðåäè ïðî÷åãî, îáîçíà÷àòüñÿ îòíîøå-

íèå ðàâåíñòâà íà ìîíîèäå F 1
. Ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì, åñëè îíî

íå ñîäåðæèò 1. Òîæäåñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëóãðóïïîâûì, åñëè îáå åãî

÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïîâûìè ñëîâàìè. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå òîæäåñòâî,

çàïèñàííîå â ñèãíàòóðå óìíîæåíèÿ è 0-àðíîé îïåðàöèè, âûäåëÿþùåé åäèíè-

öó, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ïîëóãðóïïîâûõ òîæäåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå

òîæäåñòâî âèäà w ≈ 1 ìîæíî çàìåíèòü ïàðîé òîæäåñòâ âèäà wy ≈ yw ≈ y,
ãäå y � ïðîèçâîëüíàÿ áóêâà, íå âõîäÿùàÿ â çàïèñü ñëîâà w. Ïðè ýòîì ñëîâî

w ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëóãðóïïîâûì, ïîñêîëüêó âñÿêèé ìîíîèä óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó u · 1 · v ≈ uv äëÿ ëþáûõ ñëîâ u è v. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òîæäåñòâà, ñ êîòîðûìè ìû èìååì äåëî, ÿâëÿþòñÿ

ïîëóãðóïïîâûìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé äëÿ ìîíîèäîâ îáùå-

èçâåñòíîãî óíèâåðñàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîãî �àêòà.

Ëåììà 1.2. Òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè ìîíîèäîâ, çà-

äàííîì ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ u = w0,w1, . . . ,wn = v òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} íàéäóòñÿ ñëîâà ai,bi ∈ F
1
, ýíäîìîð�èçì ξi ∈ End(F 1)

è òîæäåñòâî ui ≈ vi èç ñèñòåìû Σ, äëÿ êîòîðûõ ëèáî wi = aiξi(ui)bi, à

wi+1 = aiξi(vi)bi, ëèáî wi = aiξi(vi)bi, à wi+1 = aiξi(ui)bi.

×åðåç con(w) îáîçíà÷àåòñÿ ñîäåðæàíèå ñëîâà w, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ

áóêâ, âõîäÿùèõ â çàïèñü ýòîãî ñëîâà. Ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïîëóðåøåòîê, êàê

îáû÷íî, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SL. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èç-

âåñòíî, íî, íàñêîëüêî ìû çíàåì, íèãäå íå ïîÿâëÿëîñü â òàêîé �îðìå. Äëÿ

ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì çäåñü åãî äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 1.3. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

à) V ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ãðóïï;

á) V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ v, äëÿ êîòîðîãî con(u) 6= con(v);

â) SL * V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ à)−→ á) î÷åâèäíà.

Èìïëèêàöèÿ â)−→ á) âûòåêàåò èç òîãî î÷åâèäíîãî �àêòà, ÷òî ìíîãîîá-

ðàçèå SL óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó òîæäåñòâó u ≈ v, äëÿ êîòîðîãî con(u) =
con(v).

á)−→ à) Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò áóêâà x, âõîäÿùàÿ òîëüêî â îä-

íî èç ñëîâ u èëè v. Ïóñòü y � áóêâà, íå âõîäÿùàÿ â con(uv). ßñíî, ÷òî
òîæäåñòâà uy ≈ vy è yu ≈ yv âûïîëíÿþòñÿ â V. Ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ

áóêâ, âõîäÿùèõ â ýòè òîæäåñòâà, êðîìå x è y. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî V óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâàì xny ≈ y è yxn ≈ y äëÿ íåêîòîðîãî n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
V ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ãðóïï.

Ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç An.

Ëåììà 1.4 ( [30℄). Åñëè V � ïåðèîäè÷åñêîå êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå

ìîíîèäîâ, òî V = An ∨ Q, ãäå n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à Q

ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL èëè Cm äëÿ íåêîòîðîãî m ≥
2.

Ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì, åñëè âñå åãî ãðóï-

ïû îäíîýëåìåíòíû. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ëåììû 2.6 ðàáîòû [60℄ âûòåêàåò

Ëåììà 1.5. Åñëè V � êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, à G � ìíî-

ãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, òî G ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ãðóïïîâûì

ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ G ∨V.

Áóêâà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé [êðàòíîé℄ â ñëîâå w, åñëè îíà âõîäèò â w

îäèí [íå ìåíåå äâóõ℄ ðàç. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ [êðàòíûõ℄ áóêâ ñëîâà w

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç sim(w) [ñîîòâåòñòâåííî mul(w)℄. Ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.6. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíî-

ãîîáðàçèè C2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

sim(u) = sim(v) è mul(u) = mul(v). (1.1)

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ñòàòüå [47℄ è ìíîãîêðàò-

íî âîçíèêàëà â ðàáîòàõ ïî òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï (ñì., íàïðè-

ìåð, [31�33, 38, 41℄; â [32, çàìå÷àíèå 2.4℄ óêàçàí öåëûé ðÿä äðóãèõ ññûëîê).

Ïóñòü W � ìíîæåñòâî ñëîâ. ×åðåç S(W ) îáîçíà÷èì �àêòîð-ìîíîèä �èñà

ñâîáîäíîãî ìîíîèäà F 1
ïî èäåàëó âñåõ ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîäñëîâàìè

ñëîâ èç W . Åñëè W = {w1,w2, . . . ,wk}, òî ïîëóãðóïïó S
(

{w1,w2, . . . ,wk}
)

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S
(

w1,w2, . . . ,wk

)

.

Ñëîâî w íàçûâàåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ äàííîãî êëàññà ïîëóãðóïï, åñëè èç

òîãî, ÷òî âñå ïîëóãðóïïû èç ýòîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó w ≈
w′
, ñëåäóåò, ÷òî w = w′

. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â

äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, à W � ìíîæåñòâî ñëîâ.

Ìîíîèä S(W ) ïðèíàäëåæèò V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ñëîâî

èç W ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ (ñì. àáçàö ïîñëå ëåììû 3.3 â ðàáî-

òå [31℄) ïîêàçûâàþò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî

W ñîñòîèò èç îäíîãî ñëîâà. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, à äî-

ñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà â [33, ëåììà 5.3℄.

×åðåç varΣ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, çàäàííîå ñèñòåìîé

òîæäåñòâ Σ, à ÷åðåç varM � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ìîíîèäîì M . Äëÿ

âñÿêîãî n ≥ 2 ïîëîæèì

Cn = var{xn ≈ xn+1, xy ≈ yx}.

Ëåììà 1.8 ( [21, ñëåäñòâèå 6.1.5℄). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî Cn+1 = varS(xn).

Ëåììà 1.9. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Åñëè Cn+1 * V, òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xn ≈ xn+m
äëÿ íåêîòî-

ðîãî íàòóðàëüíîãî m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî V íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì

ãðóïï, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå ëåììû î÷åâèäíî. Â ñèëó

ëåìì 1.7 è 1.8, â ìíîãîîáðàçèè V âûïîëíåíî íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî âèäà

xn ≈ w. Òîãäà, ïî ëåììå 1.3, con(w) = {x}, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî w = xk äëÿ
íåêîòîðîãî k 6= n. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì k òîæäåñòâî xn ≈ xk âëå÷åò

òîæäåñòâî xn ≈ xn+m
äëÿ íåêîòîðîãî m. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå V

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xn ≈ xn+m
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âïîëíå ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x ≈ xm+1
äëÿ íåêîòîðîãî m. Èç

ýòîãî íàáëþäåíèÿ, ëåììû 1.9 è òîãî î÷åâèäíîãî �àêòà, ÷òî ìíîãîîáðàçèå

C2 íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì, âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 1.10. Ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C2 * V.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ òðåõ êîíêðåòíûõ òîæäåñòâ:

σ1 : xyzxty ≈ yxzxty,

σ2 : xtyzxy ≈ xtyzyx,

γ1 : y1y0x1y1x0x1 ≈ y1y0y1x1x0x1.

Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâà σ1 è σ2 ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó, à

òîæäåñòâî γ1 ïðèíàäëåæèò ñ÷åòíîé ñåðèè òîæäåñòâ γk êîòîðàÿ áóäåò îïðå-
äåëåíà â ïîäðàçäåëå 3.4.1. Ñ ¾ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ¿ òîæäåñòâà σ1,
σ2 è γ1 ïîçâîëÿþò ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè äâå ñìåæíûõ áóêâû â ñëîâå ïðè

âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ. Äëÿ òîæäåñòâà σ1 [ñîîò-
âåòñòâåííî σ2℄ ýòî óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñòàâëÿþòñÿ íå ïåðâûå [íå
ïîñëåäíèå℄ âõîæäåíèÿ áóêâ â äàííîì ñëîâå, à äëÿ òîæäåñòâà γ1 � â òîì,

÷òî äëÿ îäíîé èç áóêâ ïåðåñòàâëÿåìîå âõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íå ïåðâûì, à

äëÿ äðóãîé � íå ïîñëåäíèì. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ïîëîæèì

Dk = var{x2 ≈ x3, x2y ≈ yx2, σ1, σ2, γ1, x
2y1y2 · · · yk ≈ xy1xy2x · · · xykx}.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ðàáîòû [41℄ âûòåêàåò

Ëåììà 1.11. D1 = varS(xy) è Dn+1 = varS(xy1xy2x · · · xynx) äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n.

Òðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç T. Ïîëîæèì

D = var{x2 ≈ x3, x2y ≈ yx2, σ1, σ2, γ1}.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç L(X) îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðà-
çèÿ X. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ðàáîòû [41℄ è åãî äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî âûòåêàåò

Ëåììà 1.12. �åøåòêà L(D) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ D1 ⊂ D2 ⊂
· · · ⊂ Dk ⊂ · · · ⊂ D.

Ïîëîæèì

LRB = var{xy ≈ xyx} è RRB = var{yx ≈ xyx}.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç [66, ïðåäëîæåíèå 4.7℄.

Ëåììà 1.13. (i) Âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ ëèáî

ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå LRB ∨RRB, ëèáî ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíî-

ãîîáðàçèè.

(ii) �åøåòêà L(LRB ∨RRB) èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1à).

Ïîëîæèì

E = var{x2 ≈ x3, x2y ≈ xyx, x2y2 ≈ y2x2}.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [38, ïðåäëîæåíèå 4.1(i) è ëåììà 3.3(iv)℄.
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�èñ. 1: ðåøåòêè L(LRB ∨RRB) è L(LRB ∨C2)

Ëåììà 1.14. (i) LRB ∨C2 = var{x2 ≈ x3, x2y ≈ xyx}.

(ii) �åøåòêà L(LRB ∨C2) èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1á).

Åñëè w ∈ F è x ∈ con(w), òî ÷åðåç occx(w) îáîçíà÷èì ÷èñëî âõîæäåíèé

áóêâû x â ñëîâî w. Åñëè x ∈ con(w) è i ≤ occx(w), òî ÷åðåç ℓi(w, x) áóäåì
îáîçíà÷àòü äëèíó ìèíèìàëüíîãî ïðå�èêñà p ñëîâà w òàêîãî, ÷òî occx(p) =
i. Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýòè îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 1.15. Ïóñòü w = xyx2zy. Òîãäà occx(w) = 3, occy(w) = 2 è

occz(w) = 1. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî êðàò÷àéøèìè ïðå�èêñàìè p ñëîâà

w, äëÿ êîòîðûõ occx(p) = 1, occx(p) = 2 è occx(p) = 3, ÿâëÿþòñÿ ñëîâà

x, xyx è xyx2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ℓ1(w, x) = 1, ℓ2(w, x) = 3
è ℓ3(w, x) = 4. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ℓ1(w, y) = 2,
ℓ2(w, y) = 6 è ℓ1(w, z) = 5.

Ìû ÷àñòî áóäåì èìåòü äåëî ñ íåðàâåíñòâàìè âèäà ℓi(w, x) < ℓj(w, y).
ßñíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íà ñàìîì äåëå îçíà÷àåò, ÷òî i-e âõîæäåíèå x â w

ïðåäøåñòâóåò j-ìó âõîæäåíèþ y â w.
Åñëè w � ñëîâî, àX � ìíîæåñòâî áóêâ, òî ÷åðåçwX îáîçíà÷àeòñÿ ñëîâî,

ïîëó÷åííîå èç w âû÷åðêèâàíèåì âñåõ áóêâ, ñîäåðæàùèõñÿ â X. Äîãîâîðèì-

ñÿ ïèñàòü wx âìåñòî w{x}.

Ëåììà 1.16. Åñëè íåêîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ v, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1), òî

umul(u) = vmul(u). (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî sim(u) = sim(v) è mul(u) =
mul(v). Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (1.2) âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà sim(u) ñî-
äåðæèò ìåíåå äâóõ áóêâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî sim(u) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå äâå ðàçëè÷íûå áóêâû, à óñëîâèå (1.2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò òàêèå áóêâû x, y ∈ sim(u), ÷òî ℓ1(u, x) < ℓ1(u, y) è ℓ1(v, x) > ℓ1(v, y).
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Ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â òîæäåñòâî u ≈ v, êðîìå x è

y. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî xy ≈ yx, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåêîììóòàòèâíîñòè

ìíîãîîáðàçèÿ V.

Ïðåäëîæåíèå 1.17. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíî-

ãîîáðàçèè D1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è

(1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Èç âêëþ÷åíèÿ C2 ⊆ D1 è ïðåäëîæå-

íèÿ 1.6 ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâî u ≈ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1). Ïîñêîëü-

êó ìíîãîîáðàçèå D1 ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, èç ëåììû 1.16 âûòåêàåò,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è (1.2).

Ïóñòü sim(u) = {y1, y2, . . . , ym}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî

u = u0y1u1y2u2 · · · ymum,

ãäå con(u0u1 · · ·um) = mul(u). Òîãäà èç óñëîâèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî sim(v) =
{y1, y2, . . . , ym}. Äàëåå, ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.2), v = v0y1v1y2v2 · · · ymvm.

Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (1.1) è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî con(u0u1 · · ·um) =
con(v0v1 · · ·vm). Òåïåðü íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èç ñèñòåìû òîæäåñòâ

{x2 ≈ x3, x2y ≈ xyx ≈ yx2}

ñëåäóþò òîæäåñòâà

u = u0y1u1y2u2 · · · ymum ≈ v0y1v1y2v2 · · · ymvm = v,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî D1 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ v.

Ëåììà 1.18. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V íå âïîëíå ðåãóëÿðíî è íå

êîììóòàòèâíî, òî D1 ⊆ V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â

ìíîãîîáðàçèè V. Èç ñëåäñòâèÿ 1.10 âûòåêàåò, ÷òî C2 ⊆ V, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî u ≈ v âûïîëíÿåòñÿ âC2. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.6, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (1.1). Óñëîâèå (1.2) âûòåêàåò èç ëåììû 1.16 è íåêîììóòàòèâíîñòè

ìíîãîîáðàçèÿ V. Íàì îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 1.17 è çàêëþ÷èòü,

÷òî òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíÿåòñÿ â ìíîãîîáðàçèè D1.

Ëåììà 1.19. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ è Dn+1 * X äëÿ íåêîòî-

ðîãî n, òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà

xy1xy2x · · · xynx ≈ x
k1y1x

k2y2x
k2 · · · xknynx

kn+1 , (1.3)

ãäå ki > 1 äëÿ íåêîòîðîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X êîììóòàòèâíî, òî îíî óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâó

xy1xy2x · · · xynx ≈ x
n+1y1y2 · · · yn.
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Åñëè X ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x ≈
xm äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. ßñíî, ÷òî òîãäà â X âûïîëíåíî òîæäåñòâî

xy1xy2x · · · xynx ≈ x
my1xy2x · · · xynx.

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà X íå âïîëíå

ðåãóëÿðíî è íå êîììóòàòèâíî. Òîãäà èç ëåììû 1.18 ñëåäóåò, ÷òî D1 ⊆ X.

Â ñèëó ëåìì 1.7 è 1.11, X óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà

xy1xy2x · · · xynx ≈ w. Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåäëîæåíèå 1.17 è ïîëó÷èì, ÷òî

w = xk1y1x
k2y2x

k2 · · · ynx
kn+1 .

Åñëè ki > 1 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ki ≤ 1 äëÿ âñåõ i. Ïîñêîëüêó òîæäåñòâî xy1xy2x · · · xynx ≈ w íåòðèâèàëüíî,

íàéäåòñÿ òàêîå 1 ≤ i ≤ n + 1, ÷òî ki = 0. Ïîäñòàâèì xyi âìåñòî yi â ýòî

òîæäåñòâî äëÿ âñåõ i, äëÿ êîòîðûõ ki = 0. Åñëè kn+1 = 0, òî óìíîæèì

ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ñïðàâà íà x. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

âèäà (1.3), ãäå ki > 1 äëÿ íåêîòîðîãî i.

1.2. k-ðàçëîæåíèå ñëîâà è ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñî ñëîâàìè, è èçó÷èì

èõ ñâîéñòâà. Äîêàçàííûå çäåñü ðåçóëüòàòû áóäóò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü â

íàèáîëåå ñëîæíîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 � ðàçäåëå 3.4.

Åñëè w � ñëîâî, à x1, x2, . . . , xk � áóêâû èç con(w), òî îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç w(x1, x2, . . . , xk) ñëîâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç w óäàëåíèåì âñåõ áóêâ, êðîìå

x1, x2, . . . , xk. Ïóñòü w � ñëîâî è sim(w) = {t1, t2, . . . , tm}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî w(t1, t2, . . . , tm) = t1t2 · · · tm. Òîãäà

w = t0w0t1w1 · · · tmwm, (1.4)

ãäå w0,w1, . . . ,wm � íåêîòîðûå (âîçìîæíî ïóñòûå) ñëîâà, à t0 = λ. Ñëîâà
w0, w1, . . . , wm íàçîâåì 0-áëîêàìè ñëîâà w, à t0, t1, . . . , tm � 0-ðàçäåëèòå-

ëÿìè ýòîãî ñëîâà. Ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåäóþ-

ùèõñÿ 0-ðàçäåëèòåëåé è 0-áëîêîâ, íà÷èíàÿ ñ 0-ðàçäåëèòåëÿ t0 è çàêàí÷èâàÿ

0-áëîêîì wm, áóäåì íàçûâàòü 0-ðàçëîæåíèåì ñëîâà w.

Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì k-ðàçëîæåíèå ñëîâà w èí-

äóêöèåé ïî k. Ïóñòü (1.4) ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçëîæåíèåì ñëîâà w ñ (k − 1)-
áëîêàìè w0,w1, . . . ,wm è (k − 1)-ðàçäåëèòåëÿìè t0, t1, . . . , tm. Äëÿ êàæäîãî
i = 0, 1, . . . ,m îáîçíà÷èì ÷åðåç si1, si2, . . . , siri âñå ïðîñòûå áóêâû (k − 1)-
áëîêà wi, íå âõîäÿùèå â çàïèñü ñëîâà w0t1w1 · · · ti−1wi−1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî wi(si1, si2, . . . , siri) = si1si2 · · · siri . Òîãäà

wi = vi0si1vi1si2vi2 · · · siriviri (1.5)

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ vi0,vi1, . . . ,viri . Ïîëîæèì si0 = ti.
Ñëîâà vi0,vi1, . . . , viri íàçîâåì k-áëîêàìè ñëîâà w, à áóêâû si0, si1, . . . , siri �
k-ðàçäåëèòåëÿìè ýòîãî ñëîâà.
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Çàìå÷àíèå 1.20. Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ïåðâîå âõîæäåíèå áóêâû â ñëîâî

ìîæåò áûòü k-ðàçäåëèòåëåì ýòîãî ñëîâà. Ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

íèæå âûðàæåíèÿ âèäà ¾áóêâà x ÿâëÿåòñÿ (èëè íå ÿâëÿåòñÿ) k-ðàçäåëèòåëåì
ñëîâà w¿, èìåÿ â âèäó, ÷òî ïåðâîå âõîæäåíèå áóêâû x â w îáëàäàåò óêàçàí-

íûì ñâîéñòâîì.

Äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, . . . ,m ïðåäñòàâèì (k − 1)-áëîê wi â âèäå (1.5). Â

ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðå-

äóþùèõñÿ k-ðàçäåëèòåëåé è k-áëîêîâ, íà÷èíàÿ ñ k-ðàçäåëèòåëÿ s00 = t0 è

çàêàí÷èâàÿ k-áëîêîì vmrm . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçîâåì k-ðàçëîæåíèåì

ñëîâà w.

Çàìå÷àíèå 1.21. Ïîñêîëüêó äëèíà ñëîâàw êîíå÷íà, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-

ëî k, ÷òî k-ðàçëîæåíèå ñëîâà w ñîâïàäàåò ñ n-ðàçëîæåíèåì ýòîãî ñëîâà äëÿ

âñåõ n > k.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèÿ

ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.22. Ïîëîæèì w = xyxzytszxs. Åäèíñòâåííîé ïðîñòîé áóêâîé â

ñëîâå w ÿâëÿåòñÿ áóêâà t. Ñëåäîâàòåëüíî, 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà w èìååò âèä

λ · xyxzy · t · szxs (1.6)

(â ïðèìåðå 1.22 ìû áóäåì ïîä÷åðêèâàòü áëîêè, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò ðàç-

äåëèòåëåé). Áóêâà z ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðîñòîé áóêâîé 0-áëîêà xyxzy;
0-áëîê szxs ñîäåðæèò äâå ïðîñòûå áóêâû, à èìåííî z è x, íî îáå ýòè áóêâû

âñòðå÷àþòñÿ â ñëîâå w ñëåâà îò ýòîãî áëîêà. Ñëåäîâàòåëüíî, 1-ðàçëîæåíèå

ñëîâà w èìååò âèä

λ · xyx · z · y · t · szxs.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 2-ðàçëîæåíèå ñëîâà w èìååò

âèä

λ · x · y · x · z · y · t · szxs,

à k-ðàçëîæåíèå w ïðè k ≥ 3 � âèä

λ · λ · x · λ · y · x · z · y · t · szxs.

Äëÿ äàííîãî ñëîâàw, áóêâû x ∈ con(w), íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ≤ occx(w)
è k ≥ 0, íàçîâåì (i, k)-îãðàíè÷èòåëåì áóêâû x â ñëîâå w è îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç hki (w, x) ñàìûé ïðàâûé k-ðàçäåëèòåëü ñëîâà w, ïðåäøåñòâóþùèé i-ìó
âõîæäåíèþ x â w. Ýòî ïîíÿòèå èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.23. Ïóñòü w � òî æå ñëîâî, ÷òî è â ïðèìåðå 1.22. Íàïîìíèì,

÷òî 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà w èìååò âèä (1.6). Ìû âèäèì, ÷òî ñàìûì ïðàâûì 0-

ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w, ïðåäøåñòâóþùèì ïåðâûì äâóì âõîæäåíèÿì x, îáî-
èì âõîæäåíèÿì y è ïåðâûì âõîæäåíèÿì z è t, ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ñëîâî λ.
Ñàìûì ïðàâûì 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w, ïðåäøåñòâóþùèì òðåòüåìó âõîæ-

äåíèþ x, âòîðîìó âõîæäåíèþ z è îáîèì âõîæäåíèÿì s, ÿâëÿåòñÿ t. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî h01(w, x) = h02(w, x) = λ, h03(w, x) = t, h01(w, y) = h02(w, y) = λ,
h01(w, z) = λ, h02(w, z) = t, h01(w, s) = h02(w, s) = t è h01(w, t) = λ. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì, îñíîâûâàÿñü íà ïðèìåðå 1.22, ëåãêî âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå

îãðàíè÷èòåëè áóêâ â ñëîâå w. Âñå îíè ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
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Òàáëèöà 1: îãðàíè÷èòåëè áóêâ ñëîâà xyxzytszxs

a k i hki (w, a) a k i hki (w, a)

1 λ 0 1 λ
0 2 λ 2 t

3 t 1 1 λ
1 λ z 2 t

1 2 λ 2 1 y
x 3 t 2 t

1 λ ≥ 3 1 y
2 2 y 2 t

3 t 0 1 t
1 λ 2 t

≥ 3 2 y 1 1 t
3 t s 2 t

0 1 λ 2 1 t
2 λ 2 t

1 1 λ ≥ 3 1 t
y 2 z 2 t

2 1 λ 0 1 λ
2 z t 1 1 z

≥ 3 1 x 2 1 z
2 z ≥ 3 1 z

Ëåììà 1.24. Ïóñòü w � ñëîâî, t � áóêâà, à k è r � òàêèå ÷èñëà, ÷òî

r < k.

(i) Åñëè t ÿâëÿåòñÿ r-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w, òî t ÿâëÿåòñÿ òàêæå k-
ðàçäåëèòåëåì ýòîãî ñëîâà.

(ii) Åñëè hk1(w, x) = hk2(w, x), òî h
r
1(w, x) = hr2(w, x).

(iii) Åñëè t0w0t1w1 · · · tmwm � k-ðàçëîæåíèå ñëîâà w è m > 0, òî tm ∈
sim(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) î÷åâèäíû. Ïðîâåðèì óòâåðæäå-

íèå (iii). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî tm ∈ mul(w). Òîãäà tm íå ÿâëÿåòñÿ 0-

ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w. Ïóñòü p � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êî-

òîðîãî tm ÿâëÿåòñÿ p-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w. Î÷åâèäíî, ÷òî p ≤ k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hp−1

1 (w, tm) = hp−1
2 (w, tm). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëîâå

w íå ñóùåñòâóåò (p − 1)-ðàçäåëèòåëåé ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì âõîæäåíè-

ÿìè tm â w. Èíûìè ñëîâàìè, ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ áóêâû tm â ñëîâî

w ëåæàò â îäíîì è òîì æå (p− 1)-áëîêå ýòîãî ñëîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, áóê-

âà tm íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â ýòîì (p − 1)-áëîêå. Â ÷àñòíîñòè, îíà íå ìîæåò

áûòü p-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó tm. Òàêèì îáðàçîì,

hp−1
1 (w, tm) 6= hp−1

2 (w, tm). Îòìåòèì, ÷òî ðàññóæäåíèÿ äàííîãî àáçàöà î÷åíü
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òèïè÷íû. Ìû ìíîãî ðàç áóäåì èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, íå

ðàñïèñûâàÿ èõ òàê ïîäðîáíî.

Çàìåòèì, ÷òî tm 6= hp−1
2 (w, tm), òàê êàê áóêâà tm íå ÿâëÿåòñÿ (p− 1)-

ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w. Ïîëîæèì tm+1 = hp−1
2 (w, tm). Ïîñêîëüêó p − 1 < k,

èç óòâåðæäåíèÿ (i) ñëåäóåò, ÷òî tm+1 ÿâëÿåòñÿ k-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w.

Ïîñëåäíèì k-ðàçäåëèòåëåì ýòîãî ñëîâà ÿâëÿåòñÿ áóêâà tm. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðâîå âõîæäåíèå tm+1 â ñëîâî w ïðåäøåñòâóåò ïåðâîìó âõîæäåíèþ tm â

ýòî ñëîâî. Íî òîãäà hp−1
1 (w, tm) = tm+1 = hp−1

2 (w, tm), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

äîêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì àáçàöå.

Äëÿ äàííîãî ñëîâà w è áóêâû x ∈ con(w) îïðåäåëèì íåêîòîðîå ÷èñëî,

êîòîðîå íàçîâåì ãëóáèíîé áóêâû x â ñëîâåw, è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåçD(w, x).
Åñëè x ∈ sim(w), òî ïîëîæèì D(w, x) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ mul(w).
Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â w

ëåæàò â ðàçëè÷íûõ (k − 1)-áëîêàõ ñëîâà w, òî ãëóáèíó áóêâû x â ñëîâå w

ïîëîæèì ðàâíîé íàèìåíüøåìó ÷èñëó ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Åñëè æå äëÿ ëþáî-

ãî k ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â w ëåæàò â îäíîì è òîì æå k-áëîêå ñëîâà
w, òî ïîëîæèì D(w, x) = ∞. Èíûìè ñëîâàìè, D(w, x) = k òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà hk−1
1 (w, x) 6= hk−1

2 (w, x) è k � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîé-

ñòâîì, à D(w, x) = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà hk−1
1 (w, x) = hk−1

2 (w, x)
äëÿ ëþáîãî k. Îïðåäåëåíèå ãëóáèíû áóêâû â ñëîâå ïðîèëëþñòðèðóåì ñëå-

äóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.25. Ïóñòü w � òî æå ñëîâî, ÷òî â ïðèìåðàõ 1.22 è 1.23, ò.å.

w = xyxzytszxs. Èñïîëüçóÿ èí�îðìàöèþ îá îãðàíè÷èòåëÿõ áóêâ â ñëîâå w

èç òàáë. 1, âû÷èñëèì ãëóáèíó âñåõ áóêâ â ýòîì ñëîâå. Ïîñêîëüêó hk1(w, x) =
λ äëÿ âñåõ k, à h02(w, x) = h12(w, x) = λ è h22(w, x) = y, ìû èìååì, ÷òî

D(w, x) = 3. Äàëåå, h01(w, y) = h02(w, y) = λ, h11(w, y) = λ è h12(w, y) =
z. Ñëåäîâàòåëüíî, D(w, y) = 2. Èç ðàâåíñòâ h01(w, z) = λ è h02(w, z) = t
âûòåêàåò, ÷òî D(w, z) = 1. Äàëåå, ïîñêîëüêó hk1(w, s) = hk2(w, s) = t äëÿ
âñåõ k ≥ 0, ìû èìååì, ÷òî D(w, s) = ∞. Íàêîíåö, D(w, t) = 0, òàê êàê

t ∈ sim(w).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøèõ

ðàññóæäåíèÿõ.

Ëåììà 1.26. Áóêâà t ÿâëÿåòñÿ k-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà D(w, t) ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k = 0, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ñâîé-

ñòâî áóêâû t áûòü 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w è ðàâåíñòâî D(w, t) = 0 ýêâèâà-
ëåíòíû ñâîéñòâó áóêâû t áûòü ïðîñòîé â ñëîâå w. Äàëåå, åñëè k > 0, òî t ÿâ-
ëÿåòñÿ k-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâîå è âòîðîå

âõîæäåíèÿ t âw ëåæàò â ðàçëè÷íûõ (k − 1)-áëîêàõ ñëîâàw. Â ñâîþ î÷åðåäü,

ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó hk−1
1 (w, t) 6= hk−1

2 (w, t),
ò.å. óòâåðæäåíèþ, ÷òî D(w, t) ≤ k.

Ñëîâà u è v íàçîâåì k-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå íà-
áîðû k-ðàçäåëèòåëåé, è ýòè k-ðàçäåëèòåëè ïîÿâëÿþòñÿ â u è v â îäèíàêîâîì

ïîðÿäêå.
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Ëåììà 1.27. Ïóñòü k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ñëîâà u è v ÿâ-

ëÿþòñÿ k-ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëî-

âèå (1.1) è äëÿ ëþáîãî x ∈ con(uv) òàêîãî, ÷òî ëèáî D(u, x) ≤ k, ëèáî
D(v, x) ≤ k, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî hk1(u, x) = hk1(v, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

t0u0t1u1 · · · tmum (1.7)

è s0v0s1v1 · · · srvr ÿâëÿþòñÿ k-ðàçëîæåíèÿìè ñëîâ u è v ñîîòâåòñòâåííî. ßñ-

íî, ÷òî t0 = s0 = λ. Åñëè m = r = 0, òî òðåáóåìûé �àêò î÷åâèäåí. Ïóñòü òå-
ïåðü m > 0. Ïî ëåììå 1.26, D(u, ti) ≤ k äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà ti−1 =
hk1(u, ti) = hk1(v, ti) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ m, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ti−1 ÿâëÿåò-

ñÿ k-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v. Ñîãëàñíî ëåììå 1.24(iii), tm ∈ sim(u). Òîãäà èç

óñëîâèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî tm ∈ sim(v), îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî tm ÿâëÿåòñÿ 0-

ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v. Ïî ëåììå 1.24(i), tm ÿâëÿåòñÿ òàêæå k-ðàçäåëèòåëåì
ñëîâà v. Òàêèì îáðàçîì, áóêâû t1, t2, . . . , tm ÿâëÿþòñÿ k-ðàçäåëèòåëÿìè ñëî-
âà v. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî m ≤ r. Â ñèëó ñèììåòðèè, r ≤ m.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî m = r è {t1, t2, . . . , tm} = {s1, s2, . . . , sr}.
ßñíî, ÷òî t1 ñîâïàäàåò ñ sp äëÿ íåêîòîðîãî p. Åñëè p 6= 1, òî hk1(v, t1) 6= t0.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî hk1(v, t1) = hk1(u, t1) = t0. Òàêèì îáðàçîì, p = 1
è, ñëåäîâàòåëüíî, t1 = s1. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî tj = sj
äëÿ ëþáîãî j ≤ m.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.7) � k-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Òîãäà
k-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìååò âèä

t0v0t1v1 · · · tmvm. (1.8)

Ïóñòü x ∈ con(u) è D(u, x) ≤ k. Èç ëåììû 1.26 ñëåäóåò, ÷òî x = ti äëÿ
íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî, hk1(v, x) = hk1(u, x) = ti−1. Àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè x ∈ con(v) è D(v, x) ≤ k, òî
hk1(v, x) = hk1(u, x).

Ëåììà 1.28. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, w � ñëîâî, x � êðàòíàÿ

â íåì áóêâà, à t � (k − 1)-ðàçäåëèòåëü ýòîãî ñëîâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

D(w, x) = k.

(i) Åñëè t = hk−1
2 (w, x), òî ℓ1(w, x) < ℓ1(w, t).

(ii) Åñëè ℓ1(w, x) < ℓ1(w, t) < ℓ2(w, x), òî D(w, t) = k − 1; åñëè, êðîìå
òîãî, k > 1, òî ℓ2(w, x) < ℓ2(w, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ1(w, t) < ℓ1(w, x). Òîãäà, ïîñêîëü-
êó t = hk−1

2 (w, x), èìååì t = hk−1
1 (w, x). Ñëåäîâàòåëüíî, hk−1

1 (w, x) =
hk−1
2 (w, x). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó D(w, x) = k. Òàêèì îáðàçîì,

ℓ1(w, x) ≤ ℓ1(w, t). Ïîñêîëüêó t � (k − 1)-ðàçäåëèòåëü, èç ëåììû 1.26 âû-

òåêàåò, ÷òî D(w, t) ≤ k − 1. Òîãäà D(w, t) 6= D(w, x), îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
ℓ1(w, x) < ℓ1(w, t).

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ1(w, x) < ℓ1(w, t) < ℓ2(w, x). Ïîëîæèì r =
D(w, t). Â ñèëó ëåììû 1.26, r ≤ k − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D(w, t) = r <
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k − 1. Òîãäà, ïî ëåììå 1.26, t ÿâëÿåòñÿ r-ðàçäåëèòåëåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
t = hr2(w, x). Äàëåå, t 6= hr1(w, x), òàê êàê ℓ1(w, x) < ℓ1(w, t). Òàêèì îá-

ðàçîì, hr1(w, x) 6= hr2(w, x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D(w, x) ≤ r + 1 < k, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, D(w, t) = k − 1.

Ïóñòü òåïåðü k > 1. Òîãäà t ∈ mul(w). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ2(w, t) <
ℓ2(w, x). Ïîëîæèì s = hk−2

2 (w, t). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (i), èìååì ℓ1(w, t) <
ℓ1(w, s). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì èç

ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî D(w, s) = k − 2. Òîãäà, ïî
ëåììå 1.26, s ÿâëÿåòñÿ (k − 2)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w. Âûáîð s ãàðàíòèðóåò,
÷òî ïåðâîå âõîæäåíèå s â w ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó âõîæäåíèþ t. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, âòîðîå âõîæäåíèå t ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó âõîæäåíèþ x. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïåðâîå âõîæäåíèå s ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó âõîæäåíèþ x. Â òî æå

âðåìÿ, ïåðâîå âõîæäåíèå x ïðåäøåñòâóåò ïåðâîìó âõîæäåíèþ s, ïîñêîëüêó
ℓ1(w, x) < ℓ1(w, t) < ℓ1(w, s). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x
â w ëåæàò â ðàçíûõ (k − 2)-áëîêàõ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî D(w, x) ≤ k − 1,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ëåììà 1.29. Ïóñòü u è v � ñëîâà, à ℓ � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1) è

hℓ−1
i (u, x) = hℓ−1

i (v, x) äëÿ âñåõ x ∈ con(u) è i = 1, 2. (1.9)

Òîãäà ñëîâà u è v èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ℓ-ðàçäåëèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t � ïðîèçâîëüíûé ℓ-ðàçäåëèòåëü ñëîâà u. Åñëè

t ∈ sim(u), òî èç óñëîâèÿ (1.1) âûòåêàåò, ÷òî t ∈ sim(v). Òîãäà t ÿâëÿåòñÿ
0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v, à çíà÷èò, ïî ëåììå 1.24(i), è ℓ-ðàçäåëèòåëåì ýòîãî

ñëîâà. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî t ∈ mul(u). Òîãäà èç óñëîâèÿ (1.1) âûòå-

êàåò, ÷òî t ∈ mul(v). Ïîñêîëüêó t � ℓ-ðàçäåëèòåëü ñëîâà u, ïîëó÷àåì, ÷òî

hℓ−1
1 (u, t) 6= hℓ−1

2 (u, t). Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.9), hℓ−1
1 (v, t) 6= hℓ−1

2 (v, t).
Ñëåäîâàòåëüíî, t ÿâëÿåòñÿ ℓ-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ áóêâà ÿâëÿåòñÿ ℓ-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v, òî îíà

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ℓ-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u.

Ëåììà 1.30. Ïóñòü u è v � ñëîâà, à k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k. Òîãäà óñëîâèå (1.9)

âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ïðè ℓ = s äëÿ ëþáîãî 1 ≤ s ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k = 1, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

k > 1. Ïóñòü (1.7) � (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Òîãäà, ïî ëåììå 1.27,

(k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìååò âèä (1.8). Ïóñòü s � íàèìåíüøåå ÷èñëî

òàêîå, ÷òî s < k è íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.9) ïðè ℓ = s. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ áóêâà x, ÷òî hs−1
i (u, x) 6= hs−1

i (v, x) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}.
Èç îïðåäåëåíèÿ (i, s − 1)-îãðàíè÷èòåëÿ ñëåäóåò, ÷òî hs−1

i (u, x) è hs−1
i (v, x)

ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè (s− 1)-ðàçäåëèòåëÿìè ñëîâ u è v ñîîòâåòñòâåííî. Èç

ëåììû 1.24(i) ñëåäóåò, ÷òî (s− 1)-ðàçäåëèòåëè ñëîâ u è v ÿâëÿþòñÿ òàê-

æå (k − 1)-ðàçäåëèòåëÿìè ýòèõ ñëîâ. Òîãäà hs−1
i (u, x) = tp è hs−1

i (v, x) =
tq äëÿ íåêîòîðûõ p 6= q. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

p < q. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ, hk−1
i (u, x) = hk−1

i (v, x), îòêóäà ñëåäóåò,
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÷òî hk−1
i (u, x) = hk−1

i (v, x) = tn äëÿ íåêîòîðîãî n. ßñíî, ÷òî n ≥ q, òàê
êàê s < k. Ïîñêîëüêó tp ÿâëÿåòñÿ (i, s − 1)-îãðàíè÷èòåëåì áóêâû x â ñëîâå

u, íå ñóùåñòâóåò (s− 1)-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u ìåæäó ïåðâûì âõîæäåíè-

åì tp è i-ì âõîæäåíèåì x â u. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî tq íå ÿâ-

ëÿåòñÿ (s− 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Òîãäà èç ëåììû 1.26 âûòåêàåò, ÷òî

D(u, tq) > s − 1 ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, tq ∈ mul(u). Åñëè s = 1, òî tq ÿâëÿ-

åòñÿ 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî tq � ïðîñòàÿ â v áóêâà.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.1). Òàêèì îáðàçîì, s > 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

hs−2
1 (u, tq) = hs−2

2 (u, tq). Ïîñêîëüêó óñëîâèå (1.9) âûïîëíåíî ïðè ℓ = s − 1,
ìû èìååì, ÷òî hs−2

1 (v, tq) = hs−2
2 (v, tq). Ïî ëåììå 1.24(ii), hr−2

1 (v, tq) =
hr−2
2 (v, tq) äëÿ âñåõ r ≤ s, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî D(v, tq) > s − 1. Òîãäà èç

ëåììû 1.26 âûòåêàåò, ÷òî tq íå ÿâëÿåòñÿ (s− 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó tq = hs−1
i (v, x).

Ëåììà 1.31. Ïóñòü u è v � ñëîâà, à k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k. Òîãäà D(u, x) = k
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D(v, x) = k äëÿ ëþáîãî x ∈ con(u).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 1.30, óñëîâèå (1.9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ℓ = s
äëÿ ëþáîãî 1 ≤ s ≤ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D(u, x) = k. Òîãäà

hs−1
1 (v, x) = hs−1

1 (u, x) = hs−1
2 (u, x) = hs−1

2 (v, x)

ïðè 1 ≤ s < k, íî

hk−1
1 (v, x) = hk−1

1 (u, x) 6= hk−1
2 (u, x) = hk−1

2 (v, x).

Ñëåäîâàòåëüíî, D(v, x) = k. Â ñèëó ñèììåòðèè, èç ðàâåíñòâà D(v, x) = k
âûòåêàåò ðàâåíñòâî D(u, x) = k.

Ëåììà 1.32. Ïóñòü w � ñëîâî, r > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à y � òàêàÿ

áóêâà, ÷òî D(w, y) = r − 2. Òîãäà åñëè ℓ1(w, z) < ℓ1(w, y) äëÿ íåêîòîðîé

áóêâû z, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó D(w, z) ≥ r, òî ℓ2(w, z) < ℓ1(w, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � òàêàÿ áóêâà, ÷òî D(w, z) ≥ r è ℓ1(w, z) <
ℓ1(w, y). Èç ëåììû 1.26 ñëåäóåò, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ (r − 2)-ðàçäåëèòåëåì ñëî-

âà w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ1(w, y) < ℓ2(w, z). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (r − 2)-
ðàçäåëèòåëü y íàõîäèòñÿ ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì âõîæäåíèÿìè z â w, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó hr−2

1 (w, z) = hr−2
2 (w, z). Ñëó÷àé, êîãäà ℓ1(w, y) =

ℓ2(w, z), î÷åâèäíî, íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ℓ2(w, z) < ℓ1(w, y).

Íèæå, ÷òîáû îáëåã÷èòü ïîíèìàíèå íàøèõ ðàññóæäåíèé, ìû èíîãäà áó-

äåì ïèñàòü íàä áóêâîé â ñêîáêàõ ÷èñëî, ðàâíîå íîìåðó âõîæäåíèÿ ýòîé

áóêâû â äàííîå ñëîâî; íàïðèìåð, ìû ìîæåì íàïèñàòü

w =
(1)
x1

(1)
x2

(2)
x1

(1)
x3

(2)
x2

(3)
x1 .

Ëåììà 1.33. Ïóñòü u ≈ v � òîæäåñòâî, à s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = s è ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ áóêâà xs, ÷òî D(u, xs) = s. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå áóêâû
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x0, x1, . . . , xs−1, ÷òî D(u, xr) = D(v, xr) = r äëÿ âñåõ 0 ≤ r < s è òîæäå-

ñòâî u ≈ v èìååò âèä

u2s+1
(1)
xs u2s

(1)
xs−1 u2s−1

(2)
xs u2s−2

(1)
xs−2 u2s−3

(2)
xs−1 u2s−4

(1)
xs−3

· u2s−5
(2)
xs−2 · · ·u4

(1)
x1 u3

(2)
x2 u2

(1)
x0 u1

(2)
x1 u0

≈ v2s+1
(1)
xs v2s

(1)
xs−1 v2s−1

(2)
xs v2s−2

(1)
xs−2 v2s−3

(2)
xs−1 v2s−4

(1)
xs−3

· v2s−5
(2)
xs−2 · · · v4

(1)
x1 v3

(2)
x2 v2

(1)
x0 v1

(2)
x1 v0

(1.10)

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ u0,u1, . . . ,u2s+1 è v0,v1, . . . ,v2s+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.30, óñëîâèå (1.9) âûïîëíåíî ïðè ℓ = r
äëÿ âñåõ 1 ≤ r ≤ s. Ìû áóäåì ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòü ýòîò �àêò íèæå

áåç ÿâíûõ ññûëîê íà íåãî.

Ïîëîæèì xs−1 = hs−1
2 (u, xs). Èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = s ñëåäóåò, ÷òî

hs−1
2 (v, xs) = hs−1

2 (u, xs) = xs−1. Â ñèëó ëåììû 1.28, D(u, xs−1) = s − 1 è

ℓj(u, xs) < ℓj(u, xs−1) äëÿ ëþáîãî j = 1, 2. Íàïîìíèì, ÷òî D(u, xs) = s.
Òîãäà, ïî ëåììå 1.31, D(v, xs) = s. Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 1.28 è ïîëó÷èì,

÷òî D(v, xs−1) = s− 1 è ℓj(v, xs) < ℓj(v, xs−1) äëÿ ëþáîãî j = 1, 2.
Äàëåå, ïîëîæèì xs−2 = hs−2

2 (u, xs−1). Ïî ëåììå 1.28, D(u, xs−2) = s− 2
è ℓj(u, xs−1) < ℓj(u, xs−2) äëÿ ëþáîãî j = 1, 2. Òîãäà èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè

ℓ = s − 1 âûòåêàåò, ÷òî hs−2
2 (v, xs−1) = hs−2

2 (u, xs−1) = xs−2. Ñíîâà ïðèìå-

íèì ëåììó 1.28 è ïîëó÷èì, ÷òî D(v, xs−2) = s− 2 è ℓj(v, xs−1) < ℓj(v, xs−2)
äëÿ ëþáîãî j = 1, 2. Ïîñêîëüêó ℓ1(u, xs) < ℓ1(u, xs−1) < ℓ1(u, xs−2), èç ëåì-
ìû 1.32 ñëåäóåò, ÷òî ℓ2(u, xs) < ℓ1(u, xs−2). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ℓ2(v, xs) < ℓ1(v, xs−2).
Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû îïðåäåëèì îäíó çà äðóãîé áóêâû

xr = hr2(u, xr+1) äëÿ âñåõ r = s − 3, s − 4, . . . , 1 è äîêàæåì, ÷òî D(u, xr) =
D(v, xr) = r, ℓ2(u, xr+2) < ℓ1(u, xr), ℓ2(v, xr+2) < ℓ1(v, xr), ℓj(u, xr+1) <
ℓj(u, xr) è ℓj(v, xr+1) < ℓj(v, xr) äëÿ ëþáîãî j = 1, 2.

Íàêîíåö, ïîëîæèì x0 = h02(u, x1). Ââèäó ëåììû 1.28, D(u, x0) = 0 è

ℓ1(u, x1) < ℓ1(u, x0). Èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = 1 ñëåäóåò, ÷òî h02(v, x1) =
h02(u, x1) = x0. Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 1.28 è ïîëó÷èì, ÷òî D(v, x0) = 0
è ℓ1(v, x1) < ℓ1(v, x0). Ïîñêîëüêó ℓ1(u, x2) < ℓ1(u, x1) < ℓ1(u, x0), èç ëåì-
ìû 1.32 ñëåäóåò, ÷òî ℓ2(u, x2) < ℓ1(u, x0). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ℓ2(v, x2) < ℓ1(v, x0).
Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä (1.10) äëÿ

íåêîòîðûõ ñëîâ u0,u1, . . . ,u2s+1 è v0,v1, . . . ,v2s+1.

Ëåììà 1.34. Ïóñòü w = y1y2 · · · yn � ñëîâî, ãäå áóêâû y1, y2, . . . , yn íå

îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u = u′ξ(w)u′′
äëÿ íåêî-

òîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ u′
è u′′

è íåêîòîðîãî ýíäîìîð�èçìà ξ ∈
End(F 1). Ïîëîæèì wi = ξ(yi) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Åñëè D(w, yi) > 0,
òî ïîäñëîâî wi ñëîâà u íå ñîäåðæèò íèêàêèõ r-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u äëÿ

âñåõ r < D(w, yi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ i ≤ n è D(w, yi) > 0. Òîãäà yi ∈ mul(w), îòêó-
äà âûòåêàåò, ÷òî con(wi) ⊆ mul

(

ξ(w)
)

⊆ mul(u). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñëîâî
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wi íå ñîäåðæèò íèêàêèõ 0-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u. Ïóñòü òåïåðü r > 0 �

íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî D(w, yi) > r, íî
ïîäñëîâî wi ñîäåðæèò íåêîòîðûé r-ðàçäåëèòåëü t ñëîâà u. Èç âûáîðà r è
ëåììû 1.26 ñëåäóåò, ÷òî D(u, t) = r. ßñíî, ÷òî t /∈ con(w1w2 · · ·wi−1), îò-
êóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî áóêâà yi íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç áóêâ

y1, y2, . . . , yi−1. Ïîñêîëüêó yi ∈ mul(w), ñóùåñòâóåò òàêîå j ≥ i, ÷òî wj ñî-

äåðæèò âòîðîå âõîæäåíèå áóêâû t â u. Ïîëîæèì x = hr−1
2 (u, t). Â ñèëó

ëåììû 1.28(i), ℓ1(u, t) < ℓ1(u, x). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå i ≤ ℓ ≤ j, ÷òî wℓ

ñîäåðæèò (r − 1)-ðàçäåëèòåëü x ñëîâà u. Ââèäó âûáîðà ÷èñëà r, ìû èìååì,

÷òî D(w, yℓ) ≤ r − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òî yi 6= yℓ, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ℓ1(w, yi) < ℓ1(w, yℓ). Äàëåå, ïîñêîëüêó yi ∈ mul(w), ñóùåñòâóåò p ≥ j òàêîå,
÷òî yi = yp. Çàìåòèì, ÷òî ℓ < p, ïîñêîëüêó yp = yi 6= yℓ. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî ℓ1(w, yi) < ℓ1(w, yℓ) < ℓ2(w, yi). Çàìåòèì, ÷òî èç ëåììû 1.26

ñëåäóåò, ÷òî yℓ ÿâëÿåòñÿ (r − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà w. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

hr−1
1 (w, yi) 6= hr−1

2 (w, yi). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 1.26 è íåðàâåí-

ñòâîì D(w, yi) > r.
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� 2. Îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ

Ïåðâûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.1. �åøåòêà OC íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ

íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.2. �åøåòêà MON íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëü-

íîìó òîæäåñòâó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 2.1, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïðå-

äåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Êàê îáû÷íî, ãëàâíûé èäåàë ðåøåòêè L, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a ∈ L,
îáîçíà÷èì ÷åðåç (a]L, à ðåøåòêó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X � ÷åðåç Part(X).
×åðåç L

FIC

(F 1) îáîçíà÷èì ðåøåòêó âñåõ âïîëíå èíâàðèàíòíûõ êîíãðóýíöèé

íà F 1
, à ÷åðåç FIC(V) � âïîëíå èíâàðèàíòíóþ êîíãðóýíöèþ íà F 1

, îòâå-

÷àþùóþ ìíîãîîáðàçèþ ìîíîèäîâ V. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå FIC

èç MON â L
FIC

(F 1), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ìíîãîîáðàçèþ V âïîëíå èí-

âàðèàíòíóþ êîíãðóýíöèþ FIC(V), ÿâëÿåòñÿ àíòèèçîìîð�èçìîì ðåøåòîê.

Äëÿ ëþáûõ u,v ∈ F ïîëîæèì u ≤ v, åñëè v = aξ(u)b äëÿ íåêîòîðûõ

a,b ∈ F 1
è íåêîòîðîãî ξ ∈ End(F ). Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøå-

íèå ≤ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì êâàçèïîðÿäêà íà F . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àíòèöå-

ïè A ⊆ F ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî LA âñåõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ V, äëÿ

êîòîðûõ A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì FIC(V)-êëàññîâ. Îïðåäåëèì îòîáðàæå-

íèå ϕA : LA −→ Part(A) ïðàâèëîì ϕA(V) = FIC(V)|A äëÿ ëþáîãî V ∈ LA.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 èãðàåò ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3

ðàáîòû [17℄.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àíòèöåïü â F è äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ

u,v ∈ A è ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ⊆ con(u) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

con(u) = con(v) è uX = vX . Òîãäà:

(i) ìíîæåñòâî LA ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè MON;

(ii) îòîáðàæåíèå ϕA ÿâëÿåòñÿ àíòèãîìîìîð�èçìîì ðåøåòêè LA íà ðå-

øåòêó Part(A);

(iii) äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ β ∈ Part(A) ñóùåñòâóåò íàäêîììóòàòèâíîå

ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V ∈ LA òàêîå, ÷òî ϕA(V) = β.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) �àññìîòðèì ðàçáèåíèå α ìîíîèäà F 1
íà äâà êëàññà:

A è F 1 \ A. Åãî ãëàâíûé èäåàë (α]
Part(F 1) ñîñòîèò èç âñåõ ðàçáèåíèé β òà-

êèõ, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì β-êëàññîâ. Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ è îïðå-

äåëåíèÿ ìíîæåñòâà LA ñëåäóåò, ÷òî LA ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ïîäðåøåòêè

(α]
Part(F 1) ∩LFIC

(F 1) ðåøåòêè L
FIC

(F 1) ïðè àíòèèçîìîð�èçìå FIC. Ñëåäî-

âàòåëüíî, LA � ïîäðåøåòêà â MON.

(ii) �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψA : (α]
Part(F 1) −→ Part(A), îïðåäåëåííîå

ïî ïðàâèëó ψA(β) = β|A äëÿ ëþáîãî β ∈ (α]
Part(F 1). Èç õîðîøî èçâåñòíîãî
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îïèñàíèÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ ðåøåòîê ðàçáèåíèé (ñì. [28, ëåììà 403(v)℄) âû-

òåêàåò, ÷òî ðåøåòêà (α]
Part(F 1) ðàçëîæèìà â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåòîê

Part(A) è Part(F 1\A), ïðè÷åì îòîáðàæåíèå ψA åñòü ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñî-

ìíîæèòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ψA � ãîìîìîð�èçì ðåøåòîê. Îòîáðàæåíèå ϕA

ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé àíòèèçîìîð�èçìà FIC, îãðàíè÷åí-

íîãî íà LA, è ãîìîìîð�èçìà ψA, îãðàíè÷åííîãî íà (α]
Part(F 1) ∩LFIC

(F 1), à
ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ àíòèãîìîìîð�èçìîì. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü

ϕA. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå β ∈ Part(A) è îáîçíà÷èì ÷åðåç β∗

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A, ñîîòâåòñòâóþùåå β. �àññìîòðèì ìíîãî-

îáðàçèå V, äëÿ êîòîðîãî β∗ (ðàññìàòðèâàåìîå êàê ìíîæåñòâî ïàð ñëîâ)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òîæäåñòâ, è óáåäèìñÿ, ÷òî V ∈ LA è ϕA(V) = β. Ýòî
òàê, åñëè êàæäûé β∗-êëàññ ÿâëÿåòñÿ FIC(V)-êëàññîì. Òàêèì îáðàçîì, íóæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â V è u ∈ A, òî uβ∗ v.
Ëåììà 1.2 ïî èíäóêöèè ñâîäèò ïðîâåðêó ê ñëó÷àþ, êîãäà u = aξ(u′)b è

v = aξ(v′)b äëÿ íåêîòîðûõ a,b ∈ F 1
, íåêîòîðîãî ξ ∈ End(F 1) è ñëîâ u′

, v′

òàêèõ, ÷òî u′ β∗ v′
. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ξ(x) = λ äëÿ íåêîòîðîé áóê-

âû x ∈ on(u′). Òîãäà ξ(u′) = ξ(v′), ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî óñëîâèþ, u′
X = v′

X

äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ⊆ on(u′). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì,

÷òî u = v, îòêóäà uβ∗ v. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ýíäîìîð�èçì ξ ïåðåâî-
äèò âñå áóêâû èç on(u′) â íåïóñòûå ñëîâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýíäîìîð�èçì
ζ ∈ End(F ) òàêîé, ÷òî ξ|

on(u′) = ζ|
on(u′). Îòñþäà u = aζ(u′)b. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî u′ ≤ u. Ïîñêîëüêó u,u′ ∈ A è A � àíòèöåïü, ïîëó÷àåì, ÷òî u = u′
.

Òîãäà a = b = λ è ξ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà âñåõ áóêâàõ ñëîâ u′
è v′

.

Ñëåäîâàòåëüíî, v = v′
. Èòàê, u = u′ β∗ v′ = v, è ïîòîìó uβ∗ v.

(iii) Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (ii) ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè β ∈
Part(A) è V � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, äëÿ êîòîðîãî β∗ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

òîæäåñòâ, òî V ∈ LA è ϕA(V) = β. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî V íàäêîììó-

òàòèâíî, òî óòâåðæäåíèå (iii) áóäåò äîêàçàíî. Ïóñòü uβ∗ v, à x ∈ on(u).
Ïîëîæèì X = on(u) \ {x}. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, uX = vX , îòêóäà occx(u) =
occx(v). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî on(u) = on(v), ïîëó÷àåì, ÷òî
occx(u) = occx(v) äëÿ ëþáîé áóêâû x. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòî âëå÷åò

íàäêîììóòàòèâíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ V.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñëîâ

An = {xn−iyxi | 0 ≤ i ≤ n}

ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-

íûå i, j òàêèå, ÷òî xn−iyxi = aξ(xn−jyxj)b äëÿ íåêîòîðûõ a,b ∈ F 1
è íåêî-

òîðîãî ξ ∈ End(F ). Çàìåòèì, ÷òî äëèíû ñëîâ xn−iyxi è xn−jyxj ðàâíû n+1,
â òî âðåìÿ êàê ñëîâî ξ(xn−jyxj) èìååò äëèíó ≥ n+ 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
a = b = λ è ýíäîìîð�èçì ξ ïåðåâîäèò áóêâû â áóêâû. Â ýòîì ñëó÷àå

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî xn−iyxi íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ξ(xn−jyxj), êàêèì áû

íè áûë ýíäîìîð�èçì ξ. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ñëîâ An ÿâëÿ-

åòñÿ àíòèöåïüþ. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ux = vx = xn, uy = vy = y è

u{x,y} = v{x,y} = λ äëÿ ëþáûõ u,v ∈ An. Ïðèìåíÿÿ ïï. (i) è (ii) ëåììû 2.3,

ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ
An

ÿâëÿåòñÿ àíòèãîìîìîð�èçìîì ðåøåòêè LAn
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íà ðåøåòêó Part(An). Èç ëåììû 2.3(iii) ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå àíòèãîìî-

ìîð�èçìà ϕ
An

íà ðåøåòêó LAn ∩ OC ÿâëÿåòñÿ àíòèãîìîìîð�èçìîì ýòîé

ðåøåòêè íà Part(An).
Èòàê, ðåøåòêà ðàçáèåíèé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ

àíòèãîìîìîð�íûì îáðàçîì íåêîòîðîé ïîäðåøåòêè ðåøåòêè OC. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ðåøåòêà óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåòðèâèàëüíîìó

òîæäåñòâó ε. Òîãäà òîæäåñòâî, äâîéñòâåííîå ê ε, âûïîëíåíî â Part(An) äëÿ
ëþáîãî n. Íî, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [8, ñëåäñòâèå IV.4.6℄),

êëàññ âñåõ ðåøåòîê ðàçáèåíèé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íå óäîâëåòâîðÿåò íèêà-

êîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

2.1.
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� 3. Öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò ïîëíîñòüþ îïèñàíû íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîá-

ðàçèÿ ìîíîèäîâ. Ïàðàãðà� äåëèòñÿ íà 5 ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ

�îðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïàðàãðà�à, ðàçäåëû 3.2�3.4 ïîñâÿùåíû

åãî äîêàçàòåëüñòâó, à â ðàçäåëå 3.5 ñîáðàíû ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîãî ðåçóëü-

òàòà.

3.1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Çà�èêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ äâóõ ìíîãîîáðàçèé:

K = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx},

N = var{x2y ≈ yx2, x2yz ≈ xyxzx, σ2, γ1}.

×òîáû îïðåäåëèòü åùå îäíî ìíîãîîáðàçèå, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äî-

ïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç

Sn ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}. Äëÿ ëþáûõ ïîäñòà-

íîâîê π, τ ∈ Sn îïðåäåëèì ñëîâà

wn(π, τ) =

( n
∏

i=1

ziti

)

x

( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)

x

( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

,

w′
n(π, τ) =

( n
∏

i=1

ziti

)

x2
( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîâà wn(π, τ) è w′
n(π, τ) ñ òðèâèàëüíûìè ïîäñòàíîâêàìè π è

τ âñòðå÷àëèñü ðàííåå â [31, äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.5℄. Ïîëîæèì

L = var{x2y ≈ yx2, xyxzx ≈ x2yz, σ1, σ2,

wn(π, τ) ≈ w′
n(π, τ) | n ∈ N, π, τ ∈ Sn}.

×åðåç

←−
X îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, äâîéñòâåííîå ê ìíîãîîáðà-

çèþ X (ò.å. ñîñòîÿùåå èç ìîíîèäîâ, àíòèèçîìîð�íûõ ìîíîèäàì èç X).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.1. Íåãðóïïîâîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ ÿâëÿåòñÿ öåïíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé Cn äëÿ

íåêîòîðîãî n ≥ 2, D, K,

←−
K, L, LRB, N,

←−
N è RRB.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëíûé ñïèñîê âñåõ íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé

ìîíîèäîâ áóäåò ïðèâåäåí â ðàçäåëå 3.5 â ñëåäñòâèè 3.34.

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè

Íà ïðîòÿæåíèè äàííîãî ðàçäåëà ÷åðåç V îáîçíà÷àåòñÿ �èêñèðîâàííîå íå-

ãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ. Öåëü ðàçäåëà � ïðîâåðèòü, ÷òî

V ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé, ïåðå÷èñëåííûõ â �îðìóëèðîâêå

òåîðåìû 3.1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ýòàïà, êîòî-

ðûì ñîîòâåòñòâóþò òðè ïîäðàçäåëà äàííîãî ðàçäåëà.
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3.2.1. �åäóêöèÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà D2 ⊆ V

Èç ëåììû 1.3 âûòåêàåò, ÷òî SL ⊆ V. Åñëè V ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ

ãðóïïó, òî ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýòîé ãðóïïîé, íåñðàâíèìî ñ SL. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ öåïíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå

V êîìáèíàòîðíî. Òîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xn ≈ xn+1
äëÿ íåêî-

òîðîãî n. Åñëè V êîììóòàòèâíî, òî V ⊆ SL ⊆ C2 ïðè n = 1 è V ⊆ Cn â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äàëåå, åñëè V ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ, òî

èç ëåììû 1.13 è íàáëþäåíèÿ, ÷òî V íå ìîæåò îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòü

ìíîãîîáðàçèÿ LRB è RRB, ñëåäóåò, ÷òî V ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ýòèõ

äâóõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî V íåêîììóòàòèâíî è íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîá-

ðàçèåì èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ. Òîãäà V íå âïîëíå ðåãóëÿðíî, òàê êàê

êàæäîå êîìáèíàòîðíîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç èäåì-

ïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èç ëåìììû 1.18 âûòåêàåò, ÷òî D1 ⊆ V.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäîëæèòü íàøè ðàññóæäåíèÿ, íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëü-

êî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ñîäåðæàùåå ìíîãîîáðàçèå

D1. Òîãäà ëèáî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà

xsyxt ≈ yxr, (3.1)

ãäå s ≥ 1, t ≥ 0, s + t ≥ 2 è r ≥ 2, ëèáî äëÿ ëþáîãî òîæäåñòâà u ≈ v,

âûïîëíåííîãî â X, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

h01(u, x) = h01(v, x) äëÿ âñåõ x ∈ con(u). (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó u ≈ v. Èç âêëþ÷åíèÿ D1 ⊆ X è ïðåäëîæåíèÿ 1.17 ñëåäóåò, ÷òî âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è (1.2). Èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî åñ-

ëè (1.7) ÿâëÿåòñÿ 0-ðàçëîæåíèåì ñëîâà u, òî 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìååò

âèä (1.8). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (3.2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ áóêâà x ∈ mul(u), ÷òî h01(u, x) 6= h01(v, x). Èç óñëîâèÿ (1.1) âûòåêà-
åò, ÷òî x ∈ mul(v). Äàëåå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå i < j, ÷òî ti = h01(u, x) è tj = h01(v, x). Ïîäñòàâèì y
âìåñòî tj , à 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â òîæäåñòâî u ≈ v, êðîìå x è tj .
Ìû ïîëó÷èì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà (3.1), ãäå s ≥ 1, t ≥ 0,
s+ t ≥ 2 è r ≥ 2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìû âûïîëíÿåì ïîäñòàíîâêó

(x1, x2, . . . , xk) 7→ (u1,u2, . . . ,uk)

â íåêîòîðîå òîæäåñòâî, åñëè ìû îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k
ïîäñòàâëÿåì ñëîâî ui âìåñòî áóêâû xi â ýòî òîæäåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíîãî-

îáðàçèè E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è (3.2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå E óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ v. Èç âêëþ÷åíèÿ D1 ⊆ E è ïðåäëîæåíèÿ 1.17

ñëåäóåò, ÷òî ýòî òîæäåñòâî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

óñëîâèå (3.2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà èç ëåììû 3.2 âûòåêàåò, ÷òî E óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà (3.1), ãäå s ≥ 1, t ≥ 0, s+ t ≥ 2 è r ≥ 2. �àññìîòðèì
ïîëóãðóïïó

P = 〈e, a | e2 = e, ae = a, ea = 0〉 = {e, a, 0}.

Çàìåòèì, ÷òî E ñîäåðæèò ìîíîèä P 1
(ò.å. ïîëóãðóïïó P ñ âíåøíåïðèñîåäè-

íåííîé åäèíèöåé). Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó (x, y) 7→ (e, a) â òîæäåñòâî (3.1).
Ìû ïîëó÷èì íåâåðíîå ðàâåíñòâî 0 = a. Ñëåäîâàòåëüíî, P 1

, è ïîòîìó E, íå

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.1).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è (3.2).

Ïóñòü (1.7) � 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Ââèäó ëåììû 1.27, 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà

v èìååò âèä (1.8). Ïðîâåðèì, ÷òî u ≈ v âûïîëíåíî â E. Íàïîìíèì, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå E çàäàåòñÿ ñèñòåìîé òîæäåñòâ

{x2 ≈ x3, x2y ≈ xyx, x2y2 ≈ y2x2}. (3.3)

Ïîëîæèì X = con(u0) = {x1, x2, . . . , xk}. ßñíî, ÷òî ëþáîé áëîê ïðîèçâîëü-

íîãî ñëîâà íå ñîäåðæèò ïðîñòûõ áóêâ ýòîãî ñëîâà. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñè-

ñòåìó òîæäåñòâ (3.3), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u0 = x21x
2
2 · · · x

2
k.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m, ÷òî u ≈ v âûïîëíåíî â E.

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü m = 0. Èç óñëîâèÿ (1.1) âûòåêàåò, ÷òî con(u0) =
con(v0). Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå E óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

x2y2 ≈ y2x2, (3.4)

îíî òàêæå óäîâëåòâîðÿåò è òîæäåñòâó v0 ≈ x21x
2
2 · · · x

2
k. Ñëåäîâàòåëüíî, â E

âûïîëíåíû òîæäåñòâà

u = t0u0 = t0x
2
1x

2
2 · · · x

2
k ≈ t0v0 = v,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðüm > 0. Èç ñèñòåìû òîæäåñòâ (3.3) âûòåêàåò

òîæäåñòâî

u ≈ t0x
2
1x

2
2 · · · x

2
kt1(u1)X · · · tm(um)X .

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3.2), con(u0) = con(v0), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà

òîæäåñòâ (3.3) âëå÷åò òîæäåñòâî

v ≈ t0x
2
1x

2
2 · · · x

2
kt1(v1)X · · · tm(vm)X .

Ïîëîæèì u′ = (u1)X · · · tm(um)X è v′ = (v1)X · · · tm(vm)X . Ëåãêî ïðî-

âåðèòü, ÷òî òîæäåñòâî u′ ≈ v′
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.1) è (3.2). Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òîæäåñòâî u′ ≈ v′
âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè

E, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u ≈ t0x
2
1x

2
2 · · · x

2
kt1u

′ ≈ t0x
2
1x

2
2 · · · x

2
kt1v

′ ≈ v.

Òàêèì îáðàçîì, u ≈ v âûïîëíåíî â E.
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Ëåììà 3.4. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, íå ÿâëÿþùååñÿ âïîëíå

ðåãóëÿðíûì. Åñëè E * X è X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

x2 ≈ x3, (3.5)

òî â X âûïîëíåíî òîæäåñòâî

yx2 ≈ x2yx2. (3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X êîììóòàòèâíî, òî îíî óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâàì yx2 ≈ yx4 ≈ x2yx2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî X íå ÿâëÿ-

åòñÿ êîììóòàòèâíûì. Òîãäà èç ëåììû 1.18 ñëåäóåò, ÷òî D1 ⊆ X. Ïîñêîëüêó

E * X, ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â X, íî íå âûïîëíåííîå

â E. Òîãäà èç âêëþ÷åíèé C2 ⊆ D1 ⊆ X è ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî óñëî-

âèå (1.1) âûïîëíåíî, à óñëîâèå (3.2) � íåò. Òåïåðü èç ëåììû 3.2 âûòåêàåò,

÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà (3.1), ãäå s ≥ 1, t ≥ 0, s+t ≥ 2 è r ≥ 2.
Ïîäñòàâèì x2 âìåñòî x â ýòî òîæäåñòâî è ïðèìåíèì íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç

òîæäåñòâî (3.5). Ìû ïîëó÷èì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.6).

Âåðíåìñÿ ê öåïíîìó ìíîãîîáðàçèþ V. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ñâåëè íàøè

ðàññìîòðåíèÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà D1 ⊆ V. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèÿ C3 è D1

íåñðàâíèìû, C3 * V. Òîãäà èç ëåììû 1.9 è êîìáèíàòîðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ

V ñëåäóåò, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.5). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D2 *
V. Î÷åâèäíî, ÷òî V íå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåñðàâíèìûõ

ìíîãîîáðàçèé E èëè

←−
E . Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî

←−
E *

V. Òîãäà èç ëåììû, äâîéñòâåííîé ê ëåììå 3.4, ñëåäóåò, ÷òîV óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó

x2y ≈ x2yx2. (3.7)

Ñîãëàñíî ëåììå 1.19, â V âûïîëíåíî òàêæå òîæäåñòâî

xyx ≈ xqyxr, (3.8)

â êîòîðîì ëèáî q > 1, ëèáî r > 1.

Åñëè u è v � ñëîâà, à ε � òîæäåñòâî, òî çàïèñü u
ε
≈ v îçíà÷àåò, ÷òî

u ≈ v ñëåäóåò èç ε. Åñëè q > 1, òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

xyx
(3.8)

≈ xqyxr
(3.7)

≈ xqyxr+2 (3.5)

≈ x2yx2
(3.7)

≈ x2y.

Íàïîìíèì, ÷òî â V òàêæå âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.5). Òîãäà èç ëåì-

ìû 1.14(i) ñëåäóåò, ÷òîV ⊆ LRB∨C2. ÏîñêîëüêóV � öåïíîå ìíîãîîáðàçèå,

íå ñîñòîÿùåå èç èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ, èç ëåììû 1.14(ii) âûòåêàåò, ÷òî

V ⊆ E. Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊆ K.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî q ≤ 1. Òîãäà r > 1. Åñëè q = 0, òî, ïîñêîëüêó
V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.5), èç óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííîãî ê ëåì-

ìå 1.14, ñëåäóåò, ÷òî V ⊆ D1 ⊆ D.

Ïðåäïîëîæèì íàêîíåö, ÷òî q = 1. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó

xyx ≈ xyx2, (3.9)
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ïîñêîëüêó â ýòîì ìíîãîîáðàçèè âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.5). Ñëåäîâàòåëüíî,

â V âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà x2yx
(3.9)

≈ x2yx2
(3.7)

≈ x2y. Òàêèì îáðàçîì, V

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

x2y ≈ x2yx. (3.10)

Èç òîãî, ÷òî D1 ⊆ V, âûòåêàåò LRB * V. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òîæ-

äåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â V, íî íå âûïîëíåííîå â LRB. Ñëîâîì ïåðâûõ

âõîæäåíèé ñëîâà w íàçûâàþò ñëîâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç w óäàëåíèåì

âñåõ, êðîìå ïåðâîãî, âõîæäåíèé âñåõ áóêâ. Ýòî ñëîâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ini(w). Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâî a ≈ b âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè LRB òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ini(a) = ini(b). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ini(u) 6= ini(v).
Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6 âûòåêàåò, ÷òî con(u) = con(v). Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå áóêâû x, y ∈ con(u), ÷òî u(x, y) = xsyw1 è

v(x, y) = ytxw2, ãäå s, t > 0 è con(w1) = con(w2) = {x, y}. Åñëè s = 1, òî
ïîäñòàâèì x2 âìåñòî x â òîæäåñòâî u(x, y) ≈ v(x, y). Ìû ïîëó÷èì òîæäå-

ñòâî x2syw′
1 ≈ y

tx2w′
2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s ≥ 2. Â ñèëó

ñèììåòðèè, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t ≥ 2. Áîëåå òîãî, òîæäåñòâî (3.5)
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî s = t = 2. Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òîæäå-

ñòâî (3.10) ê òîæäåñòâó xsyw1 ≈ ytxw2 è âûâåñòè òîæäåñòâî x2yk ≈ y2xm

äëÿ íåêîòîðûõ k,m > 1. Òîãäà V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

x2y2
(3.5)

≈ x2yk ≈ y2xm
(3.5)

≈ y2x2,

à çíà÷èò, è òîæäåñòâó (3.4). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî V ⊆ K.

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà D2 ⊆ V.

3.2.2. �åäóêöèÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà L ⊆ V

Çäåñü íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-

æäåíèÿ. Ïóñòü n è m � ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà òàêèå,

÷òî n+m > 0. Äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè θ ∈ Sn+m ïîëîæèì

wn,m(θ) =

( n
∏

i=1

ziti

)

x

(n+m
∏

i=1

zθ(i)

)

x

( n+m
∏

i=n+1

tizi

)

,

w′
n,m(θ) =

( n
∏

i=1

ziti

)

x2
(n+m
∏

i=1

zθ(i)

)( n+m
∏

i=n+1

tizi

)

.

Îòìåòèì, ÷òî ñëîâà wn(π, τ) è w′
n(π, τ), ââåäåííûå â ðàçäåëå 3.1, ÿâëÿþòñÿ

ñëîâàìè âèäàwn,n(θ) èw′
n,n(θ) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâêè

θ ∈ S2n.

Ëåììà 3.5. Ìíîãîîáðàçèå L óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì âèäà

wn,m(θ) ≈ w′
n,m(θ) (3.11)

äëÿ âñåõ n, m è θ ∈ Sn+m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî êàæäîå òîæäåñòâî âèäà (3.11) ñëåäóåò èç

íåêîòîðîãî òîæäåñòâà âèäà

wn(π, τ) ≈ w′
n(π, τ). (3.12)

Äëÿ ýòîãî çà�èêñèðóåì òîæäåñòâî âèäà (3.11). Îíî èìååò âèä

p0xq0xr0 ≈ p0x
2q0r0,

ãäå p0 = z1t1 · · · zntn, q0 = zθ(1) · · · zθ(n+m) è r0 = tn+1zn+1 · · · tn+mzn+m.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî q0 ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî â

âèäå

q0 = u1v1 · · ·ukvk,

ãäå con(u1 · · ·uk) = {z1, . . . , zn} è con(v1 · · ·vk) = {zn+1, . . . , zn+m} (ìû ïî-

ëàãàåì, ÷òî u1 = λ, åñëè θ(1) > n, è vk = λ, åñëè θ(n + m) ≤ n). Êàæ-
äîå èç ñëîâ u1, . . . ,uk (êðîìå u1, êîãäà u1 = λ) èìååò âèä zj1 · · · zjs , ãäå
j1, . . . , js ≤ n, â òî âðåìÿ êàê êàæäîå èç ñëîâ v1, . . . ,vk (êðîìå vk, êîãäà

vk = λ) èìååò âèä zj1 · · · zjs , ãäå j1, . . . , js > n.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî u1 = λ. Ïóñòü z è t � áóêâû, íå âõîäÿùèå

â çàïèñü ñëîâà p0q0r0x. Ïîëîæèì p′ = ztp0, q
′ = zq0 è r′ = r0. Òîæäå-

ñòâî p′xq′xr′ ≈ p′x2q′r′, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (3.11). ßñíî, ÷òî

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ áóêâ òîæäåñòâî p′xq′xr′ ≈ p′x2q′r′ èìååò

âèä, óêàçàííûé â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ñëîâî u1

íå ìîæåò áûòü ïóñòûì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî u1 6= λ.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî vk 6= λ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî u1 = zj1 · · · zjs , ãäå j1, . . . , js ≤ n, à z′j1 ,
t′j1 , . . . , z

′
js−1

, t′js−1
� áóêâû, íå âõîäÿùèå â çàïèñü ñëîâà p0q0r0x. Ïî-

ëîæèì p1 = p0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q1 ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç q0 çàìåíîé

ñëîâà u1 íà ñëîâî zj1z
′
j1
· · · zjs−1

z′js−1
zjs . Ïîëîæèì òàêæå ñëîâî r1 ðàâíûì

r0t
′
j1
z′j1 · · · t

′
js−1

z′js−1
. Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâî p0xq0xr0 ≈ p0x

2q0r0 ñëåäó-

åò èç òîæäåñòâà p1xq1xr1 ≈ p1x
2q1r1, ïîñêîëüêó ïåðâîå òîæäåñòâî ìîæíî

ïîëó÷èòü èç âòîðîãî ïîäñòàíîâêîé 1 âìåñòî áóêâ z′j1 , t
′
j1
, . . . , z′js−1

, t′js−1
.

Ïóñòü v1 = zj1 · · · zjs , ãäå j1, . . . , js > n, à z′j1 , t
′
j1
, . . . , z′js−1

, t′js−1
� áóêâû,

íå âõîäÿùèå â çàïèñü ñëîâà p1q1r1x. Ïîëîæèì p2 = z′j1t
′
j1
· · · z′js−1

t′js−1
p1.

×åðåç q2 îáîçíà÷èì ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç q1 çàìåíîé ñëîâà v1 íà ñëî-

âî zj1z
′
j1
· · · zjs−1

z′js−1
zjs . Ïîëîæèì òàêæå r2 = r1. Òîæäåñòâî p1xq1xr1 ≈

p1x
2q1r1 ñëåäóåò èç òîæäåñòâà p2xq2xr2 ≈ p2x

2q2r2, ïîñêîëüêó ïåðâîå òîæ-

äåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü èç âòîðîãî ïîäñòàíîâêîé 1 âìåñòî áóêâ z′j1 , t
′
j1
, . . . ,

z′js−1
, t′js−1

.

Ïðîäîëæàÿ äàííûé ïðîöåññ, ìîäè�èöèðóåì ñëîâà u2,v2, . . . ,uk,vk. Â

ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

p2kxq2kxr2k ≈ p2kx
2q2kr2k, (3.13)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò òîæäåñòâî (3.11), çà�èêñèðîâàííîå â íà÷àëå äîêàçà-

òåëüñòâà. Ìû ìîæåì î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåèìåíîâàòü áóêâû â ïîëó÷åí-

íîì òîæäåñòâå. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ñ÷èòàòü, ÷òî p2k = z1t1 · · · zptp, q2k =
zξ(1) · · · zξ(p+q) è r2k = tp+1zp+1 · · · tp+qzp+q äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ p, q
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è òàêîé ïîäñòàíîâêè ξ ∈ Sp+q, ÷òî ξ(i) ≤ p äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ i, è ξ(i) > p
äëÿ âñåõ ÷åòíûõ i. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî p = q. Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äëèíó ñëîâà ui ÷åðåç ni, à äëèíó ñëîâà vi ÷åðåç mi.

Òîãäà n1 + · · · + nk = n è m1 + · · · +mk = m. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

p = n+ (m1 − 1) + · · ·+ (mk − 1) = n+m− k

= m+ n− k = m+ (n1 − 1) + · · ·+ (nk − 1) = q.

Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî (3.13) èìååò âèä (3.12) è âëå÷åò òîæäåñòâî (3.11),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü â ìíîãîîáðàçèè ìîíîèäîâ X âûïîëíåíû òîæäåñòâà

xyxzx ≈ x2yz, (3.14)

x2y ≈ yx2 (3.15)

è (3.11) äëÿ âñåõ n, m è θ ∈ Sn+m, u � ñëîâî, à x � êðàòíàÿ â ñëîâå u

áóêâà. Òîãäà åñëè u(x, y) 6= xyx íè äëÿ êàêîé áóêâû y, òî X óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó

u ≈ x2ux. (3.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî occx(u) > 2. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîå n > 2, ÷òî u = u1xu2xu3 · · ·unxun+1 äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî

ïóñòûõ) ñëîâ u1,u2, . . . ,un+1, íå ñîäåðæàùèõ áóêâó x. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå
X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u=u1xu2xu3 · · ·unxun+1

(3.14)

≈ u1x
2u2u3 · · ·un+1

(3.15)

≈ x2u1u2 · · ·un+1=x
2ux,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ìíîãîîáðàçèè âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.16).

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà occx(u) =
2. Â ýòîì ñëó÷àå u = u1xu2xu3 äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ

u1,u2,u3, íå ñîäåðæàùèõ áóêâó x. Åñëè u2 = λ, òî â X âûïîëíåíû òîæäå-

ñòâà u = u1x
2u3

(3.15)

≈ x2u1u3 = x2ux, ÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Ïóñòü òåïåðü u2 6= λ. Òîãäà con(u2) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ áóêâó y. Åñëè
y ∈ sim(u), òî u(x, y) = xyx, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

y ∈ mul(u) äëÿ ëþáîé áóêâû y ∈ con(u2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî occy(u) > 2.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïåðâîì àáçàöå äîêàçàòåëüñòâà,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ y2uy. Ýòî

òîæäåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå u ≈ u′
1xu

′
2xu

′
3, ãäå u′

1 = y2u1, u
′
2 =

(u2)y è u′
3 = (u3)y. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì óäàëèòü èç u2 âñå áóêâû,

âõîäÿùèå â ñëîâî u áîëåå äâóõ ðàç. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ëèáî u2 = λ, ëèáî occy(u) = 2 äëÿ ëþáîé áóêâû y ∈ con(u2). Ïåðâûé
ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí â ïðåäûäóùåì àáçàöå. �àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîâî w íàçûâàþò ëèíåéíûì, åñëè occx(w) ≤ 1 äëÿ ëþ-

áîé áóêâû x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîâî u2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, ò.å. u2 =
y1y2 · · · yk äëÿ íåêîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áóêâ y1, y2, . . . , yk. Òîãäà ëèáî
yi ∈ con(u1) \ con(u3), ëèáî yi ∈ con(u3) \ con(u1) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ k. Ïå-
ðåèìåíîâàíèåì áóêâ y1, y2, . . . , yk, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ
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òîãî, ÷òî y1, y2, . . . , yn ∈ con(u1)\con(u3) è yn+1, . . . , yn+m ∈ con(u3)\con(u1)
äëÿ íåêîòîðûõ n è m òàêèõ, ÷òî n+m = k. Òîãäà

u = u1xyθ(1)yθ(2) · · · yθ(n+m)xu3

äëÿ íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâêè θ ∈ Sn+m òàêîé, ÷òî

u1 = w0y1w1y2w2 · · · ynwn, u3 = wn+1yn+1wn+2yn+2 · · ·wn+myn+mwn+m+1

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ w0,w1, . . . ,wn+m+1. Òîãäà X óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u = w0

( n
∏

i=1

yiwi

)

x

(n+m
∏

i=1

yθ(i)

)

x

( n+m
∏

i=n+1

wiyi

)

wn+m+1

(3.11)

≈ w0

( n
∏

i=1

yiwi

)

x2
(n+m
∏

i=1

yθ(i)

)( n+m
∏

i=n+1

wiyi

)

wn+m+1

(3.15)

≈ x2w0

( n
∏

i=1

yiwi

)(n+m
∏

i=1

yθ(i)

)( n+m
∏

i=n+1

wiyi

)

wn+m+1

= x2ux.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.16).

Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà ñëîâî u2 íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà y ∈ con(u2), ÷òî u2 = v1yv2yv3,

ãäå v1, v2 è v3 � ñëîâà, y /∈ con(v1v2v3), à ñëîâî v2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïóñòûì,

ëèáî ëèíåéíûì. Åñëè v2 ëèíåéíî, òî èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è

â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî â X âûïîëíåíû òîæäåñòâà

u = u1xv1yv2yv3xu3 ≈ y
2uy = y2u1xv1v2v3xu3 = u′

1xu
′
2xu3,

ãäå u′
1 = y2u1 è u′

2 = v1v2v3. Åñëè æå v2 = λ, òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâàì

u = u1xv1y
2v3xu3

(3.15)

≈ y2u1xv1v3xu3 = u′
1xu

′
2xu3,

ãäå u′
1 = y2u1 è u′

2 = v1v3. Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ y /∈ con(u′
2). Èíûìè

ñëîâàìè, ìû ìîæåì óäàëèòü áóêâó y èç ñëîâà u2. Ìû áóäåì ïîâòîðÿòü àíà-

ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñëîâî u2 íå ñòàíåò ëèáî ïóñòûì,

ëèáî ëèíåéíûì. Îáà ýòè ñëó÷àÿ óæå áûëè ðàññìîòðåíû âûøå. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.16).

Ëåììà 3.7. L = varS(xzxyty).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Z = varS(xzxyty). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ðàç-

áèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ïðîâåðÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Z ⊆ L,

à âî âòîðîé � ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå.

Âêëþ÷åíèå Z ⊆ L. Ââèäó ëåììû 1.7, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëîâî

xzxyty ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ L. Ïîëîæèì

Ψ = {x2y ≈ yx2, xyxzx ≈ x2yz, σ1, σ2,

wn(π, τ) ≈ w′
n(π, τ) | n ∈ N, π, τ ∈ Sn}.
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Íàïîìíèì, ÷òî L = varΨ. Åñëè L óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäå-

ñòâó xzxyty ≈ w äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâàw, òî, ñîãëàñíî ëåììå 1.2, ñóùåñòâóåò

âûâîä òîæäåñòâà xzxyty ≈ w èç ñèñòåìû òîæäåñòâ Ψ, ò.å. òàêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñëîâ

v0,v1, . . . ,vm, (3.17)

÷òî v0 = xzxyty, vm = w, è äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i < m ñóùåñòâóþò ñëîâà ai,

bi, òîæäåñòâî si ≈ ti ∈ Ψ è ýíäîìîð�èçì ξi ∈ End(F 1) òàêèå, ÷òî ëèáî

vi = aiξi(si)bi è vi+1 = aiξi(ti)bi, ëèáî vi = aiξi(ti)bi è vi+1 = aiξi(si)bi.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.17)

ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì âûâîäîì òîæäåñòâà xzxyty ≈ w èç ñèñòåìû òîæäåñòâ

Ψ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xzxyty 6= v1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ξ0(x) = λ,
òî ξ0(s0) = ξ0(t0) äëÿ ëþáîãî òîæäåñòâà s0 ≈ t0 ∈ Ψ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâåðå÷èò òîìó, ÷òî xzxyty 6= v1. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ0(x) 6= λ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xzxyty = v0 = a0ξ0(s0)b0 è v1 = a0ξ0(t0)b0. Ñëó÷àé,

êîãäà s0 = x2y, íåâîçìîæåí, òàê êàê ñëîâî ξ0(s0) ñîäåðæèò êâàäðàò íåïó-

ñòîãî ñëîâà, â òî âðåìÿ êàê ñëîâî xzxyty ÿâëÿåòñÿ áåñêâàäðàòíûì. Ñëó÷àé,
êîãäà s0 = xyxzx, òàêæå íå ìîæåò èìåòü ìåñòà, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ñëîâî ξ0(s0) îáÿçàíî ñîäåðæàòü áóêâó, âñòðå÷àþùóþñÿ â íåì ïî êðàéíåé ìå-

ðå òðè ðàçà, â òî âðåìÿ êàê êàæäàÿ áóêâà ñëîâà xzxyty âõîäèò â ýòî ñëîâî íå
áîëåå äâóõ ðàç. Íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà s0 = wn(π, τ) äëÿ íåêîòîðûõ n ∈ N è

π, τ ∈ Sn, íåâîçìîæåí ïîòîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðàòíàÿ â ñëîâå ξ0(s0)
áóêâà c ∈ ξ0(x), ÷òî âñÿêàÿ áóêâà, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì

âõîæäåíèÿìè c â ξ0(s0), ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé, â òî âðåìÿ êàê â ñëîâå xzxyty
ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì âõîæäåíèÿìè ëþáîé êðàòíîé áóêâû îáÿçàòåëüíî

íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ áóêâà. Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî s0 ≈ t0 ñîâïàäàåò ëè-

áî ñ σ1, ëèáî ñ σ2. Â ñèëó ñèììåòðèè, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî

ïåðâûé ñëó÷àé s0 = xyzxty è t0 = yxzxty. Ïîñêîëüêó ξ0(x) 6= λ, ìíîæåñòâî
con(ξ0(x)) íå ïóñòî è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò íåêîòîðóþ áóêâó a. Î÷åâèä-
íî, a ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé â ñëîâå ξ0(s0), îòêóäà a ∈ {x, y}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
a = x. Òîãäà ξ0(y) = λ, ïîñêîëüêó

xzxyty = a0ξ0(s0)b0 = a0ξ0(x)ξ0(y)ξ0(z)ξ0(x)ξ0(t)ξ0(y)b0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ0(t0) = ξ0(x)ξ0(z)ξ0(x)ξ0(t) = ξ0(s0). Òîãäà

v1 = a0ξ0(t0)b0 = a0ξ0(s0)b0 = xzxyty,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.17) ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì

âûâîäîì òîæäåñòâà xzxyty ≈ w èç ñèñòåìû òîæäåñòâ Ψ. Ñëó÷àé, êîãäà
a = y ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî xzxyty = v0 = a0ξ0(t0)b0. Ñëó÷àé, êîãäà

t0 ∈ {yx
2, x2yz, w′

n(π, τ) | n ∈ N, π, τ ∈ Sn}

íåâîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñëîâî ξ0(t0) ñîäåðæèò êâàäðàò íåïó-
ñòîãî ñëîâà, â òî âðåìÿ êàê ñëîâî xzxyty ÿâëÿåòñÿ áåñêâàäðàòíûì. Ñëåäî-

âàòåëüíî, òîæäåñòâî s0 ≈ t0 ñîâïàäàåò ëèáî ñ σ1, ëèáî σ2. �àññóæäàÿ êàê
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â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñëîâà

xzxyty è v1 ðàçëè÷íû.

Ìû ïðîâåðèëè, ÷òî xzxyty ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ L, îòêóäà Z ⊆ L.

Âêëþ÷åíèå L ⊆ Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó òîæ-

äåñòâó u ≈ v. Äîêàæåì, ÷òî u ≈ v âûïîëíåíî â L. Ëåììà 3.5 ïîçâîëÿåò

íàì ññûëàòüñÿ íà ëåììó 3.6. Ïóñòü x � òàêàÿ êðàòíàÿ â ñëîâå u áóêâà, ÷òî

u(x, y) 6= xyx äëÿ ëþáîé áóêâû y. Ïî ëåììå 3.6, ìíîãîîáðàçèå L óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâó (3.16). Î÷åâèäíî, ÷òî C2 ⊆ Z, îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ïðåä-

ëîæåíèå 1.6, ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ mul(v). Ïîñêîëüêó xzxyty ÿâëÿåòñÿ èçî-

òåðìîì äëÿ Z, ñëîâî xyx òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

v(x, y) 6= xyx äëÿ ëþáîé áóêâû y. Ïðèìåíèì ñíîâà ëåììó 3.6 è ïîëó÷èì, ÷òî

â L âûïîëíåíî òîæäåñòâî v ≈ x2vx. Òàêèì îáðàçîì, åñëè òîæäåñòâî ux ≈ vx

âûïîëíÿåòñÿ â ìíîãîîáðàçèè L, òî ýòî ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò òàêæå

òîæäåñòâàì u ≈ x2ux ≈ x2vx ≈ v. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì óäàëèòü èç

òîæäåñòâà u ≈ v âñå òàêèå êðàòíûå áóêâû x, ÷òî u(x, y) 6= xyx äëÿ ëþáîãî

y. Èíûìè ñëîâàìè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîé áóêâû x ∈ mul(u) íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà y, ÷òî u(x, y) = xyx = v(x, y).
Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî occx(u), occx(v) ≤ 2 äëÿ ëþáîé áóêâû x.

Äàëåå, â ñèëó ëåììû 1.3, con(u) = con(v). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ

áóêâ a, b /∈ con(u), òîæäåñòâà u ≈ v è aub ≈ avb ýêâèâàëåíòíû â êëàññå

ìîíîèäîâ. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ

è ïîñëåäíÿÿ áóêâû â êàæäîì èç ñëîâ u è v ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè â ýòèõ

ñëîâàõ. Ïóñòü sim(u) = sim(v) = {t0, t1, . . . , tm}. Ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî

v(t1, t2, . . . , tm) = t1t2 · · · tm. Ââèäó ëåììû 1.11, D1 ⊆ Z. Òîãäà èç ïðåäëî-

æåíèÿ 1.17 ñëåäóåò, ÷òî

u = t0a1t1a2t2 · · · tm−1amtm è v = t0b1t1b2t2 · · · tm−1bmtm

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ a1,a2, . . . ,am è b1,b2, . . . ,bm.

Ïóñòü 0 ≤ i ≤ m− 1. Òîãäà u = w1tiai+1ti+1w2, ãäå

w1 =

{

t0a1t1 · · · ti−1ai, åñëè 0 < i ≤ m− 1,

λ, åñëè i = 0,

w2 =

{

ai+2ti+2 · · · amtm, åñëè 0 ≤ i < m− 1,

λ, åñëè i = m− 1.

(3.18)

Ïðîâåðèì, ÷òî

ai+1 = u1u
′
1u2u

′
2 · · ·uku

′
k (3.19)

è, ñëåäîâàòåëüíî, u = w1tiu1u
′
1u2u

′
2 · · ·uku

′
kti+1w2 äëÿ íåêîòîðûõ (âîç-

ìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ u1,u
′
k è íåïóñòûõ ñëîâ u′

1,u2,u
′
2, . . . ,uk òàêèõ, ÷òî

con(uj) ⊆ con(w1) è con(u′
j) ⊆ con(w2) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k. Åñëè ai+1 = λ,

òî ðàâåíñòâî (3.19) âûïîëíÿåòñÿ ïðè k = 1 è u1 = u′
1 = λ. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî ai+1 6= λ. Ïóñòü x ∈ con(ai+1). ßñíî, ÷òî áóêâà x ÿâëÿåòñÿ

êðàòíîé â u, ïîñêîëüêó sim(u) = {t0, t1, . . . , tm}. Êàê ìû äîêàçàëè âûøå, â

ñëîâå u ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ áóêâà y òàêàÿ, ÷òî u(x, y) = xyx. Îòñþäà, î÷å-
âèäíî, ñëåäóåò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â ñëîâå ai+1. Òîãäà x ∈ con(w1w2).
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Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ áóêâà èç con(ai+1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â ai+1

è âñòðå÷àåòñÿ ëèáî â w1, ëèáî â w2. Ïóñòü u1 � ìàêñèìàëüíûé ïðå�èêñ

ñëîâà ai+1 òàêîé, ÷òî con(u1) ⊆ con(w1) (åñëè ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà ai+1 íå

âõîäèò â w1, òî ñ÷èòàåì, ÷òî u1 = λ). Òîãäà ai+1 = u1b äëÿ íåêîòîðîãî

(âîçìîæíî ïóñòîãî) ñëîâà b. Åñëè b = λ, òî ðàâåíñòâî (3.19) âûïîëíÿåòñÿ

ïðè k = 1 è u′
1 = λ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü u′

1 � òàêîé ìàêñèìàëüíûé

ïðå�èêñ ñëîâà b, ÷òî con(u′
1) ⊆ con(w2). Òîãäà ai+1 = u1u

′
1c äëÿ íåêîòîðî-

ãî (âîçìîæíî ïóñòîãî) ñëîâà . Åñëè c = λ, òî ðàâåíñòâî (3.19) âûïîëíÿåòñÿ
ïðè k = 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç u2 òàêîé ìàêñèìàëüíûé

ïðå�èêñ ñëîâà , ÷òî con(u2) ⊆ con(w1). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïî-

ëó÷èì ðàâåíñòâî (3.19).

Ïîëîæèì

w′
1 =

{

t0b1t1 · · · ti−1bi, åñëè 0 < i ≤ m− 1,

λ, åñëè i = 0,

w′
2 =

{

bi+2ti+2 · · ·bmtm, åñëè 0 ≤ i < m− 1,

λ, åñëè i = m− 1.

(3.20)

�àññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîêàçûâà-

þò, ÷òî bi+1 = v1v
′
1v2v

′
2 · · · vkv

′
k äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ

v1,v
′
k è íåïóñòûõ ñëîâ v′

1,v2,v
′
2, . . . ,vk òàêèõ, ÷òî con(vj) ⊆ con(w′

1) è

con(v′
j) ⊆ con(w′

2) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k. Ñëåäîâàòåëüíî,

v = w′
1tiv1v

′
1v2v

′
2 · · ·vrv

′
rti+1w

′
2.

Äàëåå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k ≥ r. Ïðîâåðèì, ÷òî
k = r, con(uj) = con(vj) è con(u′

j) = con(v′
j) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k.

Âîçüìåì x èç con(u1). Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, u(x, ti) = xtix. Ñëåäî-
âàòåëüíî, v(x, ti) = xtix, îòêóäà occx(w

′
1) = 1. Çàìåòèì, ÷òî v(x, ti+1) 6=

xti+1x, ïîñêîëüêó u(x, ti+1) = x2ti+1. Òàêèì îáðàçîì, x /∈ con(w′
2), îòêó-

äà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ con(v1v2 · · ·vr). Åñëè x /∈ con(v1), òî x ∈ con(vp) äëÿ
íåêîòîðîãî p > 1. Òîãäà â con(v′

p−1) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ áóêâà, ñêàæåì y.
Çàìåòèì, ÷òî u(y, ti+1) = v(y, ti+1) = yti+1y. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ con(w2),
îòêóäà y ∈ con(u′

j) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ k. Òîãäà u(x, y, ti, ti+1) =
xtixyti+1y, à v(x, y, ti, ti+1) = xtiyxti+1y. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñëîâî
xtixyti+1y ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ con(v1), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî con(u1) ⊆ con(v1). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî con(v1) ⊆ con(u1). Òàêèì îáðàçîì, con(u1) = con(v1).
Âîçüìåì òåïåðü x èç con(u′

1). Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, u(x, ti+1) = xti+1x.
Ñëåäîâàòåëüíî, v(x, ti+1) = xti+1x, îòêóäà occx(w

′
2) = 1. Çàìåòèì, ÷òî

v(x, ti) 6= xtix, ïîñêîëüêó u(x, ti) = tix
2
. Òàêèì îáðàçîì, x /∈ con(w′

1),
îòêóäà x ∈ con(v′

1v
′
2 · · ·v

′
r). Åñëè x /∈ con(v′

1), òî x ∈ con(v′
p) äëÿ íåêî-

òîðîãî p > 1. Òîãäà â con(vp) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ áóêâà, ñêàæåì y. Çà-
ìåòèì, ÷òî u(y, ti) = v(y, ti) = ytiy. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ con(w1), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî y ∈ con(uj) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ k. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

y /∈ con(u1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ con(u1), òî y ∈ con(v1), ïîñêîëü-
êó con(u1) = con(v1). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî occy(v) ≥ occy(v1vpw

′
2) ≥ 3,
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÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, y ∈ con(uj) äëÿ íåêîòîðîãî 2 ≤ j ≤ k.
Òîãäà u(x, y, ti, ti+1) = xtixyti+1y, à v(x, y, ti, ti+1) = xtiyxti+1y. Ýòî ïðî-

òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñëîâî xtixyti+1y ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ Z. Ñëåäîâà-

òåëüíî, x ∈ con(v′
1), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî con(u′

1) ⊆ con(v′
1). Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî con(v′
1) ⊆ con(u′

1). Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî

con(u′
1) = con(v′

1).
Ïîâòîðÿÿ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùèõ äâóõ

àáçàöåâ, ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî con(ui) = con(vi) è con(u′
i) = con(v′

i) äëÿ
i = 2, . . . , r.

Åñëè k > r, òî con(ur+1) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ áóêâó, ñêàæåì x. Êàê
ìû ïîêàçàëè âûøå, u(x, ti) = xtix. Ñëåäîâàòåëüíî, v(x, ti) = xtix, îòêó-
äà occx(w

′
1) = 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî v(x, ti+1) = u(x, ti+1) = x2ti+1. Â

÷àñòíîñòè, v(x, ti+1) 6= xti+1x. Ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ con(w′
2), îòêóäà x ∈

con(v1v2 · · ·vr). Òîãäà x ∈ con(u1u2 · · ·ur), òàê êàê con(ui) = con(vi) äëÿ
âñåõ i = 1, 2, . . . , r. Òàêèì îáðàçîì, occx(u) ≥ occx(w1u1u2 · · ·ur+1) ≥ 3, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, k = r.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî k = r, con(ui) = con(vi) è con(u′
i) = con(v′

i)
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k. Çà�èêñèðóåì èíäåêñ s ∈ {1, 2, . . . , k}. Ñëîâà us è vs

ëèíåéíû è çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå áóêâ. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ñëîâ

u′
s è v′

s. Òîæäåñòâî σ1 [ñîîòâåòñòâåííî σ2℄ ïîçâîëÿåò íàì ïîìåíÿòü ìåñòàìè

ïåðâûå [âòîðûå℄ âõîæäåíèÿ äâóõ êðàòíûõ áóêâ, åñëè ýòè âõîæäåíèÿ ñìåæ-

íû äðóã ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâà σ1 è σ2 ïîçâîëÿþò èçìåíÿòü

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïîðÿäîê áóêâ â ñëîâàõ u′
s è us ñîîòâåòñòâåííî. Òà-

êèì îáðàçîì, åñëè ìû çàìåíèì us íà vs, à u′
s íà v′

s â ñëîâå u, òî ïîëó÷åííîå

íàìè ñëîâî áóäåò ðàâíî u â ìíîãîîáðàçèè L. Ýòî âåðíî äëÿ âñåõ s = 1, . . . , k.
Ñëåäîâàòåëüíî, L óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u = w1tiai+1ti+1w2 = w1tiu1u
′
1u2u

′
2 · · ·uku

′
kti+1w2

≈ w1tiv1v
′
1v2v

′
2 · · · vkv

′
kti+1w2 = w1tibi+1ti+1w2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû çàìåíèì ai+1 íà bi+1 â ñëîâå u äëÿ âñåõ i =
0, . . . ,m − 1, òî ïîëó÷åííîå ñëîâî áóäåò ðàâíî u â ìíîãîîáðàçèè L. Ñëå-

äîâàòåëüíî, L óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u = t0a1t1a2t2 · · · tm−1amtm ≈ t0b1t1b2t2 · · · tm−1bmtm = v.

Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì îäíî èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå èç ëåììû 3.7. Áåñêîíå÷íî áàçèðóå-

ìîå ìíîãîîáðàçèå, âñå ñîáñòâåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîòîðîãî êîíå÷íî áàçè-

ðóåìû, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì. Ìíîãîîáðàçèå varS(xzxyty) ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëüíûì [31, ïðåäëîæåíèå 5.1℄. Òàêèì îáðàçîì, èç ëåììû 3.7 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.8. Ìíîãîîáðàçèå L ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî

íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ.

Èç óïîìÿíóòîãî âî ââåäåíèè ðåçóëüòàòà ðàáîòû [37℄ ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò êîíòèíóóì ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï ñ 3-ýëåìåíòíîé ðå-

øåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ âñåõ òàêèõ ìíîãîîá-

ðàçèé. Ïîñêîëüêó êëàññ êîíå÷íî áàçèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ñ÷åòåí,
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êëàññ G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî áàçèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ. Êàê õîðîøî èç-

âåñòíî, ìíîãîîáðàçèÿìè ãðóïï ñ äâóõýëåìåíòíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðà-

çèé ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ïðîñòîé ýêñïîíåíòû è òîëüêî

îíè. Ïîñêîëüêó îíè êîíå÷íî áàçèðóåìû, âñå áåñêîíå÷íî áàçèðóåìûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ èç êëàññà G ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè îäíàêî ÿâíûå ïðèìåðû ïðå-

äåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ N, çàäàâàåìîå âíóò-

ðè N ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:

α1 : x1y1x0x1y1 ≈ y1x1x0x1y1.

Çàìåòèì, ÷òî α1 ïðèíàäëåæèò ñ÷åòíîé ñåðèè òîæäåñòâ αk, êîòîðóþ ìû

îïðåäåëèì â ïîäðàçäåëå 3.4.1.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ è D2 ⊆ X.

(i) Åñëè L * X, òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó γ1.

(ii) Åñëè M * X, òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó σ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîãëàñíî ëåììàì 1.7 è 3.7, ìíîãîîáðàçèå X óäîâëå-

òâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà xzxyty ≈ w. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó

ëåìì 1.7 è 1.11, ñëîâî xyx ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ X. Òîãäà èç �àêòà 3.1(i)

ðàáîòû [51℄ ñëåäóåò, ÷òî w = xzyxty. Ñëåäîâàòåëüíî, X óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó γ1.

(ii) Èç óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííîãî ê ïðåäëîæåíèþ 1 èç èñïðàâëåíèÿ ê

ñòàòüå [31℄, ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ïîðîæäàåòñÿ ìîíîèäîì S(xyzxty).
Òîãäà S(xyzxty) /∈ X. Òåïåðü èç ëåììû 1.7 ñëåäóåò, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò

íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà xyzxty ≈ w. Ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî, ñî-

ãëàñíî ëåììàì 1.7 è 1.11, ñëîâî xyx ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ X, ïðèìåíèì

�àêò 3.1(ii) ðàáîòû [51℄ è ïîëó÷èì, ÷òî w = yxzxty. Òàêèì îáðàçîì, òîæ-

äåñòâî σ1 âûïîëíåíî â X.

Âåðíåìñÿ ê öåïíîìó ìíîãîîáðàçèþ V. Â ïîäðàçäåëå 3.2.1 ìû ñâåëè íà-

øè ðàññìîòðåíèÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà D2 ⊆ V. ßñíî, ÷òî òîãäà E * V, ïî-

ñêîëüêó ìíîãîîáðàçèÿ D2 è E íåñðàâíèìû. Ïî ëåììå 3.4, ìíîãîîáðàçèå V

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.6). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî

←−
E ,* V

è óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííîãî ê ëåììå 3.4, ñëåäóåò, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó (3.7). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.15). Åñ-

ëèV íå ñîäåðæèò L,M è

←−
M, òî èç ëåììû 3.9 è óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííîãî

ê óòâåðæäåíèþ (ii) ýòîé ëåììû, ñëåäóåò, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

σ1, σ2 è γ1, îòêóäà V ⊆ D.

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà V ñîäåðæèò

îäíî èç ìíîãîîáðàçèé L, M èëè

←−
M. Â ýòîì ñëó÷àå V íå ñîäåðæèò ìíîãî-

îáðàçèå D3, ïîñêîëüêó L, M è

←−
M íåñðàâíèìû ñ ýòèì ìíîãîîáðàçèåì. Èç

ëåììû 1.19 è òîãî �àêòà, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.15), ñëåäóåò,

÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.14).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM ⊆ V. Òîãäà V íå ñîäåðæèò L è

←−
M. Èç ëåììû 3.9(i)

è óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííîãî ê ëåììå 3.9(ii), ñëåäóåò, ÷òî V ⊆ N. Äâîé-

ñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè

←−
M ⊆ V, òî V ⊆

←−
N.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè íàøè ðàññìîòðåíèÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà L ⊆ V.

3.2.3. Ñëó÷àé, êîãäà L ⊆ V

Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (3.14) è (3.15) è íå

ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèÿ M è

←−
M. Òîãäà èç ëåììû 3.9(ii) è äâîéñòâåííîé ê

íåé ñëåäóåò, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì σ1 è σ2. Ñëåäîâàòåëüíî, V
ñîäåðæèòñÿ â ìíîãîîáðàçèè

O = var{x2y ≈ yx2, xyxzx ≈ x2yz, σ1, σ2}.

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 3.1, äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî V ⊆ L. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî V óäîâëåòâî-

ðÿåò âñåì òîæäåñòâàì âèäà (3.12).

Íàì ïîòðåáóþòñÿ îäíî íîâîå îáîçíà÷åíèå è íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ

óòâåðæäåíèé. Ïóñòü n ∈ N, 0 ≤ k ≤ ℓ ≤ n è π, τ ∈ Sn. Ïîëîæèì

wk,ℓ
n (π, τ) =

( n
∏

i=1

ziti

)( k
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)

x

( ℓ
∏

i=k+1

zπ(i)zn+τ(i)

)

x

·

( n
∏

i=ℓ+1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

.

Çàìåòèì, ÷òî w
0,n
n (π, τ) = wn(π, τ) è w

0,0
n (π, τ) = w′

n(π, τ).

Ëåììà 3.10. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, π, τ ∈ Sn, à X � òàêîå

ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÷òî L ⊆ X ⊆ O. Åñëè S
(

wn(π, τ)
)

/∈ X, òî X

óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà

wn(π, τ) ≈ wk,ℓ
n (π, τ) (3.21)

äëÿ íåêîòîðûõ 0 ≤ k ≤ ℓ ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S
(

wn(π, τ)
)

/∈ X. Òîãäà ïî ëåììå 1.7,

X óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà

wn(π, τ) =

( n
∏

i=1

ziti

)

x

( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)

x

( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

≈ w. (3.22)

Ïîëîæèì a = zπ(1), b = tπ(1)zπ(1)+1tπ(1)+1 · · · zntnx, c = zn+τ(1) è

d = zπ(2)zn+τ(2) · · · zπ(n)zn+τ(n)xtn+1zn+1 · · · tn+τ(1)−1zn+τ(1)−1tn+τ(1).

Ñëîâî wn(π, τ) ñîäåðæèò ïîäñëîâî abacdc. Ïîýòîìó ïîäìîíîèä ìîíîèäà

S
(

wn(π, τ)
)

, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè a, b,  è d, èçîìîð�åí S(xzxyty).
Â ñèëó ëåìì 1.7 è 3.7, ñëîâî xzxyty ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ X. Ïðîâåðèì,

÷òî

ℓ2(w, zi) < ℓ1(w, zn+j) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ℓ2
(

wn(π, τ), zi
)

< ℓ1
(

wn(π, τ), zn+j

)
(3.23)
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äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i, j ≤ n. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 1 ≤ i, j ≤ n. Ñëîâî xyx ÿâëÿ-

åòñÿ èçîòåðìîì äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ X. Òîãäà, ïîñêîëüêó

[

wn(π, τ)
]

(zi, ti) =
zitizi,

[

wn(π, τ)
]

(zn+j , tn+j) = zn+jtn+jzn+j è òîæäåñòâî (3.22) âûïîëíåíî â

X, ìû èìååì w(zi, ti) = zitizi è w(zn+j , tn+j) = zn+jtn+jzn+j . Ïîñêîëüêó X

íå êîììóòàòèâíî, ℓ1(w, ti) < ℓ1(w, tn+j). Ñëåäîâàòåëüíî,

w(zi, tn+j) =
[

wn(π, τ)
]

(zi, tn+j) = z2i tn+j,

w(zn+j , ti) =
[

wn(π, τ)
]

(zn+j , ti) = tiz
2
n+j.

Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî

w(zi, ti, tn+j) =
[

wn(π, τ)
]

(zi, ti, tn+j) = zitizitn+j,

w(zn+j , ti, tn+j) =
[

wn(π, τ)
]

(zn+j, ti, tn+j) = tizn+jtn+jzn+j .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ2(w, zi) < ℓ1(w, zn+j). Òîãäà èç ñêàçàííîãî â ïðåäû-
äóùåì àáçàöå ñëåäóåò, ÷òî

w(zi, zn+j , ti, tn+j) = zitizizn+jtn+jzn+j .

Ïîñêîëüêó ñëîâî xzxyty ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ X,

[

wn(π, τ)
]

(zi, zn+j , ti, tn+j) = zitizizn+jtn+jzn+j = w(zi, zn+j , ti, tn+j),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ℓ2(wn(π, τ), zi) < ℓ1(wn(π, τ), zn+j).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ℓ2

(

wn(π, τ), zi
)

< ℓ1
(

wn(π, τ), zn+j

)

. Òîãäà

[

wn(π, τ)
]

(zi, zn+j , ti, tn+j) = zitizizn+jtn+jzn+j .

Ñíîâà ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî xzxyty ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿX, ïîëó÷àåì,

÷òî

w(zi, zn+j , ti, tn+j) =
[

wn(π, τ)
]

(zi, zn+j , ti, tn+j) = zitizizn+jtn+jzn+j,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ℓ2(w, zi) < ℓ1(w, zn+j).
Èòàê, óòâåðæäåíèå (3.23) äîêàçàíî. Òîãäà

wx =

( n
∏

i=1

ziti

)( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

.

Ïîñêîëüêó X ⊆ O, â X âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà xyxzx ≈ x2yz ≈ yzx2.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî occx(w) = 2. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî w èìååò

âèä

( n
∏

i=1

p2i−1zip2iti

)

q0

( n
∏

i=1

zπ(i)q2i−1zn+τ(i)q2i

)( 2n
∏

i=n+1

tir2i−2n−1zir2i−2n

)

,

ãäå

( 2n
∏

i=1

pi

)( 2n
∏

i=0

qi

)( 2n
∏

i=1

ri

)

= x2.
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x ∈ con(p2j−1p2j) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ n
è j ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Åñëè p2j−1p2j = x, òî

( 2n
∏

i=2j+1

pi

)( 2n
∏

i=0

qi

)( 2n
∏

i=1

ri

)

= x.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â òîæäåñòâî (3.22),

êðîìå x è tj . Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî tjx
2 ≈ xtjx, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëü-

êó ñëîâî xzx ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ X. Ñëåäîâàòåëüíî, p2j−1p2j = x2, ò.å.
ëèáî p2j−1 = p2j = x, ëèáî p2j−1 = x2, ëèáî p2j = x2. Åñëè p2j−1 = p2j = x,
òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

wn(π, τ) ≈ w =

(j−1
∏

i=1

ziti

)

xzjxtj

( n
∏

i=j+1

ziti

)( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

σ1

≈

(j−1
∏

i=1

ziti

)

zjx
2tj

( n
∏

i=j+1

ziti

)( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

(3.15)

≈

( n
∏

i=1

ziti

)

x2
( n
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

= w′
n(π, τ) = w0,0

n (π, τ),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Åñëè p2j−1 = x2 èëè p2j = x2, òî ìû ëåãêî

ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå çàêëþ÷åíèå, ïðèìåíèâ òîæäåñòâî (3.15). Èòàê, ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p1p2 · · ·p2n = λ.
Ñëó÷àé, êîãäà x ∈ con(r2j−1r2j) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ n, ðàññìàòðè-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, òîëüêî âìåñòî òîæäåñòâà σ1 èñïîëüçóåòñÿ
òîæäåñòâî σ2.

Ïóñòü, íàêîíåö, x /∈ con(p1p2 · · ·p2nr1r2 · · · r2n). Òîãäà

q0q1 · · ·q2n = x2.

Çàìåòèì, ÷òî ëèáî x /∈ con(q0), ëèáî x /∈ con(q2n), ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå òîæäåñòâî (3.22) ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì. Ïðåäïîëîæèì áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî x /∈ con(q0). Òîãäà q1q2 · · ·q2n = x2. Ïóñòü k �

íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî x ∈ con(qk). Åñëè qk = x2, òî,
ïðèìåíèâ òîæäåñòâî (3.15), ìû ëåãêî ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå çàêëþ÷åíèå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x ∈ con(qℓ+1) äëÿ íåêîòîðîãî k ≤ ℓ ≤ 2n− 1.
Êàæäîå âõîæäåíèå x â ñëîâî w ëåæèò ëèáî â ïîäñëîâå âèäà zπ(i)xzn+τ(i),

ëèáî â ïîäñëîâå âèäà zπ(i)zn+τ(i)xzπ(i+1)zn+τ(i+1). Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

w ðàâíî â X íåêîòîðîìó ñëîâó, èìåþùåìó òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è w, íî

ñîäåðæàùåìó âõîæäåíèÿ áóêâû x òîëüêî âòîðîãî òèïà. Åñëè îáà âõîæäåíèÿ
áóêâû x â w ÿâëÿþòñÿ âõîæäåíèÿìè âòîðîãî òèïà, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà ýòè âõîæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âõîæäåíèÿìè ïåðâîãî òèïà.
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Òîãäà ìíîãîîáðàçèå X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

wn(π, τ) ≈ w =

( n
∏

i=1

ziti

)(k−1
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)

zπ(k)xzn+τ(k)

( ℓ
∏

i=k+1

zπ(i)zn+τ(i)

)

· zπ(ℓ+1)x zn+τ(ℓ+1)

( n
∏

i=ℓ+2

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

σ2

≈

( n
∏

i=1

ziti

)(k−1
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)

zπ(k) xzn+τ(k)

( ℓ
∏

i=k+1

zπ(i)zn+τ(i)

)

· x

( n
∏

i=ℓ+1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

σ1

≈

( n
∏

i=1

ziti

)( k
∏

i=1

zπ(i)zn+τ(i)

)

x

( ℓ
∏

i=k+1

zπ(i)zn+τ(i)

)

x

·

( n
∏

i=ℓ+1

zπ(i)zn+τ(i)

)( 2n
∏

i=n+1

tizi

)

= wk,ℓ
n (π, τ)

(äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, â äàííîé öåïî÷êå òîæäåñòâ ìû ïîä÷åðêèâàåì äâå

ñìåæíûå áóêâû, êîòîðûå ìû ïåðåñòàâëÿåì ìåñòàìè, ïðèìåíåíÿÿ îäíî èç

òîæäåñòâ σ1 è σ2). Íàêîíåö, åñëè âõîæäåíèÿ x â w èìåþò ðàçëè÷íûå òèïû,

òî íàøè ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì, íî áîëåå ïðîñòû. À

èìåííî, åñëè âõîæäåíèå ïåðâîãî òèïà ëåæèò â qk [â qℓ+1℄, òî äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü òîëüêî òîæäåñòâî σ1 [ñîîòâåòñòâåííî σ2℄. Òàêèì îáðàçîì, ìû

äîêàçàëè, ÷òî òîæäåñòâî âèäà (3.21) â ëþáîì ñëó÷àå âûïîëíåíî â ìíîãîîá-

ðàçèè X.

Ëåììà 3.11. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0 ≤ k < ℓ < m, q = ℓ− k è

π, τ ∈ Sm. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîäñòàíîâêè ρ, σ ∈ Sq, ÷òî òîæäåñòâî

w
k,ℓ
m (π, τ) ≈ w

k,k
m (π, τ) ñëåäóåò èç òîæäåñòâà wq(ρ, σ) ≈ w′

q(ρ, σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

{zπ(k+1), zπ(k+2), . . . , zπ(ℓ)} = {zp1 , zp2 , . . . , zpq},

{zm+τ(k+1), zm+τ(k+2), . . . , zm+τ(ℓ)} = {zr1 , zr2 , . . . , zrq},

ãäå 1 ≤ p1 < p2 < · · · < pq ≤ m < r1 < r2 < · · · < rq ≤ 2m. Òîãäà ñëîâî

w
k,ℓ
m (π, τ) èìååò âèä

u0zp1u1 · · · zpquqxzπ(k+1)zm+τ(k+1) · · · zπ(ℓ)zm+τ(ℓ)xuq+1zr1 · · ·u2qzrqu2q+1,

ãäå

u0 =

p1−1
∏

i=1

ziti,

us = tps

(ps+1−1
∏

i=ps+1

ziti

)

äëÿ âñåõ 1 ≤ s < q,
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uq = tpq

( m
∏

i=pq+1

ziti

)( k
∏

i=1

zπ(i)zm+τ(i)

)

,

uq+1 =

( m
∏

i=ℓ+1

zπ(i)zm+τ(i)

)( r1−1
∏

i=m+1

tizi

)

tr1 ,

uq+1+s =

( rs−1
∏

i=rs−1+1

tizi

)

trs äëÿ âñåõ 1 ≤ s < q,

u2q+1 =

2m
∏

i=rq+1

tizi.

Ïåðåèìåíóåì âñå áóêâû â ñëîâå w
k,ℓ
m (π, τ), êðîìå áóêâû x. Íà÷íåì ñ áóêâ

èç ìíîæåñòâà

con
(

wk,ℓ
m (π, τ)

)

\ {x, zp1 , zp2 . . . . , zpq , zr1 , zr2 , . . . , zrq}.

Çàìåíèì èõ íåêîòîðûìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè áóêâàìè, íå âõîäÿùèìè â

çàïèñü ñëîâà w
k,ℓ
m (π, τ). Çàòåì âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

(zp1 , zp2 , . . . , zpq , zr1 , zr2 , . . . , zrq ) 7→ (z1, z2, . . . , zq, zq+1, zq+2, . . . , z2q).

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëîâî

u′ = u′
0z1u

′
1 · · · zqu

′
qxzρ(1)zq+σ(1) · · · zρ(q)zq+σ(q)xu

′
q+1zq+1 · · ·u

′
2qz2qu

′
2q+1

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ïîäñòàíîâîê ρ, σ ∈ Sq è íåêîòîðûõ ñëîâ u′
0,u

′
1, . . . ,u

′
2q+1.

Çàòåì âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó (t1, t2, . . . , t2q) 7→ (u′
1,u

′
2, . . . ,u

′
2q) â òîæäå-

ñòâî wq(ρ, σ) ≈ w′
q(ρ, σ) è ïîëó÷èì òîæäåñòâî

z1u
′
1 · · · zqu

′
qxzρ(1)zq+σ(1) · · · zρ(q)zq+σ(q)xu

′
q+1zq+1 · · ·u

′
2qz2q

≈ z1u
′
1 · · · zqu

′
qx

2zρ(1)zq+σ(1) · · · zρ(q)zq+σ(q)u
′
q+1zq+1 · · ·u

′
2qz2q.

Äàëåå, ïðèìåíèâ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ê ñëîâó u′
, âûâîäèì òîæäåñòâî

u′ ≈ u′
0z1u

′
1 · · · zqu

′
qx

2zρ(1)zq+σ(1) · · · zρ(q)zq+σ(q)u
′
q+1zq+1 · · ·u

′
2qz2qu

′
2q+1.

Íàêîíåö, ïðîâåäåì ïåðåèìåíîâàíèå áóêâ â ýòîì òîæäåñòâå, îáðàòíîå ê ñäå-

ëàííîìó âûøå. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

wk,ℓ
m (π, τ) ≈ u0zp1u1 · · · zpquqx

2zπ(k+1)zm+τ(k+1) · · · zπ(ℓ)zm+τ(ℓ)x

· uq+1zr1 · · ·u2qzrqu2q+1 = wk,k
m (π, τ).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â òåî-

ðåìå 3.1. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ñâåëè íàøè ðàññìîòðåíèÿ ê ñëó÷àþ, êî-

ãäà L ⊆ V ⊆ O. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K êëàññ âñåõ ìíîãîîáðàçèé âèäà

varS
(

wn(π, τ)
)

, ãäå n ∈ N, à π, τ ∈ Sn. ßñíî, ÷òî åñëè X ∈ K, òî L ⊆ X.

Íèæå ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò �àêò, íå ññûëàÿñü íà íåãî
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ÿâíî. Ïóñòü X ∈ K. Ïðîâåðèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå X ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà íåñðàâíèìûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ èç êëàññà K.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè ξ ∈ Sn îïðåäåëèì äðóãèå äâå ïîäñòàíîâ-

êè èç Sn+2:

ξ1 =

(

1 2 3 4 5 . . . n+ 2
ξ(1) + 2 1 2 ξ(2) + 2 ξ(3) + 2 . . . ξ(n) + 2

)

,

ξ2 =

(

1 2 3 4 5 . . . n+ 2
ξ(1) + 2 2 1 ξ(2) + 2 ξ(3) + 2 . . . ξ(n) + 2

)

.

Åñëè X = varS
(

wn(π, τ)
)

äëÿ íåêîòîðûõ n, π è τ , òî ïîëîæèì T1 =
S
(

wn+2(π1, τ1)
)

è T2 = Sn+2

(

wn+2(π2, τ1)
)

. Åñëè T1 /∈ X, òî, ïî ëåììå 3.10,X

óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó wn+2(π1, τ1) ≈ w
k,ℓ
n+2(π1, τ1) äëÿ

íåêîòîðûõ 1 ≤ k ≤ ℓ ≤ n+ 2. Ïîäñòàâèì

• 1 âìåñòî z1, z2, zn+3, zn+4, t1, t2, tn+3 è tn+4,

• zi−2 âìåñòî zi ïðè 3 ≤ i ≤ n+2, è zi−4 âìåñòî zi ïðè n+5 ≤ i ≤ 2n+4,

• ti−2 âìåñòî ti ïðè 3 ≤ i ≤ n+2, è ti−4 âìåñòî ti ïðè n+5 ≤ i ≤ 2n+4

â òîæäåñòâî wn+2(π1, τ1) ≈ w
k,ℓ
n+2(π1, τ1). Ìû ïîëó÷èì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó wn(π, τ) ≈ w
s,t
n (π, τ), ãäå

s =

{

1, åñëè k ≤ 3,

k − 2, åñëè k > 3,
a t =

{

1, åñëè ℓ ≤ 3,

ℓ− 2, åñëè ℓ > 3.

Ïîñêîëüêó s ≥ 1, ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî íåòðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî X = varS

(

wn(π, τ)
)

è ëåììîé 1.7. Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî T1 ∈ X. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî T2 ∈ X.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T1 ∈ varT2. Ïî ëåììå 1.7, ñëîâî wn+2(π1, τ1) ÿâëÿåòñÿ
èçîòåðìîì äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ varT2. Â òî æå âðåìÿ, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

varT2 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó wn+2(π1, τ1) ≈ w′
n+2(π1, τ1). Ñëåäîâàòåëüíî,

varT1 * varT2. Àíàëîãè÷íî, varT2 * var T1. Ìû âèäèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ

varT1 è varT2 íåñðàâíèìû. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî îíè îáà ëåæàò â K.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè X = varS

(

wn(π, τ)
)

äëÿ íåêî-

òîðûõ n, π è τ , òî ìíîãîîáðàçèå X íå ÿâëÿåòñÿ öåïíûì. Ñëåäîâàòåëü-

íî, S
(

wn(π, τ)
)

/∈ V äëÿ âñåõ n, π è τ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n îáîçíà÷èì

òðèâèàëüíóþ ïîäñòàíîâêó èç Sn ÷åðåç ε. Ïî ëåììå 3.10, V óäîâëåòâîðÿ-

åò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà w1(ε, ε) ≈ w
k,ℓ
1 (ε, ε) äëÿ íåêîòîðûõ

0 ≤ k ≤ ℓ ≤ 1. Ïîñêîëüêó w
0,0
1 (ε, ε) = w′

1(ε, ε), w
0,1
1 (ε, ε) = w1(ε, ε) è òîæ-

äåñòâî w1(ε, ε) ≈ w
k,ℓ
1 (ε, ε) íåòðèâèàëüíî, ìû âèäèì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò

îäíîìó èç òîæäåñòâ w1(ε, ε) ≈ w′
1(ε, ε) è w1(ε, ε) ≈ w

1,1
1 (ε, ε). ßñíî, ÷òî âòî-

ðîå òîæäåñòâî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì (3.15) âëå÷åò ïåðâîå. Ñëåäîâàòåëüíî, V

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó w1(ε, ε) ≈ w′
1(ε, ε).

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâàì âèäà (3.12) äëÿ âñåõ π, τ ∈ Sn (íàïðèìåð, n = 1). Ïðîâåðèì, ÷òî ëþ-
áîå n îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
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n = 1, 2, . . . , r. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ n = r + 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëü-

íûå π1, τ1 ∈ Sr+1. Ïîñêîëüêó S
(

wr+1(π1, τ1)
)

/∈ V, èç ëåììû 3.10 ñëåäóåò,

÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó wr+1(π1, τ1) ≈ w
k,ℓ
r+1(π1, τ1) äëÿ íåêîòîðûõ

0 ≤ k ≤ ℓ < r+1. Åñëè k < ℓ, òî ïðèìåíèì ëåììó 3.11 ïðè m = r+1, π = π1
è τ = τ1 è ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäñòàíîâêè ρ, σ ∈ Sℓ−k, ÷òî òîæ-

äåñòâîwℓ−k(ρ, σ) ≈ w′
ℓ−k(ρ, σ) âëå÷åò òîæäåñòâî w

k,ℓ
r+1(π1, τ1) ≈ w

k,k
r+1(π1, τ1).

Ïåðâîå èç ýòèõ òîæäåñòâ âûïîëíåíî â V, òàê êàê ℓ − k ≤ r. Ñëåäîâà-
òåëüíî, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó wr+1(π1, τ1) ≈ w

k,k
r+1(π1, τ1) ïðè ëþ-

áûõ 0 ≤ k ≤ ℓ < r + 1. Çàìåòèì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òàêæå òîæäåñòâó

w
k,k
r+1(π1, τ1)

(3.15)

≈ w
0,0
r+1(π1, τ1) = w′

r+1(π1, τ1). Òàêèì îáðàçîì, â V âûïîëíå-

íî òîæäåñòâî wr+1(π1, τ1) ≈ w′
r+1(π1, τ1) äëÿ ëþáûõ π1, τ1 ∈ Sr+1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, V = L.

Ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 3.1.

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè: âñå ìíîãîîáðàçèÿ,

êðîìå K

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè X � ïîäìíîãîîáðà-

çèå îäíîãî èç ìíîãîîáðàçèé, ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 3.1, òî X ÿâëÿåòñÿ

öåïíûì. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâî áûòü öåïíûì ìíîãîîáðàçèåì íàñëåäóåòñÿ ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîX ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé,

ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 3.1. Â ñèëó ñèììåòðèè, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç

ðàññìîòðåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ

←−
K è

←−
N. Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Cn, D, K, L, LRB, N è RRB ÿâëÿþòñÿ öåïíûìè.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âñå ïåðå÷èñëåííûå ìíîãîîáðàçèÿ, êðîìå

ìíîãîîáðàçèÿ K, êîòîðîìó áóäåò ïîñâÿùåí ðàçäåë 3.4.

Èç ëåìì 1.12 è 1.13(ii) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ D, LRB è RRB ÿâ-

ëÿþòñÿ öåïíûìè. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ìíîãîîáðàçèÿ Cn, L è N.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. �åøåòêà L(Cn) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ

T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ C3 ⊂ · · · ⊂ Cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíî-

ãîîáðàçèÿ Cn. ßñíî, ÷òî V êîììóòàòèâíî è êîìáèíàòîðíî. Åñëè C2 * V,

òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.10, V âïîëíå ðåãóëÿðíî. Â ýòîì ñëó÷àå V ñîâïà-

äàåò ëèáî ñ T, ëèáî ñ SL. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè

C2 ⊆ V ⊆ Cn, òî V = Cs äëÿ íåêîòîðîãî 2 ≤ s ≤ n. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî

èíäóêöèåé ïî n. Åñëè n = 2, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü òå-
ïåðü n > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V 6= Cn. Òîãäà èç ëåììû 1.9 ñëåäóåò, ÷òî V

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xn−1 ≈ xn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîV ⊆ Cn−1. Òîãäà, ñî-

ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, V = Cs äëÿ íåêîòîðîãî 2 ≤ s ≤ n−1.

Èç ëåììû 3.7 è [31, ëåììà 5.10℄ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ L ñîäåðæèòñÿ â varS(xyx). Òåïåðü èç ëåìì 1.11

è 1.12 âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 3.13. �åøåòêà L(L) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ D1 ⊂
D2 ⊂ L.
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Ïðåäëîæåíèå 3.14. �åøåòêà L(N) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ

T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ D1 ⊂ D2 ⊂M ⊂ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âè-

äà (3.11) äëÿ âñåõ n, m è θ ∈ Sn+m. Ïîëîæèì

p = z1t1 · · · zntn,q = zθ(1) · · · zθ(n+m) è r = tn+1zn+1 · · · tn+mzn+m.

Òîãäà wn,m(θ) = pxqxr. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî θ(n+m) ≤ n. Òîãäà

wn,m(θ) = z1t1 · · ·
(1)

zθ(n+m) tθ(n+m) · · · zntn
(1)
x zθ(1) · · ·

(2)
zθ(n+m)

(2)
x r.

Ìû âèäèì, ÷òî âòîðûå âõîæäåíèÿ áóêâ zθ(n+m) è x â wn,m(θ) ñìåæíû äðóã

ñ äðóãîì. Òîæäåñòâî σ2 ïîçâîëÿåò íàì ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ýòè âõîæäåíèÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

wn,m(θ)
σ2

≈ pxzθ(1) · · · zθ(n+m−1)xzθ(n+m)r.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî θ(n+m) > n. Òîãäà

wn,m(θ) = p
(1)
x zθ(1) · · ·

(1)
zθ(n+m)

(2)
x tn+1zn+1 · · · tθ(n+m)

(2)
zθ(n+m) · · · tn+mzn+m.

Ìû âèäèì, ÷òî ïåðâîå âõîæäåíèå áóêâû zθ(n+m) è âòîðîå âõîæäåíèå áóêâû

x âwn,m(θ) ñìåæíû äðóã ñ äðóãîì. Òîæäåñòâî γ1 ïîçâîëÿåò íàì ïåðåñòàâèòü

ìåñòàìè ýòè âõîæäåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

wn,m(θ)
γ1
≈ pxzθ(1) · · · zθ(n+m−1)xzθ(n+m)r.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå òîæäåñòâî

wn,m(θ) ≈ pxzθ(1) · · · zθ(n+m−1)xzθ(n+m)r

âûïîëíåíî âN. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñòà-

âèòü âòîðîå âõîæäåíèå x ñ áóêâàìè zθ(n+m−1), zθ(n+m−2), . . . , zθ(1) è ïîëó-

÷èòü, ÷òî N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

wn,m(θ) ≈ px2zθ(1) · · · zθ(n+m)r = px2qr = w′
n,m(θ).

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíÿòü íèæå ëåììó 3.6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ⊆ N. Åñëè M * V, òî, ïî ëåììå 3.9(ii), V ⊆ D,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî V ⊆ D2. Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 1.12, äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà M ⊆ V. Ïðîâåðèì, ÷òî V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç

ìíîãîîáðàçèé M èëè N. Ïóñòü u ≈ v � ïðîèçâîëüíîå òîæäåñòâî, âûïîë-

íåííîå âV. Ïðîâåðèì, ÷òî u ≈ v ëèáî âëå÷åò òîæäåñòâî α1, ëèáî âûïîëíåíî

â ìíîãîîáðàçèè N. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6 ñëåäóåò, ÷òî sim(u) = sim(v). Ïóñòü
sim(u) = {t0, t1, . . . , tm}. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.7, ìû ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî

u = t0a1t1a2t2 · · · tm−1amtm è v = t0b1t1b2t2 · · · tm−1bmtm
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äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ a1,a2, . . . ,am è b1,b2, . . . ,bm.

Ïóñòü x � òàêàÿ êðàòíàÿ â ñëîâå u áóêâà, ÷òî u(x, y) 6= xyx äëÿ ëþáîé

áóêâû y. Ïî ëåììå 3.6, ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.16). Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.6, x ∈ mul(v). Ïîñêîëüêó D2 ⊆ M ⊆ V, èç ëåìì 1.7

è 1.11 ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî xyx ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ V. Ñëåäîâàòåëüíî,

v(x, y) 6= xyx äëÿ ëþáîé áóêâû y. Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 3.6 è ïîëó÷èì,

÷òî òîæäåñòâî v ≈ x2vx âûïîëíåíî â V. Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî u ≈ v

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âñåõ òîæäåñòâ âèäà (3.16) âìåñòå ñ òîæäåñòâàìè v ≈
x2vx è ux ≈ vx. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì óäàëèòü èç òîæäåñòâà u ≈ v âñå

òàêèå êðàòíûå áóêâû x, ÷òî u(x, y) 6= xyx äëÿ ëþáîãî y. Èíûìè ñëîâàìè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé áóêâû x ∈ mul(u) ñóùåñòâóåò òàêàÿ áóêâà

y, ÷òî u(x, y) = xyx = v(x, y). Â ÷àñòíîñòè, occx(u), occx(v) ≤ 2 äëÿ ëþáîé

áóêâû x.
Ïóñòü 0 ≤ i ≤ m − 1. Òîãäà u = w1tiai+1ti+1w2, ãäå âûïîëíÿþòñÿ ðà-

âåíñòâà (3.18). Àíàëîãè÷íî, v = w′
1tibi+1ti+1w

′
2, ãäå ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà (3.20). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîâî ai+1 ñîäåðæèò ïîäñëîâî d = xixj , ãäå
xi ∈ con(w1), à xj ∈ con(w2). Òîãäà âõîæäåíèå áóêâû xi â ñëîâî d ÿâëÿåò-

ñÿ âòîðûì âõîæäåíèåì xi â u, à âõîæäåíèå áóêâû xj â ñëîâî d � ïåðâûì

âõîæäåíèåì ýòîé áóêâû â u. Òîæäåñòâî γ1 ïîçâîëÿåò ïåðåñòàâèòü ýòè äâà

âõîæäåíèÿ ìåñòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå N óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó u ≈ w1tip1q1ti+1w2, ãäå con(p1) ⊆ con(w2) è con(q1) ⊆ con(w1).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî N óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâó v ≈ w′
1tip2q2ti+1w

′
2, ãäå con(p2) ⊆ con(w′

2) è con(q2) ⊆ con(w′
1).

Ïðîâåðèì, ÷òî con(p1) = con(p2) è con(q1) = con(q2). Âîçüìåì x ∈
con(p1). Òîãäà u(x, ti+1) = xti+1x. Ïîýòîìó v(x, ti+1) = xti+1x. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî x ∈ con(w′

1p2q2) è x ∈ con(w′
2). Åñëè x ∈ con(q2), òî x ∈ con(w′

1),
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî occx(v) ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ con(q2). Çàìåòèì,
÷òî u(x, ti) = tix

2
. Òîãäà v(x, ti) 6= xtix, îòêóäà x /∈ con(w′

1). Ñëåäîâàòåëüíî,
x ∈ con(p2). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî con(p1) ⊆ con(p2). Â ñèëó

ñèììåòðèè, con(p2) ⊆ con(p1), è ïîòîìó con(p1) = con(p2). Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî con(q1) = con(q2).

Òàêèì îáðàçîì, p1 = x1x2 · · · xk è p2 = xπ(1)xπ(2) · · · xπ(k) äëÿ íåêîòîðûõ
áóêâ x1, x2, . . . , xk ∈ con(w2) ∩ con(w′

2) è íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè π ∈ Sk.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u ≈ w1tix1x2 · · · xkq1ti+1w2 è v ≈ w′
1tixπ(1)xπ(2) · · · xπ(k)q2ti+1w

′
2.

Òîãäà â N âûïîëíåíî òîæäåñòâî

w1tix1x2 · · · xkq1ti+1w2 ≈ w′
1tixπ(1)xπ(2) · · · xπ(k)ti+1q2w

′
2. (3.24)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà π íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò òàêèå j è ℓ, ÷òî j < ℓ, íî π(j) > π(ℓ). Ïîäñòàâëÿÿ 1 âìåñòî

âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â òîæäåñòâî (3.24), êðîìå xj , xℓ è ti+1, ìû ïîëó÷èì

òîæäåñòâî xjxℓti+1s ≈ xℓxjti+1s
′
, ãäå s, s′ ∈ {xjxℓ, xℓxj}. Òåïåðü ïðèìåíèì

òîæäåñòâî σ2 è ïîëó÷èì òîæäåñòâî xjxℓti+1xjxℓ ≈ xℓxjti+1xjxℓ. Ïåðåèìåíî-
âàíèåì áóêâ èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî α1. Èòàê,

åñëè ïîäñòàíîâêà π íåòðèâèàëüíà, òîV óäîâëåòâîðÿåò α1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

V ⊆M, îòêóäà V = M. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè p1 6= p2, òî V = M.
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Ïóñòü òåïåðü p1 = p2. Ñëîâà q1 è q2 ëèíåéíû è con(q1) = con(q2) ⊆
con(w1) ∩ con(w′

1). Ïîýòîìó åñëè xi âõîäèò â con(q1), òî ýòî âõîæäåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ âòîðûì âõîæäåíèåì xi â ñëîâî w1tix1x2 · · · xkq1ti+1w2. Òîæäåñòâî

σ2 ïîçâîëÿåò íàì èçìåíèòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïîðÿäîê áóêâ â ïîäñëî-

âå q1. Ïîýòîìó åñëè ìû çàìåíèì q1 íà q2 â ñëîâå w1tix1x2 · · · xkq1ti+1w2,

òî ïîëó÷åííîå ñëîâî áóäåò ðàâíî u â ìíîãîîáðàçèè N. Ñëåäîâàòåëüíî, N

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u = w1tiai+1ti+1w2 ≈ w1tip1q1ti+1w2 ≈ w1tip2q2ti+1w2 ≈ w1tibi+1ti+1w2.

Ýòî âåðíî äëÿ i = 0, 1, . . . ,m−1. Ñëåäîâàòåëüíî, â N âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u = t0a1t1a2t2 · · · tm−1amtm ≈ t0b1t1b2t2 · · · tm−1bmtm = v,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.4. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè: ìíîãîîáðàçèå K

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðîâåðèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèåK ÿâëÿåòñÿ öåïíûì. Ýòîò

ñëó÷àé íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì âñå ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå

âìåñòå âçÿòûå. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, ýòîò ðàçäåë äåëèòñÿ íà ÷åòûðå ïîä-

ðàçäåëà.

3.4.1. �åäóêöèÿ ê èíòåðâàëó [E,K]

Ïîëîæèì

Φ = {xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx}.

Çàìåòèì, ÷òî K = varΦ. Äëÿ ëþáûõ k ∈ N è 1 ≤ m ≤ k ïîëîæèì

bk,m = xk−1xkxk−2xk−1 · · · xm−1xm

è bk = bk,1; áóäåì ïîëàãàòü òàêæå, ÷òî b0 = λ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñ÷åòíûõ ñåðèé òîæäåñòâ:

αk : xkykxk−1xkykbk−1 ≈ ykxkxk−1xkykbk−1,

βk : xxkxbk ≈ xkx
2bk,

γk : y1y0xky1bk ≈ y1y0y1xkbk,

δmk : ym+1ymxkym+1bk,mymbm−1 ≈ ym+1ymym+1xkbk,mymbm−1,

ãäå k ∈ N è 1 ≤ m ≤ k. Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâà α1 è γ1 óæå ïîÿâëÿëèñü

âûøå. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñ÷åòíûå ñåðèè ìíîãîîáðàçèé:

Fk = var{Φ, αk}, Hk = var{Φ, βk}, Ik = var{Φ, γk}, J
m
k = var{Φ, δmk }.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ñòðîåíèå ðåøåòêè L(K). Åãî äîêà-

çàòåëüñòâó è ïîñâÿùåí âåñü ðàçäåë 3.4.

Ïðåäëîæåíèå 3.15. 1) �åøåòêà L(K) ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ìíî-

æåñòâåííûì îáúåäèíåíèåì ðåøåòêè L(E) è èíòåðâàëà [E,K].
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2) �åøåòêà L(E) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ D1 ⊂ E.

3) Åñëè X � òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÷òî E ⊂ X ⊂K, òî X ïðè-

íàäëåæèò èíòåðâàëó [Fk,Fk+1] äëÿ íåêîòîðîãî k.

4) Èíòåðâàë [Fk,Fk+1] ÿâëÿåòñÿ öåïüþ

Fk ⊂ Hk ⊂ Ik ⊂ J1
k ⊂ J2

k ⊂ · · · ⊂ Jk
k ⊂ Fk+1. (3.25)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåòêà L(K) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ

T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ D1 ⊂ E ⊂ F1 ⊂ H1 ⊂ I1 ⊂ J1
1

⊂ F2 ⊂ H2 ⊂ I2 ⊂ J1
2 ⊂ J2

2

.

.

.

⊂ Fk ⊂ Hk ⊂ Ik ⊂ J1
k ⊂ J2

k ⊂ · · · ⊂ Jk
k

.

.

.

⊂ K.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äàííîãî ïîäðàçäåëà ìû ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå 1) ïðåä-

ëîæåíèÿ 3.15. Óòâåðæäåíèå 2) ñëåäóåò èç ëåììû 1.14(ii). Óòâåðæäåíèÿ 3)

è 4) äîêàçûâàþòñÿ â ïîäðàçäåëàõ 3.4.3 è 3.4.4 ñîîòâåòñòâåííî, à ïîäðàç-

äåë 3.4.2 ñîäåðæèò íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü X � ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ K. Ïðîâåðèì, ÷òî ëèáî

E ⊆ X, ëèáî X ⊆ E. Ïîäñòàâëÿÿ 1 âìåñòî áóêâû y â òîæäåñòâî (3.9), ìû

ïîëó÷èì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.5). Åñëè X êîììóòàòèâíî, òî

X ⊆ C2 ⊆ E, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî X íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì. ßñíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X

ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì, ïîñêîëüêó îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.5).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X âïîëíå ðåãóëÿðíî. Âñÿêîå êîìáèíàòîðíîå âïîëíå ðå-

ãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ,

à êàæäûé èäåìïîòåíòíûé ìîíîèä, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó (3.4), êîì-

ìóòàòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, X íå ìîæåò áûòü âïîëíå ðåãóëÿðíûì. Òîãäà, ïî

ëåììå 1.18, D1 ⊆ X.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E * X. Òîãäà èç ëåììû 3.4 âûòåêàåò, ÷òî X óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.6). Êðîìå òîãî, â X âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.10),

ïîñêîëüêó X ⊆ K. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

x2y
(3.10)

≈ x2yx2
(3.6)

≈ yx2.

Ìû âèäèì, ÷òî â X âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (3.15), à òàêæå òîæäåñòâà

xyx
(3.9)

≈ xyx2
(3.6)

≈ x3yx2
(3.5)

≈ x2yx2
(3.6)

≈ yx2
(3.15)

≈ x2y.

Ñëåäîâàòåëüíî, â X âûïîëíåíî òîæäåñòâî

xyx ≈ x2y. (3.26)

Èç òîæäåñòâ (3.15) è (3.26), î÷åâèäíî, âûòåêàþò òîæäåñòâà σ1, σ2 è γ1.
Ñëåäîâàòåëüíî, X ⊆ D1 ⊆ E. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè E * X,

òî X ⊆ E. Óòâåðæäåíèå 1) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 äîêàçàíî.

52



3.4.2. Íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî óò-

âåðæäåíèé.

Ëåììà 3.16. Ìíîãîîáðàçèå K óäîâëåòâîðÿåò:

(i) òîæäåñòâó σ2;

(ii) òîæäåñòâó

xyxzx ≈ xyxz; (3.27)

(iii) ëþáîìó òàêîìó òîæäåñòâó u ≈ v, ÷òî con(u) = con(v) è occx(u),
occx(v) ≥ 2 äëÿ ëþáîãî x ∈ con(u).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå K óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâàì xzytxy
(3.9)

≈ xzytx2y2
(3.4)

≈ xzyty2x2
(3.9)

≈ xzytyx.
(ii) Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â K âûïîëíåíû òîæäåñòâà

xyxzx
(3.9)

≈ xyx2zx
(3.10)

≈ xyx2z
(3.9)

≈ xyxz.

(iii) Èç óòâåðæäåíèÿ (ii) ñëåäóåò, ÷òî K óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.27).

Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò íàì ñ÷èòàòü, ÷òî occx(u) = occx(v) = 2 äëÿ ëþáîé

áóêâû x ∈ con(u). Ïóñòü con(u) = con(v) = {x1, x2, . . . , xk}. Ïðîâåðèì, ÷òî
â K âûïîëíåíî òîæäåñòâî u ≈ x21x

2
2 · · · x

2
k. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî k.

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè k = 1, òî òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä x21 ≈ x21.
Î÷åâèäíî, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ â K.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü k > 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ℓ1(u, xi) < ℓ1(u, xk) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i < k. Òîãäà

u = u′xkxj1xj2 · · · xjsxkxjs+1
xjs+2

· · · xjs+t
,

ãäå xjr ∈ con(u′) äëÿ âñåõ 1 ≤ r ≤ s+ t. Òîãäà â K âûïîëíåíû òîæäåñòâà

u
(3.9)

≈ u′xkx
2
j1
x2j2 · · · x

2
jsx

2
kx

2
js+1

x2js+2
· · · x2js+t

(3.4)

≈ u′x3kx
2
j1
x2j2 · · · x

2
js+t

(3.5)

≈ u′x2kx
2
j1
x2j2 · · · x

2
js+t

(3.4)

≈ u′x2j1x
2
j2
· · · x2js+t

x2k
(3.27)

≈ u′xj1xj2 · · · xjs+t
x2k

= uxk
x2k.

Ñëîâî uxk
ñîäåðæèò â òî÷íîñòè k − 1 áóêâó. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè, òîæäåñòâî uxk
≈ x21x

2
2 · · · x

2
k−1 âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè K, îòêó-

äà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì u ≈ uxk
x2k ≈

x21x
2
2 · · · x

2
k. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âK âûïîëíåíî òîæ-

äåñòâî v ≈ x21x
2
2 · · · x

2
k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ v.

Ëåììà 3.17. Ñèñòåìà òîæäåñòâ Φ âìåñòå ñ òîæäåñòâîì

xxkxbk ≈ x
2xkbk (3.28)

îáðàçóåò áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ Jk
k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè Jk
k âûïîëíåíî òîæ-

äåñòâî (3.28). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïîäñòàíîâ-

êó (yk, yk+1) 7→ (1, x) â òîæäåñòâî δkk è âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì bk =
xk−1xkbk−1. Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî òîæäåñòâî δkk ÿâ-

ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû òîæäåñòâ Φ è òîæäåñòâà (3.28). Ââèäó ëåì-

ìû 3.16, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâà σ2 è (3.27). Âîò òðåáóåìûé

âûâîä (áóêâû â ïðàâîì ñòîëáöå îòñûëàþò ê êîììåíòàðèÿì ïîñëå âûâîäà):

yk+1ykxkyk+1bk,kykbk−1 = yk+1ykxkyk+1xk−1xkykbk−1 (a)

≈ yk+1ykxkyk+1xk−1ykxkbk−1 (b)

≈ y2k+1ykxkxk−1ykxkbk−1 ()

≈ y2k+1ykxkxk−1xkykbk−1 (d)

= y2k+1ykxkxk−1xkykxk−2xk−1bk−2 (e)

≈ y2k+1ykxkxk−1xkykxk−2xkxk−1xkbk−2 (f)

≈ yk+1ykyk+1xkxk−1xkykxk−2xkxk−1xkbk−2 (g)

≈ yk+1ykyk+1xkxk−1xkykxk−2xk−1bk−2 (h)

= yk+1ykyk+1xkbk,kykbk−1. (i)

(a) Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî bk,k = xk−1xk.
(b) Çäåñü ìû èçìåíÿåì ñëîâî ykxkyk+1xk−1xkyk, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî,

ïîëó÷åííîå èç σ2 ïîäñòàíîâêîé (x, t, y, z) 7→ (yk, 1, xk, yk+1xk−1).
() Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì, ïîëó÷åííûì èç (3.28) ïîäñòàíîâ-

êîé (x, xk) 7→ (yk+1, ykxk), è ðàâåíñòâîì bk = xk−1xkbk−1.

(d) Çäåñü ìû èçìåíÿåì ïîäñëîâî ykxkxk−1ykxk, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî,

ïîëó÷åííîå èç σ2 ïîäñòàíîâêîé (x, t, y, z) 7→ (yk, 1, xk, xk−1).
(e) Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî bk−1 = xk−2xk−1bk−2.

(f) Çäåñü ìû äîáàâëÿåì äâà íîâûõ âõîæäåíèÿ áóêâû xk ïîñëå âòîðîãî

âõîæäåíèÿ ýòîé áóêâû â ñëîâî y2k+1yk
(1)
xk xk−1

(2)
xk ykxk−2xk−1bk−2, èñïîëüçóÿ

òîæäåñòâî (3.27).

(g) Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì, ïîëó÷åííûì èç (3.28) ïîäñòàíîâ-

êîé (x, xk, xk−1) 7→ (yk+1, yk, xkxk−1xk), è ðàâåíñòâîì

bk = xk−1xkxk−2xk−1bk−2.

(h) Çäåñü ìû óäàëÿåì òðåòüå è ÷åòâåðòîå âõîæäåíèÿ áóêâû xk â ñëîâî

yk+1ykyk+1
(1)
xk xk−1

(2)
xk ykxk−2

(3)
xk xk−1

(4)
xk bk−2, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (3.27).

(i) Çäåñü èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà bk−1=xk−2xk−1bk−2 è bk,k=xk−1xk.

Ëåììà 3.18. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Fk ⊆ Hk ⊆ Ik ⊆ J1
k ⊆ J2

k ⊆ · · · ⊆ Jk
k ⊆ Fk+1. (3.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ìíîãîîáðàçèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â öåïî÷-

êå (3.29), ñîäåðæàòñÿ âK, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëåììó 3.16. Â ÷àñòíîñòè,

ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíÿòü òîæäåñòâà σ2 è (3.27).
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1◦. Âêëþ÷åíèå Fk ⊆ Hk. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî βk ñëåäóåò èç Φ è

αk. Âîò ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä:

xxkxbk = xxkxxk−1xkbk−1 ïîñêîëüêó bk = xk−1xkbk−1

≈ xxkxxk−1xkx
2bk−1 â ñèëó (3.27)

≈ xkx
2xk−1xkx

2bk−1 âûïîëíÿåì ïîäñòàíîâêó

(xk, yk) 7→ (xkx, x) â αk

≈ xkx
2xk−1xkbk−1 â ñèëó (3.27)

= xkx
2bk ïîñêîëüêó bk = xk−1xkbk−1.

2◦. Âêëþ÷åíèå Hk ⊆ Ik. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî γk âûòåêàåò
èç Φ è βk. Äåéñòâèòåëüíî,

y1y0xky1bk ≈ y1y0xky
2
1bk â ñèëó (3.27)

≈ y1y0y1xky1bk èçìåíÿåì ïîäñëîâî xky
2
1bk, èñïîëüçóÿ

òîæäåñòâî, ïîëó÷åííîå èç βk

ïîäñòàíîâêîé y1 âìåñòî x

≈ y1y0y1xkbk â ñèëó (3.27).

3◦. Âêëþ÷åíèå Ik ⊆ J1
k. Íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî δ1k âûòåêàåò èç

γk. Ïîñêîëüêó bk,1 = bk è b0 = λ, òîæäåñòâî δ1k èìååò âèä

y2y1xky2bky1 ≈ y2y1y2xkbky1.

×òîáû âûâåñòè ýòî òîæäåñòâî èç γk, äîñòàòî÷íî èçìåíèòü ñëîâî y2y1xky2bk,

èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç γk ïîäñòàíîâêîé (y0, y1) 7→ (y1, y2).

4◦. Âêëþ÷åíèå Jm
k ⊆ Jm+1

k , ãäå 1 ≤ m < k. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

δm+1
k ñëåäóåò èç δmk . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ñíà÷àëà óìíîæèì δmk ñëåâà íà

ñëîâî x−1x0, a çàòåì óâåëè÷èì íà 1 èíäåêñ êàæäîé áóêâû â ïîëó÷åííîì

òîæäåñòâå, òî â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì δm+1
k .

5◦. Âêëþ÷åíèå Jk
k ⊆ Fk+1. Ââèäó ëåììû 3.17, íàì äîñòàòî÷íî óñòàíî-

âèòü, ÷òî αk+1 ñëåäóåò èç Φ è (3.28). Âîò ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä:

xk+1yk+1xkxk+1yk+1bk ≈ (xk+1yk+1)
2xkbk (a)

≈ (yk+1xk+1)
2xkbk (b)

≈ yk+1xk+1xkyk+1xk+1bk ()

≈ yk+1xk+1xkxk+1yk+1bk. (d)

(a) Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîæäåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç òîæäåñòâà (3.28)

ïîäñòàíîâêîé xkyk âìåñòî x.
(b) Çäåñü ìû ïðèìåíÿåì òîæäåñòâî (xy)2 ≈ (yx)2, êîòîðîå âûïîëíåíî â

ìíîãîîáðàçèè K â ñèëó ëåììû 3.16(iii).

() Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîæäåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç òîæäåñòâà (3.28)

ïîäñòàíîâêîé ykxk âìåñòî x.
(d) Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîæäåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç òîæäåñòâà σ2 ïîä-

ñòàíîâêîé (x, t, y, z) 7→ (yk+1, 1, xk+1, xk).
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Ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü âêëþ÷åíèÿ (3.29) áåç ññûëîê íà ëåì-

ìó 3.18. Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâû ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ (3.25),

êîòîðûå ìû äîêàæåì â êîíöå ðàçäåëà 3.4.

Ëåììà 3.19. Ïóñòü u � ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ÷àñòü îäíîãî èç òîæäåñòâ αk,

βk, γk è δmk . Òîãäà:

1) Åñëè xi, yj ∈ con(u), òî D(u, xi) = i è D(u, yj) = j. �ëóáèíà áóêâû x
â ëåâîé [ïðàâîé℄ ÷àñòè òîæäåñòâà βk ðàâíà k + 1 [ñîîòâåòñòâåííî

∞℄.

2) k-ðàçëîæåíèå ñëîâà u èìååò âèä, óêàçàííûé â òàáë. 2.

Òàáëèöà 2: k-ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ñëîâ

k-ðàçëîæåíèå
ëåâàÿ ÷àñòü ïðàâàÿ ÷àñòü

αk λ · λ · xk · λ · yk · λ · xk−1 · xkyk λ · λ · yk · λ · xk · λ · xk−1 · xkyk
·xk−2 · xk−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1 ·xk−2 · xk−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1

βk λ · x · xk · x · xk−1 · xk · xk−2 λ · λ · xk · x
2 · xk−1 · xk · xk−2

·xk−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1 ·xk−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1

γk λ · λ · y1 · λ · y0 · λ · xk · y1 · xk−1 λ · λ · y1 · λ · y0 · y1 · xk · λ · xk−1

·xk · xk−2 · xk−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1 ·xk · xk−2 · xk−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1

δmk , λ · λ · ym+1 · λ · ym · λ · xk · ym+1 λ · λ · ym+1 · λ · ym · ym+1 · xk · λ

m < k ·xk−1 · xk · · · xm−1 · xmym · xm−2 ·xk−1 · xk · · · xm−1 · xmym · xm−2

·xm−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1 ·xm−1 · · · x1 · x2 · x0 · x1

λ · yk+1 · yk · λ · xk · yk+1 · xk−1 λ · yk+1 · yk · yk+1 · xk · λ · xk−1

δkk ·xkyk · xk−2 · xk−1 · · · x1 · x2 · x0 ·xkyk · xk−2 · xk−1 · · · x1 · x2 · x0
·x1 ·x1

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðèìåðå 1.22, â òàáë. 2 ìû ïîä÷åðêèâàåì k-áëîêè
ñëîâ, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò k-ðàçäåëèòåëåé.

Ìû ïîçâîëèì ñåáå ïðîâåðèòü îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû òîëüêî äëÿ ëåâîé

÷àñòè òîæäåñòâà αk. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà αk ÷åðåç uk. Òîãäà

uk = xkykxk−1xkykxk−2xk−1xk−3xk−2 · · · x1x2x0x1.

1) Áóêâà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â uk, îòêóäà D(uk, x0) = 0. Âñå îñòàëüíûå
áóêâû èç con(uk) âõîäÿò â uk ðîâíî äâà ðàçà. Â ÷àñòíîñòè, îíè ÿâëÿþò-

ñÿ êðàòíûìè â uk. Ïîýòîìó îíè èìåþò íåíóëåâóþ ãëóáèíó â uk. Ïåðâîå

âõîæäåíèå x1 â uk íå ïðåäøåñòâóåò íèêàêîé ïðîñòîé áóêâå. Ñëåäîâàòåëüíî,

h01(uk, x1) = λ. Âòîðîìó æå âõîæäåíèþ x1 â uk ïðåäøåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ïðîñòàÿ â uk áóêâà, à èìåííî áóêâà x0. Ñëåäîâàòåëüíî, h
0
2(uk, x1) = x0. Ìû

âèäèì, ÷òî h01(uk, x1) 6= h02(uk, x1), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî D(uk, x1) = 1.
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Êàê ïåðâîìó, òàê è âòîðîìó âõîæäåíèþ áóêâû x2 â ñëîâî uk íå ïðåäøå-

ñòâóåò íèêàêàÿ ïðîñòàÿ â ýòîì ñëîâå áóêâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî h01(uk, x2) =
h02(uk, x2) = λ. Ñëåäîâàòåëüíî, D(uk, x2) > 1. Âòîðîìó âõîæäåíèþ x2 â uk

ïðåäøåñòâóåò ïåðâîå âõîæäåíèå x1, è ìåæäó ýòèìè âõîæäåíèÿìè áóêâ x1
è x2 íåò íèêàêèõ äðóãèõ áóêâ. Êðîìå òîãî, h01(uk, x1) 6= h02(uk, x1). Ñëåäî-
âàòåëüíî, h12(uk, x2) = x1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, h11(uk, x2) 6= x1, ïîñêîëüêó
ïåðâîå âõîæäåíèå x2 â ñëîâî uk ïðåäøåñòâóåò âñåì âõîæäåíèÿì x1 â ýòî

ñëîâî. Òàêèì îáðàçîì, h11(uk, x2) 6= h12(uk, x2), îòêóäà D(uk, x2) = 2.
Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ íîâîå îáî-

çíà÷åíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóêâû a ∈ mul(uk) îáîçíà÷èì ÷åðåç uk[a; 1, 2]
ïîäñëîâî ñëîâà uk, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì âõîæäåíèÿìè

a â uk. Íàïðèìåð, uk[xk; 1, 2] = ykxk−1, uk[yk; 1, 2] = xk−1xk, à uk[x1; 1, 2] =
x2x0. Ïóñòü òåïåðü 2 < r < k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî

D(uk, xi) = i äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , r − 1. Ïðîâåðèì, ÷òî D(uk, xr) = r.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D(uk, xr) = s < r. Òîãäà hs−1

1 (uk, xr) 6= hs−1
2 (uk, xr).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà z, ÷òî hs−2
1 (uk, z) 6= hs−2

2 (uk, z) è åå

ïåðâîå âõîæäåíèå â uk ëåæèò â uk[xr; 1, 2]. Îäíàêî uk[xk−1; 1, 2] = xkykxk−2

è åñëè r < k − 1, òî uk[xr; 1, 2] = xr+1xr−1. Ìû âèäèì, ÷òî â ëþáîì

ñëó÷àå åäèíñòâåííîé áóêâîé, ÷üå ïåðâîå âõîæäåíèå â ñëîâî uk ëåæèò â

ïîäñëîâå uk[xr; 1, 2], ÿâëÿåòñÿ áóêâà xr−1. Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ,

D(uk, xr−1) = r−1. Ïîñêîëüêó s−2 < r−2, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,
÷òî hs−2

1 (uk, xr−1) = hs−2
2 (uk, xr−1). Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî áóêâû z ñ óêà-

çàííûìè ñâîéñòâàìè íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó D(uk, xr) ≥ r. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî D(uk, xr) = t > r. Òîãäà hr−1

1 (uk, xr) = hr−1
2 (uk, xr). Ñëåäîâàòåëüíî,

íå ñóùåñòâóåò áóêâû z ãëóáèíû r − 1, ïåðâîå âõîæäåíèå êîòîðîé â ñëîâî

uk ëåæèò â ïîäñëîâå uk[xr; 1, 2]. Íî èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

áóêâà xr−1 îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, D(uk, xr) = r.
Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì èç

ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî D(uk, yk) = k. Íóæíî òîëü-

êî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå äîêàçàííîå âûøå ðàâåíñòâî D(uk, xk−1) = k − 1 è

òîò �àêò, ÷òî åäèíñòâåííîé áóêâîé, ÷üå ïåðâîå âõîæäåíèå â ñëîâî uk ëåæèò

â ïîäñëîâå u[yk; 1, 2], ÿâëÿåòñÿ áóêâà xk−1.

Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî D(uk, xk) = k. Çàìåòèì, ÷òî êàê ïåð-
âîìó, òàê è âòîðîìó âõîæäåíèþ xk â uk íå ïðåäøåñòâóåò íèêàêàÿ ïðîñòàÿ

áóêâà, îòêóäà h01(uk, xk) = h02(uk, xk) = λ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hi1(uk, xk) 6=
hi2(uk, xk) äëÿ íåêîòîðãî 0 < i < k− 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò áóêâà z òàêàÿ, ÷òî
hi−1
1 (uk, z) 6= hi−1

2 (uk, z) è ïåðâîå âõîæäåíèå z â uk ëåæèò â uk[xk; 1, 2]. Â
÷àñòíîñòè, D(uk, z) ≤ i < k− 1. ßñíî, ÷òî uk[xk; 1, 2] = ykxk−1 è âõîæäåíèÿ

áóêâ yk è xk−1 â ïîäñëîâî uk[xk; 1, 2] ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè âõîæäåíèÿìè ýòèõ

áóêâ â ñëîâî uk. Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, D(uk, yk),D(uk, xk−1) ≥ k − 1,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó áóêâû z. Ñëåäîâàòåëüíî, hi1(uk, xk) = hi2(uk, xk)
äëÿ âñåõ 0 ≤ i < k − 1. Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî hk−1

1 (uk, xk) 6= hk−1
2 (uk, xk).

Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî D(uk, xk−1) = k − 1 è D(uk, yk) = k. Ïîýòîìó
hk−2
1 (uk, xk−1) 6= hk−2

2 (uk, xk−1) è h
k−2
1 (uk, yk) = hk−2

2 (uk, yk). Ñëåäîâàòåëü-
íî, hk−1

2 (uk, xk) = xk−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâîìó âõîæäåíèþ xk â uk

íå ïðåäøåñòâóåò íèêàêàÿ áóêâà, îòêóäà hk−1
1 (uk, xk) = λ. Ìû âèäèì, ÷òî

hk1(uk, xk) 6= hk2(uk, xk). Òàêèì îáðàçîì, D(uk, xk) = k.
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2) Ïî ëåììå 1.26, k-ðàçäåëèòåëÿìè ñëîâà w ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ïåðâûå

âõîæäåíèÿ âñåõ áóêâ x ∈ con(w) ãëóáèíû ≤ k è ïóñòîå ñëîâî â íà÷àëå ñëîâà
w. Êàê ìû äîêàçàëè âûøå, D(uk, x) ≤ k äëÿ ëþáîé áóêâû x ∈ con(uk). Ñëå-
äîâàòåëüíî, k-ðàçäåëèòåëÿìè ñëîâà uk ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ïåðâûå âõîæ-

äåíèÿ âñåõ áóêâ èç con(uk) è ïóñòîå ñëîâî â íà÷àëå ñëîâà uk. Âñå ïîäñëîâà

ñëîâà uk ìåæäó ýòèìè k-ðàçäåëèòåëÿìè è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ k-áëîêàìè
ñëîâà uk. Ñëåäîâàòåëüíî, k-ðàçëîæåíèå ñëîâà uk èìååò âèä, óêàçàííûé â

òàáë. 2.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 1) ëåììû 3.19 îáúÿñíÿåò âûáîð èíäåêñîâ

áóêâ â òîæäåñòâàõ αk, βk, γk è δ
m
k .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâó êîòîðîãî ïîñâÿùåíà âñÿ îñòàâ-

øàÿñÿ ÷àñòü äàííîãî ïîäðàçäåëà, ìîæíî íàçâàòü ¾ÿäðîì¿ äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 3.1. Ñóòü ýòîé ëåììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ïðè âûïîëíåíèè íåêîòî-

ðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ìíîãîîáðàçèÿ Fk,Hk, Ik è Jm
k óäîâëåòâî-

ðÿþò âñÿêîìó òîæäåñòâó, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîëó÷åíà èç ëåâîé ïåðåñòà-

íîâêîé ìåñòàìè äâóõ ñîñåäíèõ áóêâ, âõîäÿùèõ â îäèí è òîò æå (k − 1)-áëîê.

Ëåììà 3.20. Ïóñòü V � òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÷òî V ⊆ K, u �

ñëîâî, à k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü, êðîìå òîãî, u = u′abu′′
, ãäå u′

è

u′′
� (âîçìîæíî ïóñòûå) ñëîâà, à ab � ïîäñëîâî íåêîòîðîãî (k − 1)-áëîêà

ñëîâà u. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(i) V óäîâëåòâîðÿåò δmk , a ∈ con(u′) è D(u, a) > m;

(ii) V óäîâëåòâîðÿåò γk è a ∈ con(u′);

(iii) V óäîâëåòâîðÿåò βk è D(u, a) 6= D(u, b);

(iv) V óäîâëåòâîðÿåò αk.

Òîãäà V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ u′bau′′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü ïï. (i)�(iv) îäíîâðåìåííî. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îäíîãî èç ýòèõ ÷åòûðåõ

óòâåðæäåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó δkk . Ïóñòü (1.7) �
(k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u, à ab � ïîäñëîâî ñëîâà ui äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤
i ≤ m. Òîãäà ui = u′

iabu
′′
i äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ u′

i è u′′
i .

ßñíî, ÷òî u′ = t0u0t1u1 · · · tiu
′
i è u′′ = u′′

i ti+1ui+1 · · · tmum.

Åñëè a, b ∈ con(u′), òî

u = u′abu′′ (3.9)≈ u′a2b2u′′ (3.4)≈ u′b2a2u′′ (3.9)≈ u′bau′′,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

b /∈ con(u′). (3.30)

Åñëè D(u, b) ≤ k − 1, òî, ïî ëåììå 1.26, b ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì
ñëîâà u. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïåðâîå âõîæäåíèå b â u ëåæèò â

(k − 1)-áëîêå ui. Ñëåäîâàòåëüíî, D(u, b) ≥ k. Äàëåå, åñëè a ∈ mul(u′), òî

58



èç ëåììû 3.16(ii) ñëåäóåò, ÷òî â V âûïîëíåíû òîæäåñòâà u′abu′′ ≈ u′bu′′ ≈
u′bau′′

. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

åñëè a ∈ con(u′), òî a ∈ sim(u′). (3.31)

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ äåëÿòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò ãëó-

áèíû áóêâû b â ñëîâå u: D(u, b) = k, k < D(u, b) <∞ è D(u, b) =∞. Êàæ-

äûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ äåëèòñÿ íà ïîäñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíè-

ÿì (i)�(iv). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî êàæäîãî èç óòâåðæäåíèé (i)�(iv)

áóäåò çàâåðøåíî ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäñëó÷àÿ ñëó÷àÿ 3.

Ñëó÷àé 1: D(u, b) = k. Ýòî ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì ñ òåõ-

íè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ äðóãèõ ñëó÷àåâ, ìû áóäåì

íåîäíîêðàòíî ññûëàòüñÿ íà ñâîéñòâà, ïðîâåðåííûå çäåñü. Ïóñòü p ≈ q �

îäíî èç òîæäåñòâ αk, βk, γk èëè δmk . Â íåêîòîðîì ñìûñëå òîæäåñòâî p ≈ q

¾âûãëÿäèò¿ êàê òîæäåñòâî u′abu′′ ≈ u′bau′′
. Ìû èìååì â âèäó, ÷òî ñëîâà p

è q íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîãî è òîãî æå ïðå�èêñà (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ó

òîæäåñòâ αk è βk) è çàêàí÷èâàþòñÿ îäíèì è òåì æå ñó��èêñîì, à ïîäñëî-

âî ìåæäó ýòèì ïðå�èêñîì è ýòèì ñó��èêñîì â p ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

äâóõ áóêâ, à â q � ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ æå áóêâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ýòî, â

ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü òîæäåñòâî p ≈ q ê îäíîé èç ñòîðîí òîæäå-

ñòâà u′abu′′ ≈ u′bau′′
, ÷òîáû ïîëó÷èòü äðóãóþ åãî ñòîðîíó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ìû ïîëó÷èëè òàêóþ âîçìîæíîñòü, íàì íóæíî, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà, âûïîë-

íåííûå â K, ïðèâåñòè, ñêàæåì, ïðàâóþ ñòîðîíó òîæäåñòâà u′abu′′ ≈ u′bau′′

ê òàêîìó âèäó, ê êîòîðîìó ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî òîæäåñòâî p ≈ q. Äëÿ

ýòîãî íàì ñíà÷àëà íóæíî íàéòè ¾âíóòðè¿ ñëîâà u áóêâû x0, x1, . . . , xk, êî-
òîðûå âñòðå÷àëèñü áû â ýòîì ñëîâå â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è â ïðàâîé ÷àñòè

òîæäåñòâà p ≈ q.

Ïîëîæèì xk = b. Ïóñòü Xk−1 � ìíîæåñòâî âñåõ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåé z
ñëîâà u òàêèõ, ÷òî ℓ1(u, xk) < ℓ1(u, z) < ℓ2(u, xk). Èç òîãî, ÷òî D(u, xk) = k
ñëåäóåò, ÷òî hk−1

1 (u, xk) 6= hk−1
2 (u, xk), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî hk−1

2 (u, xk) ∈
Xk−1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Xk−1 íå ïóñòî. Ïðèìåíèì ëåììó 1.28(ii)

è ïîëó÷èì, ÷òî D(u, z) = k − 1 è ℓ2(u, xk) < ℓ2(u, z) äëÿ ëþáîãî z ∈ Xk−1.

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç xk−1 òàêóþ áóêâó èçXk−1, ÷òî ℓ2(u, z) ≤ ℓ2(u, xk−1)
äëÿ ëþáîãî z ∈ Xk−1.

Ïóñòü Xk−2 � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ (k − 2)-ðàçäåëèòåëåé z ñëîâà u, ÷òî

ℓ1(u, xk−1) < ℓ1(u, z) < ℓ2(u, xk−1). Èç òîãî, ÷òî D(u, xk−1) = k−1 âûòåêàåò,
÷òî hk−2

1 (u, xk−1) 6= hk−2
2 (u, xk−1), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî h

k−2
2 (u, xk−1) ∈ Xk−2.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Xk−2 íå ïóñòî. Ïðèìåíèì ëåììó 1.28(ii) è ïîëó-

÷èì, ÷òî D(u, z) = k − 2 è ℓ2(u, xk−1) < ℓ2(u, z) äëÿ ëþáîãî z ∈ Xk−2. Îáî-

çíà÷èì òåïåðü ÷åðåç xk−2 òàêóþ áóêâó èç Xk−2, ÷òî ℓ2(u, z) ≤ ℓ2(u, xk−2)
äëÿ ëþáîãî z ∈ Xk−2. Ïîñêîëüêó ℓ1(u, xk) < ℓ1(u, xk−1) < ℓ1(u, xk−2), èç
ëåììû 1.32 âûòåêàåò, ÷òî ℓ2(u, xk) < ℓ1(u, xk−2).

Äàëåå, äëÿ âñåõ s = k − 3, k − 4, . . . , 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíî ìíî-

æåñòâî Xs è áóêâó xs ñëåäóþùèì îáðàçîì: Xs � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ s-
ðàçäåëèòåëåé z ñëîâà u, ÷òî ℓ1(u, xs+1) < ℓ1(u, z) < ℓ2(u, xs+1), à xs � òàêàÿ

áóêâà èç Xs, ÷òî ℓ2(u, z) ≤ ℓ2(u, xs) äëÿ ëþáîãî z ∈ Xs. Êàê è â ïðåäûäó-

ùåì àáçàöå ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Xs íå ïóñòî, D(u, xs) = s,
ℓj(u, xs+1) < ℓj(u, xs) äëÿ ëþáîãî j = 1, 2 è ℓ2(u, xs+2) < ℓ1(u, xs).
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Íàêîíåö, ïîëîæèì x0 = h02(u, x1). Ââèäó ëåììû 1.28, D(u, x0) = 0 è

ℓ1(u, x1) < ℓ1(u, x0). Ïîñêîëüêó ℓ1(u, x2) < ℓ1(u, x1), èç ëåììû 1.32 ñëåäóåò,

÷òî ℓ2(u, x2) < ℓ1(u, x0). Òîãäà

u = u′abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0 (3.32)

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ v0,v1, . . . ,v2k. Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè

2 ≤ s ≤ k, òî

ℓ2(u, z) < ℓ2(u, xs−1) äëÿ ëþáîãî z ∈ con(v2sv2s−1). (3.33)

Ïîëîæèì

ws = u′abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v2s+2xsv2s+1xs+1.

Ñëîâî ws ÿâëÿåòñÿ ïðå�èêñîì ñëîâà u, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèì

ñëîâó v2s, à ñëîâî v2s−1 ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó âõîæäåíèþ xs−1 â u. Èç

ñêàçàííîãî âûòåêàåò òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå â ñëó÷àå, êîãäà z ∈ con(ws).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî z /∈ con(ws). Òîãäà ℓ1(u, xs) < ℓ1(u, z) < ℓ2(u, xs).
Åñëè z ÿâëÿåòñÿ (s− 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u, òî z ∈ Xs−1, îòêóäà, â ñèëó

âûáîðà áóêâû xs−1, èìååì, ÷òî ℓ2(u, z) < ℓ2(u, xs−1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç

ëåììû 1.26 ñëåäóåò, ÷òî D(u, z) > s− 1. Ïîñêîëüêó ℓ1(u, z) < ℓ1(u, xs−2), èç
ëåììû 1.32 âûòåêàåò, ÷òî ℓ2(u, z) < ℓ1(u, xs−2). Òîãäà ℓ2(u, z) < ℓ2(u, xs−1).

Äàëüíåéøàÿ ðåàëèçàöèÿ ïëàíà, èçëîæåííîãî â íà÷àëå ñëó÷àÿ 1, çàâèñèò

îò âèäà òîæäåñòâà p ≈ q. Ïîýòîìó íàøè ðàññóæäåíèÿ äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå

ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 1.1: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (i), ò.å. δmk âûïîëíåíî â V,

a ∈ con(u′) è D(u, a) > m. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (3.31), a ∈ sim(u′). Òîãäà
u′ = wav äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ v è w. Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî

u =wavabv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0.
(3.34)

Ïîëîæèì D(u, a) = r. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ äåëÿòñÿ íà äâå ÷àñòè, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ñëó÷àÿì r ≤ k + 1 è r > k + 1.

À) r ≤ k + 1. Çäåñü íàì íóæíî îïðåäåëèòü åùå äâå áóêâû, à èìåí-

íî yr−1 è yr−2, à òàêæå óòî÷íèòü ðàñïîëîæåíèå ýòèõ áóêâ âíóòðè ñëîâà

u. Ïóñòü Yr−1 � ìíîæåñòâî âñåõ (r − 1)-ðàçäåëèòåëåé z ñëîâà u òàêèõ,

÷òî ℓ1(u, a) < ℓ1(u, z) < ℓ2(u, a). Èç òîãî, ÷òî D(u, a) = r ñëåäóåò, ÷òî

hr−1
1 (u, a) 6= hr−1

2 (u, a), îòêóäà hr−1
2 (u, a) ∈ Yr−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæå-

ñòâî Yr−1 íå ïóñòî. Èç ëåììû 1.28(ii) âûòåêàåò, ÷òî D(u, z) = r − 1 è

ℓ2(u, a) < ℓ2(u, z) äëÿ ëþáîãî z ∈ Yr−1. Òîãäà ℓ1(u, b) < ℓ2(u, z) äëÿ ëþ-

áîãî z ∈ Yr−1. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç yr−1 òàêóþ áóêâó èç Yr−1, ÷òî

ℓ2(u, z) ≤ ℓ2(u, yr−1) äëÿ ëþáîãî z ∈ Yr−1.

Äîêàæåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà áóêâû xr, êîòîðûå âû-

ïîëíÿþòñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r <
k + 1. Äîêàæåì, ÷òî

ℓ2(u, xr) < ℓ2(u, yr−1). (3.35)
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Ïîëîæèì yr−2 = hr−2
2 (u, yr−1). Ïîñêîëüêó D(u, yr−1) = r− 1, èç ëåììû 1.28

ñëåäóåò, ÷òî D(u, yr−2) = r − 2 è ℓ1(u, yr−1) < ℓ1(u, yr−2). Íàïîìíèì, ÷òî
ℓ1(u, a) < ℓ1(u, yr−1), îòêóäà ℓ1(u, a) < ℓ1(u, yr−2). Ïîñêîëüêó D(u, a) = r,
ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 1.32 è ïîëó÷èòü, ÷òî ℓ2(u, a) < ℓ1(u, yr−2).
Âòîðîå âõîæäåíèå a â u íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò ïåðâîìó âõîæäå-

íèþ b = xk, îòêóäà ℓ1(u, xk) < ℓ1(u, yr−2). Òîãäà èç ëåììû 1.32 ñëåäóåò, ÷òî

ℓ2(u, xk) < ℓ1(u, yr−2). Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ℓ1(u, xk−1) < ℓ2(u, xk) <
ℓ1(u, yr−2). Åñëè k − 1 ≥ r, òî, ïî ëåììå 1.32, ℓ2(u, xk−1) < ℓ1(u, yr−2). Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì, ÷òî ℓ2(u, xr) < ℓ1(u, yr−2).
Â ñèëó âûáîðà áóêâû yr−2, ïåðâîå âõîæäåíèå ýòîé áóêâû â u ïðåäøåñòâóåò

âòîðîìó âõîæäåíèþ yr−1. Ïîýòîìó ℓ2(u, xr) < ℓ2(u, yr−1). Èòàê, ìû äîêàçà-

ëè, ÷òî åñëè r < k + 1, òî âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (3.35).

Ïóñòü òåïåðü r > 2. Çàìåòèì, ÷òî

ℓ1(u, yr−1) < ℓ2(u, a) < ℓ1(u, b) = ℓ1(u, xk) < ℓ1(u, xk−1) < · · · < ℓ1(u, xr−3).

Åñëè ℓ1(u, xr−3) < ℓ2(u, yr−1), òî áóêâà xr−3 ëåæèò ìåæäó ïåðâûì è âòî-

ðûì âõîæäåíèÿìè yr−1 â u. Ïîñêîëüêó xr−3 ÿâëÿåòñÿ (r − 3)-ðàçäåëèòåëåì
ñëîâà u, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì D(u, yr−1) = r − 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè r > 2, òî

ℓ2(u, yr−1) < ℓ1(u, xr−3). (3.36)

Âåðíåìñÿ ê ïðîèçâîëüíîìó r ≤ k + 1. Ýòî îãðàíè÷åíèå íà r ãàðàíòèðó-
åò, ÷òî áóêâû xr−2 è xr−1 îïðåäåëåíû. Ñóùåñòâóåò òðè âîçìîæíîñòè äëÿ

âòîðîãî âõîæäåíèÿ yr−1 â u:

ℓ1(u, xr−2) < ℓ2(u, yr−1) < ℓ2(u, xr−1); (3.37)

ℓ2(u, yr−1) < ℓ1(u, xr−2); (3.38)

ℓ2(u, xr−1) < ℓ2(u, yr−1). (3.39)

�àâåíñòâî (3.34) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u = wavabv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v2r
(1)
xr−1

·v2r−1
(2)
xr v2r−2

(1)
xr−2 v2r−3

(2)
xr−1 v2r−4

(1)
xr−3 v2r−5

(2)
xr−2 · · ·

·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

(3.40)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (3.37). Òîãäà âòîðîå âõîæäå-

íèå yr−1 â u ïðèíàäëåæèò ñëîâó v2r−3, îòêóäà v2r−3 = v′
2r−3yr−1v

′′
2r−3

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ v′
2r−3 è v′′

2r−3. Äàëåå, ïîñêîëüêó

ℓ1(u, a) < ℓ1(u, yr−1) < ℓ2(u, a), ïåðâîå âõîæäåíèå yr−1 ïðèíàäëåæèò v.

Ñëåäîâàòåëüíî, v = v2k+2yr−1v2k+1 äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ

v2k+2 è v2k+1.

Îáúåäèíèâ ñêàçàííîå âûøå, ìû ìîæåì ïðîÿñíèòü ïðåäñòàâëåíèå (3.34)

ñëîâà u è çàïèñàòü ýòî ñëîâî â âèäå

u = wav2k+2yr−1v2k+1abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

· v2rxr−1v2r−1xrv2r−2xr−2v
′
2r−3yr−1v

′′
2r−3xr−1v2r−4xr−3v2r−5xr−2 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0.
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Çàìåòèì, ÷òî u′ = wav2k+2yr−1v2k+1 è

u′′ = v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v2rxr−1v2r−1xrv2r−2xr−2

· v′
2r−3yr−1v

′′
2r−3xr−1v2r−4xr−3v2r−5xr−2 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (3.33), ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè

z ∈ con(v2k+2v2k+1), òî ℓ2(u, z) ≤ ℓ2(u, yr−1).
Òåïåðü ìû ãîòîâû íà÷àòü ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñëîâà u, ÷òîáû ïîëó÷èòü

ñëîâî u′bau′′
. Íî ñíà÷àëà ìû óêàæåì îáùóþ ñõåìó äàëüíåéøèõ ðàññóæäå-

íèé. Òîæäåñòâî (3.27), êîòîðîå, ñîãëàñíî ëåììå 3.16(ii), âûïîëíåíî â ìíîãî-

îáðàçèè K, ïîçâîëÿåò íàì äîáàâèòü ëþáóþ êðàòíóþ â ñëîâå áóêâó â ëþáîå

ìåñòî ïîñëå âòîðîãî âõîæäåíèÿ ýòîé áóêâû. Èñïîëüçóÿ ýòî, ìû äîáàâèì

ðàçíûå áóêâû èëè äàæå ñëîâà â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ ñëîâà u (èëè ñëîâà, ðàâ-

íîãî u â V), ÷òîáû äàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ê ýòîìó ñëîâó òîæäåñòâî,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â V â íàñòîÿùèé ìîìåíò (ñåé÷àñ òàêèì òîæäåñòâîì

ÿâëÿåòñÿ δmk ). Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî òîæäåñòâà ìû çàïóñòèì ¾îáðàòíûé

ïðîöåññ¿, ò.å., èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (3.27), óäàëèì ëèøíèå ñëîâà è áóêâû

èç ïîëó÷åííîãî ñëîâà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëîâî u′bau′′
.

Íà÷íåì ðåàëèçàöèþ ïðèâåäåííîãî òîëüêî ÷òî ïëàíà. Ñíà÷àëà ïðèìåíèì

òîæäåñòâî (3.27) ê ñëîâó u è âñòàâèì áóêâó yr−1 ïîñëå âòîðîãî âõîæäåíèÿ

xr−1 â u. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ wav2k+2yr−1v2k+1abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

·v2r
(1)
xr−1 v2r−1xrv2r−2xr−2v2r−3

(2)
xr−1 yr−1v2r−4xr−3v2r−5

·xr−2 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

(3.41)

Äàëåå, ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ê ïðàâîé ÷àñòè

òîæäåñòâà (3.41) è çàìåíèì òàì òðåòüå âõîæäåíèå yr−1 íà v2k+2yr−1v2k+1,

à âòîðîå âõîæäåíèå xs−1 íà v2sxs−1v2s−1 äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k. Ìû ïîëó÷èì,

÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ wav2k+2yr−1v2k+1abpv0, (3.42)

ãäå

p = v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1v2k−4 · · ·v2r−2xr−2v2r−3

· v2rxr−1v2r−1v2k+2yr−1v2k+1v2r−4xr−3v2r−5v2r−2xr−2v2r−3v2r−6 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, r = D(u, a) > m. Òîãäà èç ëåììû 3.18 ñëåäóåò, ÷òî

òîæäåñòâî δr−1
k âûïîëíåíî â V. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

(x0, . . . , xk−1, xk, yr−1, yr) 7→ (v2x0v1, . . . ,v2kxk−1v2k−1, b,v2k+2yr−1v2k+1, a)

â ýòî òîæäåñòâî è ïîëó÷èì òîæäåñòâî

av2k+2yr−1v2k+1abp ≈ av2k+2yr−1v2k+1bap.

Äàííîå òîæäåñòâî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì (3.42) âëå÷åò òîæäåñòâî

u ≈ wav2k+2yr−1v2k+1bapv0.
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Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ¾â îáðàò-

íîì íàïðàâëåíèè¿ è çàìåíèì ïîäñëîâî v2k+2yr−1v2k+1 íà yr−1, à ïîäñëîâî

v2sxs−1v2s−1 íà xs−1 äëÿ ëþáîãî 2 ≤ s ≤ k. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæ-

äåñòâî

u ≈ wav2k+2yr−1v2k+1bav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v2r−2xr−2

· v2r−3xr−1yr−1v2r−4xr−3v2r−5xr−2v2r−6 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Íàêîíåö, ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà

è óäàëèì òðåòüå âõîæäåíèå áóêâû yr−1. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ wav2k+2yr−1v2k+1bav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v2r−2xr−2

· v′
2r−3yr−1v

′′
2r−3xr−1v2r−4xr−3v2r−5xr−2v2r−6 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0

= u′bau′′.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé (3.38) èëè (3.39).

Ïðîâåðèì, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (3.41). Ýòîãî äîñòà-

òî÷íî, ïîòîìó ÷òî òîãäà ìû ñìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåìè æå

ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è âûøå. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.38), òî èç (3.35)

è (3.40) ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî u èìååò âèä

u=wav2k+2yr−1v2k+1abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

· v2r
(1)
xr−1 v2r−1xrv

′
2r−2yr−1v

′′
2r−2xr−2v2r−3

(2)
xr−1 v2r−4xr−3v2r−5

· xr−2 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ v′
2r−2,v

′′
2r−2 òàêèõ, ÷òî v2r−2 = v′

2r−2yr−1v
′′
2r−2. Òîãäà

ìû äîáàâèì åùå îäíî âõîæäåíèå áóêâû yr−1 ñðàçó ïîñëå âòîðîãî âõîæäå-

íèÿ xr−1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî (3.41). Íàêîíåö, åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå (3.39), òî ìû âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (3.36). Ñëîâî u â ýòîì

ñëó÷àå èìååò âèä

u = wav2k+2
(1)
yr−1 v2k+1abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

· v2rxr−1v2r−1xrv2r−2xr−2v2r−3xr−1v
′
2r−4

(2)
yr−1 v

′′
2r−4

(1)
xr−3 v2r−5xr−2 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ v′
2r−4,v

′′
2r−4 òàêèõ, ÷òî v2r−4 = v′

2r−4yr−1v
′′
2r−4. Òîãäà

ìû ìîæåì äîáàâèòü òðåòüå âõîæäåíèå áóêâû xr−1 íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä

âòîðûì âõîæäåíèåì yr−1 è ïîëó÷èòü òîæäåñòâî

u≈wav2k+2
(1)
yr−1 v2k+1abv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

· v2rxr−1v2r−1xrv2r−2xr−2v2r−3xr−1v
′
2r−4xr−1

(2)
yr−1 v

′′
2r−4

(1)
xr−3 v2r−5

· xr−2 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî áóäåò íè÷åì èíûì, êàê òîæäåñòâîì (3.41) (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ñëîâ).

Á) r > k + 1. Íàïîìíèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.34). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ñëîâî v íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, è ðàññìîòðèì áóêâó y ∈ con(v).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ1(u, xk−1) < ℓ2(u, y). Òîãäà hk−1
1 (u, y) 6= hk−1

2 (u, y),
ïîñêîëüêó xk−1 ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Ñëåäîâàòåëüíî, y
ÿâëÿåòñÿ k-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ýòîì

ñëó÷àå ïåðâîå âõîæäåíèå áóêâû y â ñëîâî u íàõîäèòñÿ ìåæäó ïåðâûì è

âòîðûì âõîæäåíèÿìè a â ýòî ñëîâî, à D(u, a) = r > k + 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ℓ2(u, y) ≤ ℓ1(u, xk−1) äëÿ âñåõ y ∈ con(v). Òîãäà ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27)

äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ê ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (3.34), à èìåííî, âñòàâèì

òóäà ñëîâî v ïîñëå âòîðîãî âõîæäåíèÿ b. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì òàêæå �îð-

ìàëüíî âñòàâèòü ñëîâî v ïîñëå âòîðîãî âõîæäåíèÿ b, åñëè v = λ. Äàëåå,
ââèäó óñëîâèÿ (3.33), ìû ìîæåì çàìåíèòü âòîðîå âõîæäåíèå xs−1 â ïðà-

âîé ÷àñòè òîæäåñòâà (3.34) íà ñëîâî v2sxs−1v2s−1 äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k. Ìû

ïîëó÷èì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ wavabpv0, (3.43)

ãäå

p = v2kxk−1v2k−1bvv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·
· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3.

Ââèäó ëåììû 3.18, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó δkk . Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

(x0, . . . , xk−1, xk, yk, yk+1) 7→ (v2x0v1, . . . ,v2kxk−1v2k−1, b,v, a)

â ýòî òîæäåñòâî. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî avabp ≈ avbap, êîòîðîå âìåñòå ñ
òîæäåñòâîì (3.43) âëå÷åò òîæäåñòâî u ≈ wavbapv0. Ïðèìåíèì òåïåðü òîæ-

äåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ¾â îáðàòíîì íàïðàâëå-

íèè¿, à èìåííî, óäàëèì ñëîâî v ïîñëå âòîðîãî âõîæäåíèÿ áóêâû b è çàìåíèì
ïîäñëîâî v2sxs−1v2s−1 íà áóêâó xs−1 äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ wavbav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0

= u′bau′′.

Ïîäñëó÷àé 1.2: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (ii), ò.å. γk âûïîëíåíî â V

è a ∈ con(u′). Íàïîìíèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.32). Ñîãëàñíî óñëî-
âèþ (3.31), a ∈ sim(u′). Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå 1.1, ñëîâî u èìååò âèä (3.34).

Çàìåòèì, ÷òî u′ = wav è

u′′ = v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (3.33) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k.
Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ê ïðàâîé ÷àñòè òîæäå-

ñòâà (3.34) è çàìåíèì âòîðîå âõîæäåíèå xs−1 íà ñëîâî v2sxs−1v2s−1 äëÿ âñåõ

2 ≤ s ≤ k. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ wavabv2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3v0.
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Ïîëîæèì p1 = av è

p2 = v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3.

Òîãäà ïîñëåäíåå òîæäåñòâî áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

u ≈ wp1abp2v0. (3.44)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, V óäîâëåòâîðÿåò γk. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

(x0, x1, . . . , xk−1, xk, y0, y1) 7→ (v2x0v1,v4x1v3, . . . ,v2kxk−1v2k−1, b,v, a)

â ýòî òîæäåñòâî. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî p1bap2 ≈ p1abp2. Èç ïîñëåäíåãî

òîæäåñòâà âìåñòå ñ òîæäåñòâîì (3.44) âûòåêàåò òîæäåñòâî u ≈ wp1bap2v0,

ò.å. òîæäåñòâî

u ≈ wavbav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3v0.

Íàêîíåö, ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà

¾â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè¿ è çàìåíèì ïîäñëîâî v2sxs−1v2s−1 íà xs−1 äëÿ

âñåõ 2 ≤ s ≤ k. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ wavbav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0,

ò.å. òîæäåñòâî u ≈ u′bau′′
.

Ïîäñëó÷àé 1.3: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (iii), ò.å. βk âûïîëíåíî â V

è D(u, a) 6= D(u, b). Ïîäñëó÷àé 1.2 ïîçâîëÿåò íàì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a /∈
con(u′). Èç ýòîãî �àêòà è óñëîâèÿ (3.30) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ℓ1(u, a) <
ℓ1(u, b). Åñëè D(u, a) ≤ k − 1, òî, ïî ëåììå 1.26, a ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäå-
ëèòåëåì ñëîâà u. Íî ýòî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüíî, D(u, a) ≥ k. Ïîñêîëüêó
D(u, b) 6= D(u, a) è D(u, b) = k, ìû èìååì, ÷òî D(u, a) > k.

Çàìåòèì, ÷òî ℓ2(u, a) < ℓ1(u, xk−1), ïîñêîëüêó hk−1
1 (u, a) = hk−1

2 (u, a)
è xk−1 ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì. Íàïîìíèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî (3.32). Òîãäà v2k = v′
2kav

′′
2k äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ

v′
2k,v

′′
2k. Ñëåäîâàòåëüíî,

u = u′abv′
2kav

′′
2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Ïðîâåðèì, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u ≈ u′abav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0. (3.45)

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, êîãäà v′
2k = λ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v′

2k = v∗d
äëÿ íåêîòîðîãî (âîçìîæíî ïóñòîãî) ñëîâà v∗

è íåêîòîðîé áóêâû d. Òîãäà
ñëîâî u ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u =u′ (1)a bv∗d
(2)
a v′′

2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·
· v4x1v3x2v2x0v1x1v0.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîäñëîâî da, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó v∗
è v′′

2k, ëåæèò â íåêî-

òîðîì (k − 1)-áëîêå ñëîâà u. Äåéñòâèòåëüíî, âõîæäåíèå áóêâû d â ýòî ïîä-
ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ áóêâû a â ñëîâî u îêàæóòñÿ â ðàçëè÷íûõ

(k − 1)-áëîêàõ, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåðàâåíñòâà D(u, a) > k. Âõîæäåíèå
æå áóêâû a â ïîäñëîâî da íå ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u, ïî-

ñêîëüêó ýòî âõîæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì âõîæäåíèåì a â u.
Ïî ëåììå 3.18, ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó γk. Òîãäà â ñè-

ëó óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â ïîäñëó÷àå 1.2, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ u′abv∗adv′′
2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîìåíÿòü áóê-

âó a ñî âñåìè áóêâàìè ñëîâà v′
2k è ïîëó÷èòü, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u ≈ u′abav′
2kv

′′
2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Òåïåðü ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà,

âñòàâèâ áóêâó a ïîñëå ñëîâà v′
2k. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî (3.45).

Íàïîìíèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (3.33) äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òîæäåñòâî (3.27) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ê

ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (3.45) è çàìåíèòü âòîðîå âõîæäåíèå xs−1 íà ñëî-

âî v2sxs−1v2s−1 äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó

u ≈ u′abapv0, (3.46)

ãäå

p = v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3.

Òåïåðü âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

(x0, x1, . . . , xk−1, xk, x) 7→ (v2x0v1,v4x1v3, . . . ,v2kxk−1v2k−1, b, a)

â òîæäåñòâî βk. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî abap ≈ ba2p, êîòîðîå çàòåì ïðèìå-

íèì ê òîæäåñòâó (3.46). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ u′ba2pv0 = u′ba2v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3v0,

âûïîëíåííîå âV. Òåïåðü ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåä-

íåãî òîæäåñòâà ¾â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè¿ è çàìåíèì ïîäñëîâî v2sxs−1v2s−1

íà xs−1 äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ u′ba2v2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå âûøå ïðè âûâîäå òîæäåñòâà (3.45),

ìû ïîëó÷èì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ u′bav2kxk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0 = u′bau′′.
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Ïîäñëó÷àé 1.4:V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (iv), ò.å. αk âûïîëíåíî âV. Â

ñèëó ïîäñëó÷àåâ 1.2 è 1.3, à òàêæå óñëîâèÿ (3.30), ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî a, b /∈ con(u′) è D(u, b) = D(u, a). Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (3.32).

Çàìåòèì, ÷òî ℓ2(u, a) < ℓ1(u, xk−2), ïîòîìó ÷òî h
k−2
1 (u, a) = hk−2

2 (u, a) è
xk−2 ÿâëÿåòñÿ (k − 2)-ðàçäåëèòåëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ òàêèå ñëîâà

v′
è v′′

, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ

v2k = v′av′′, v2k−1 = v′av′′
è v2k−2 = v′av′′.

Òîãäà èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

u = u′abv′av′′xk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0,

u = u′abv2kxk−1v
′av′′bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0,

u = u′abv2kxk−1v2k−1bv
′av′′xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé, äâà äðóãèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.27), ýòî

ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò òàêæå òîæäåñòâó

u ≈ u′abv2kxk−1v2k−1abv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0. (3.47)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 2 ≤ s ≤ k âûïîëíåíî óñëîâèå (3.33). Ïîýòîìó
ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ê ïðàâîé ÷àñòè òîæäå-

ñòâà (3.47) è çàìåíèì âòîðîå âõîæäåíèå xs−1 íà ñëîâî v2sxs−1v2s−1 äëÿ âñåõ

2 ≤ s ≤ k. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî Vóäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ u′abpv0, (3.48)

ãäå

p = v2kxk−1v2k−1abv2k−2xk−2v2k−3v2kxk−1v2k−1 · · ·

· v4x1v3v6x2v5v2x0v1v4x1v3.

Òåïåðü âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

(x0, x1, . . . , xk−1, xk, yk) 7→ (v2x0v1,v4x1v3, . . . ,v2kxk−1v2k−1, a, b)

â òîæäåñòâî αk. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî abp ≈ bap, ïðèìåíèâ êîòîðîå ê

òîæäåñòâó (3.48), ìû âûâåäåì òîæäåñòâî u ≈ u′bapv0. Òåïåðü ïðèìåíèì

òîæäåñòâî (3.27) ¾â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè¿ ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî

òîæäåñòâà è çàìåíèì ïîäñëîâî v2sxs−1v2s−1 íà xs−1 äëÿ âñåõ 2 ≤ s ≤ k.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ u′bav2kxk−1v2k−1abv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Ñíîâà ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà è

óäàëèì âõîæäåíèå a, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó v2k−1 è âòîðûì âõîæäåíèåì b.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u ≈ u′bav′av′′xk−1v2k−1bv2k−2xk−2v2k−3xk−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0

= u′bau′′.
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Ñëó÷àé 2: k < D(u, b) <∞. Ïîëîæèì D(u, b) = r. Äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ äåëÿòñÿ íà òðè ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 2.1: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (i) èëè ï. (ii). Òîãäà a ∈
con(u′). Ñëåäîâàòåëüíî, âõîæäåíèå áóêâû a â ïîäñëîâî ab ñëîâà u íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðâûì âõîæäåíèåì a â u. Ïîýòîìó äàííîå âõîæäåíèå a â u íå

ìîæåò áûòü (r − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Èç ëåììû 1.26 è ðàâåíñòâà

D(u, b) = r âûòåêàåò, ÷òî âõîæäåíèå b ïîäñëîâî ab ñëîâà u òàêæå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ (r − 1)-ðàçäåëèòåëåì u. Ïîýòîìó óêàçàííîå ïîäñëîâî ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì (r − 1)-áëîêå ñëîâà u.
Ïóñòü

s0w0s1w1 · · · snwn (3.49)

ÿâëÿåòñÿ (r − 1)-ðàçëîæåíèåì ñëîâà u. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå 0 ≤ j ≤ n, ÷òî
wj = w′

jabw
′′
j . Îòñþäà u′ = s0w0s1w1 · · · sjw

′
j è u′′ = w′′

j sj+1wj+1 · · · snwn.

Ïî ëåììå 3.18, Jm
k ⊆ Jm

r è Ik ⊆ Ir. Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óòâåðæäå-

íèÿ, äîêàçàííûå â ïîäñëó÷àÿõ 1.1 è 1.2, è ïîëó÷èòü, ÷òî â V âûïîëíåíî

òîæäåñòâî u ≈ u′bau′′
.

Ïîäñëó÷àé 2.2: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (iii), ò.å. βk âûïîëíåíî â

V è D(u, a) 6= D(u, b). Ó÷èòûâàÿ ïîäñëó÷àé 2.1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

a /∈ con(u′).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D(u, a) = s < r. Åñëè s ≤ k − 1, òî, ïî ëåì-

ìå 1.26, a ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Íî ýòî íåâîçìîæ-

íî, ïîñêîëüêó ïåðâîå âõîæäåíèå a â u ëåæèò â (k − 1)-áëîêå ui. Ñëå-

äîâàòåëüíî, s ≥ k. Ïóñòü (3.49) � (s− 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0 ≤ j ≤ n, ÷òî wj = w′
jabw

′′
j , u′ =

s0w0s1w1 · · · sjw
′
j è u′′ = w′′

j sj+1wj+1 · · · snwn. Ïîëîæèì u∗ = u′bau′′
.

Ïîñêîëüêó a, b /∈ {s1, s2, . . . , sn}, (s− 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u∗
èìååò âèä

s0w0s1w1 · · · sjw
∗
j · · · snwn, ãäå w∗

j = w′
jbaw

′′
j . Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (1.1) è (1.9) ïðè v = u∗
è ℓ = s. Â ñèëó ëåììû 1.31, D(u∗, a) = s.

Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 3.18, ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó βs.
Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â ïîäñëó÷àå 1.3, ñëåäóåò, ÷òî â V âû-

ïîëíåíû òîæäåñòâà u∗ = u′bau′′ ≈ u′abu′′ = u.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî D(u, a) > r. Ïóñòü (3.49) � (r − 1)-ðàçëîæå-
íèå ñëîâà u. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0 ≤ j ≤ n, ÷òî wj = w′

jabw
′′
j .

Îòñþäà u′ = s0w0s1w1 · · · sjw
′
j è u′′ = w′′

j sj+1wj+1 · · · snwn. Ïî ëåììå 3.18,

Hk ⊆ Hr. Òîãäà ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â ïîäñëó÷àå 1.3, è

ïîëó÷èì, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî u ≈ u′bau′′
.

Ïîäñëó÷àé 2.3: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (iv), ò.å. αk âûïîëíåíî â

V. Ó÷èòûâàÿ ïîäñëó÷àé 2.2, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî D(u, a) = D(u, b).
Ïîëîæèì D(u, a) = r. Òîãäà ïîäñëîâî ab ñëîâà u, óêàçàííîå â �îðìóëè-

ðîâêå ëåììû, ëåæèò â íåêîòîðîì (r − 1)-áëîêå ñëîâà u. Ïóñòü (3.49) �

(r − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0 ≤ j ≤ n, ÷òî
wj = w′

jabw
′′
j . Îòñþäà u′ = s0w0s1w1 · · · sjw

′
j è u′′ = w′′

j sj+1wj+1 · · · snwn.

Ïîñêîëüêó, â ñèëó ëåììû 3.18, Fk ⊆ Fr, èç óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â

ïîäñëó÷àå 1.4, ñëåäóåò, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî u ≈ u′bau′′
.

Ñëó÷àé 3: D(u, b) =∞. Ýòîò ñëó÷àé, êàê è ïðåäûäóùèé, äåëèòñÿ íà òðè

ïîäñëó÷àÿ.
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Ïîäñëó÷àé 3.1: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (i) èëè ï. (ii). Ïóñòü s �

íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ ïîäñëó÷àÿ 2.1, ìû

ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî ïîäñëîâî ab ñëîâà u, óêàçàííîå â �îðìóëèðîâêå ëåì-
ìû, ëåæèò â íåêîòîðîì s-áëîêå ñëîâà u. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.21, ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî r ≥ k, ÷òî (3.49) ÿâëÿåòñÿ ℓ-ðàçëîæåíèåì ñëîâà u äëÿ ëþáîãî

ℓ ≥ r. Òîãäà ab ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà wj äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ j ≤ n.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî wj = w′

jabw
′′
j äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ w′

j

è w′′
j . Òîãäà u′ = s0w0s1w1 · · · sjw

′
j è u′′ = w′′

j sj+1wj+1 · · · snwn. Äîêàæåì,

÷òî

occz(wj) ≥ 2 (3.50)

äëÿ ëþáîé áóêâû z ∈ con(wj). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî sj = hr1(u, z)
è occz(wj) = 1. Åñëè occz(u) = 1, òî z ÿâëÿåòñÿ 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà

u. Òîãäà èç ëåììû 1.24(i) ñëåäóåò, ÷òî z ∈ {s1, s2, . . . , sn}, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ñëåäîâàòåëüíî, occz(u) ≥ 2. Ïîñêîëüêó occz(wj) = 1, ìû èìååì, ÷òî

sj 6= hr2(u, z). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D(u, z) ≤ r + 1. Ïî ëåììå 1.26, z ÿâëÿåòñÿ
(r + 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî (3.49) ÿâ-

ëÿåòñÿ (r + 1)-ðàçëîæåíèåì ñëîâà u. Òàêèì îáðàçîì, åñëè sj = hr1(u, z), òî
ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (3.50). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî sj 6= hr1(u, z). Òîãäà
(1, r)-îãðàíè÷èòåëåì áóêâû z â u ÿâëÿåòñÿ sk äëÿ íåêîòîðîãî k < j. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî z ∈ con(s0w0s1w1 · · · sj−1wj−1). Òîãäà

u = fzgwj1zwj2sj+1wj+1 · · · snwn

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ f ,g,wj1 è wj2, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

fzg = s0w0s1w1 · · · sj−1wj−1 è wj = wj1zwj2. Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.9)

è ïîëó÷èì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ fzgwj1z
2wj2sj+1wj+1 · · · snwn.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.50) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé áóêâû z ∈ con(wj).
Òîãäà èç ëåììû 3.16(iii) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó wj ≈ w′
jbaw

′′
j , îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ìíîãîîáðàçèè âûïîëíåíî

òàêæå òîæäåñòâî

u = s0w0s1w1 · · · sjwjsj+1wj+1 · · · snwn

≈ s0w0s1w1 · · · sjw
′
jbaw

′′
j sj+1wj+1 · · · snwn = u′bau′′.

Òàêèì îáðàçîì, ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé (i) è (ii).

Ïîäñëó÷àé 3.2: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (iii), ò.å. βk âûïîëíåíî â

V è D(u, a) 6= D(u, b). Òîãäà D(u, a) < ∞. Ïîëîæèì D(u, a) = r. Ïîâòî-
ðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïîäñëó÷àÿ 1.3, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî a /∈ con(u′)
è r ≥ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.49) ÿâëÿåòñÿ (r − 1)-ðàçëîæåíèåì ñëî-

âà u. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0 ≤ j ≤ n, ÷òî wj = w′
jabw

′′
j ,

u′ = s0w0s1w1 · · · sjw
′
j è u′′ = w′′

j sj+1wj+1 · · · snwn. Ïîëîæèì u∗ = u′bau′′
.

Ïîñêîëüêó a, b /∈ {s1, s2, . . . , sn}, (r − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u∗
èìååò âèä

s0w0s1w1 · · · sjw
∗
j · · · snwn, ãäå w∗

j = w′
jbaw

′′
j . Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óòâåð-

æäåíèÿ (1.1) è (1.9) ïðè v = u∗
è ℓ = r. Ïðèìåíèì ëåììó 1.31 è ïî-

ëó÷èì, ÷òî D(u∗, a) = r. Îòñþäà è ëåììû 1.26 ñëåäóåò, ÷òî a ÿâëÿåò-

ñÿ r-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u∗
. Òîãäà hr1(u

∗, b) 6= hr2(u
∗, b). Ñëåäîâàòåëüíî,
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D(u∗, b) > r. Ïîñêîëüêó, â ñèëó ëåììû 3.18, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

βr, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â ïîäñëó÷àå 1.3, è ïîëó-

÷èòü, ÷òî â V âûïîëíåíû òîæäåñòâà u∗ = u′bau′′ ≈ u′abu′′ = u.

Ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (iii).

Ïîäñëó÷àé 3.3: V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. (iv), ò.å. αk âûïîëíåíî â V.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîäñëó÷àé 3.2, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî D(u, a) =
D(u, b) =∞. Îòñþäà è ëåììû 1.26 âûòåêàåò, ÷òî ïîäñëîâî ab ñëîâà u, óêà-
çàííîå â �îðìóëèðîâêå ëåììû, ëåæèò â íåêîòîðîì s-áëîêå ñëîâà u äëÿ

êàæäîãî s. Òåïåðü ìû ìîæåì äîñëîâíî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç ïîäñëó-

÷àÿ 3.1, çàêëþ÷èâ, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè V âûïîëíåíî òîæäåñòâî u ≈ u′bau′′
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (iv) è ëåì-

ìû 3.20 â öåëîì.

3.4.3. �åäóêöèÿ ê èíòåðâàëàì âèäà [Fk,Fk+1]

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû äîêàæåì ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 3.15. Äëÿ ýòîãî íàì

ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 3.21. Ïóñòü V � ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ K, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå òîæäåñòâó u ≈ v, à s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) äëÿ ℓ = s, à òàêæå ñóùåñòâóþò òàêèå

áóêâû x è xs, ÷òî D(u, xs) = s, ℓi(u, x) < ℓ1(u, xs) è ℓ1(v, xs) < ℓi(v, x) äëÿ
íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}.

(i) Åñëè i = 1, òî V ⊆ Hs.

(ii) Åñëè i = 2, òî V ⊆ Js
s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî occy(u), occy(v) ≤
2 äëÿ ëþáîé áóêâû y. Â ñèëó ëåììû 1.33, íàéäóòñÿ òàêèå áóêâû

x0, x1, . . . , xs−1, ÷òî D(u, xr) = D(v, xr) = r äëÿ âñåõ 0 ≤ r < s è òîæ-

äåñòâî u ≈ v èìååò âèä (1.10) äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ

u0,u1, . . . ,u2s+1 è v0,v1, . . . ,v2s+1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i = 1. Òîãäà ℓ1(u, x) < ℓ1(u, xs) è ℓ1(v, xs) < ℓ1(v, x).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ1(u, xs) < ℓ2(u, x). Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå,

• ïåðâîå âõîæäåíèå x â u ëåæèò â u2s+1,

• âòîðîå âõîæäåíèå x â u ëåæèò â u2su2s−1 · · ·u0,

• ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â v ëåæàò â v2sv2s−1 · · ·v0.

Ïîäñòàâèâ xsx
2
âìåñòî xs â òîæäåñòâî u ≈ v, ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u2s+1xsx
2u2sxs−1u2s−1xsx

2u2s−2xs−2u2s−3xs−1 · · ·
· u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v2s+1xsx
2v2sxs−1v2s−1xsx

2v2s−2xs−2v2s−3xs−1 · · ·
· v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

(3.51)
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Çàòåì ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27), óäàëèâ òðåòüå è ïîñëåäóþùèå âõîæäåíèÿ

x â îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (3.51). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

u2s+1xsx(u2sxs−1u2s−1xsu2s−2xs−2u2s−3xs−1 · · ·u4x1u3x2u2x0u1x1u0)x

≈ v2s+1xsx
2(v2sxs−1v2s−1xsv2s−2xs−2v2s−3xs−1 · · · v4x1v3x2v2x0v1x1v0)x.

Òåïåðü ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïîñëåäíåì òîæäå-

ñòâå, êðîìå x, x0, x1, . . . , xs. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

xxsxxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1 ≈ xsx
2xs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1,

ò.å. òîæäåñòâî βs. Òàêèì îáðàçîì, V ⊆ Hs.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ℓ2(u, x) < ℓ1(u, xs). Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå,

• ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â u ëåæàò â u2s+1,

• ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â v ëåæàò â v2sv2s−1 · · ·v0.

Òåïåðü ïîäñòàâèì xsx
2
âìåñòî xs â òîæäåñòâî u ≈ v è ïîëó÷èì òîæäå-

ñòâî (3.51). Çàòåì ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27), óäàëèâ òðåòüå è ïîñëåäóþ-

ùèå âõîæäåíèÿ x â îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (3.51). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

òîæäåñòâî

u2s+1xsu2sxs−1u2s−1xsu2s−2xs−2u2s−3xs−1 · · ·u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v2s+1xsx
2(v2sxs−1v2s−1xsv2s−2xs−2v2s−3xs−1 · · · v4x1v3x2v2x0v1x1v0)x.

Òåïåðü ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïîñëåäíåì òîæäå-

ñòâå, êðîìå x, x0, x1, . . . , xs. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

x2xsxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1 ≈ xsx
2xs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1. (3.52)

Ñëåäîâàòåëüíî, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

xsx
2xs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1

(3.52)

≈ x2xsxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1
(3.5)

≈ x3xsxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1
(3.52)

≈ xxsx
2xs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1

(3.27)

≈ xxsxxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî βs. Òàêèì îáðàçîì, V ⊆ Hs.

Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî i = 2. Òîãäà ℓ1(u, x) < ℓ2(u, x) < ℓ1(u, xs).
Åñëè ℓ1(v, xs) < ℓ1(v, x), òî ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ óæå äîêàçàííîãî

óòâåðæäåíèÿ (i). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ℓ1(v, x) < ℓ1(v, xs).
Ñëåäîâàòåëüíî,

• ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â u ëåæàò â u2s+1,

• ïåðâîå âõîæäåíèå x â v ëåæèò â v2s+1,
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• âòîðîå âõîæäåíèå x â v ëåæèò â v2sv2s−1 · · ·v0.

Òåïåðü ïîäñòàâèì xsx
2
âìåñòî xs â òîæäåñòâî u ≈ v è ïîëó÷èì òîæäå-

ñòâî (3.51). Çàòåì ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27), óäàëèâ òðåòüå è ïîñëåäóþ-

ùèå âõîæäåíèÿ x â îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (3.51). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

òîæäåñòâî

u2s+1xsu2sxs−1u2s−1xsu2s−2xs−2u2s−3xs−1 · · ·u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v2s+1xsx(v2sxs−1v2s−1xsv2s−2xs−2v2s−3xs−1 · · ·v4x1v3x2v2x0v1x1v0)x.

Íàêîíåö, ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïîñëåäíåì òîæ-

äåñòâå, êðîìå x, x0, x1, . . . , xs. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

x2xsxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1 ≈ xxsxxs−1xsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1,

ò.å. òîæäåñòâî (3.28) ïðè k = s. Èç ëåììû 3.17 ñëåäóåò, ÷òî V ⊆ Js
s. Óòâåð-

æäåíèå (ii) äîêàçàíî.

Ëåììà 3.22. Ïóñòü V � ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ K, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå òîæäåñòâó u ≈ v. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = 1, íî
äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 óñëîâèå (1.9) ïðè ℓ = k íå âûïîëíÿåòñÿ, òî V ⊆ Jℓ−1

ℓ−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (1.9) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íå-

êîòîðîãî ℓ = k > 1 è k � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ áóêâà x, ÷òî hk−1
i (u, x) 6= hk−1

i (v, x), ãäå ëèáî i = 1, ëèáî
i = 2. Ïóñòü (1.7) � (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî

âñåõ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {t0, t1, . . . , tm}.
Ïîñêîëüêó óñëîâèå (1.9) âûïîëíåíî ïðè ℓ = k − 1, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

ëåììó 1.29 è ïîëó÷èòü, ÷òî v èìååò òî æå ìíîæåñòâî (k − 1)-ðàçäåëèòåëåé,
÷òî è u (íî ïîðÿäîê ïåðâûõ âõîæäåíèé ýòèõ áóêâ â ñëîâà u è v ìîæåò

ðàçëè÷àòüñÿ). Ïîëîæèì tp = hk−1
i (u, x) è tq = hk−1

i (v, x). ßñíî, ÷òî p 6= q.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ℓi(u, x) < ℓ1(u, tq). Âûáîð áóêâ tp è tq ãà-

ðàíòèðóåò, ÷òî ℓ1(u, tp) < ℓi(u, x) è ℓ1(v, tq) < ℓi(v, x). Ñëåäîâàòåëüíî,
ℓ1(u, tp) < ℓ1(u, tq), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî p < q. Åñëè áóêâà tq ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé â u, òî èç óñëîâèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ýòà áóêâà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðî-

ñòîé â v. Â ýòîì ñëó÷àå áóêâà tq áóäåò 0-ðàçäåëèòåëåì â ñëîâàõ u è v. Òîãäà,

ïîñêîëüêó tq = hk−1
i (v, x), ìû ïîëó÷èì, ÷òî tq = h0i (v, x). Èç óñëîâèÿ (1.9)

ïðè ℓ = 1 âûòåêàåò, ÷òî tq = h0i (u, x). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó

p < q. Ñëåäîâàòåëüíî, áóêâà tq ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé â u, à çíà÷èò, â ñèëó

óñëîâèÿ (1.1), è â v. Òîãäà D(v, tq) > 0. Ïî ëåììå 1.26, D(v, tq) ≤ k − 1,
ïîñêîëüêó tq ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v. Ïîëîæèì r = D(v, tq).
Åñëè i = 1, òî ïðèìåíèì ëåììó 3.21(i) ïðè s = r è xs = tq è ïîëó÷èì, ÷òî

V ⊆ Hr ⊆ Jk−1
k−1. Åñëè i = 2, òî, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.21(ii) ïðè s = r è xs = tq,

ïîëó÷àåì, ÷òî V ⊆ Jr
r ⊆ Jk−1

k−1.

Åñëè ℓi(v, x) < ℓ1(v, tp), òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå,

èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ1(u, tq) < ℓi(u, x) è ℓ1(v, tp) < ℓi(v, x). Èç
ïåðâîãî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå âõîæäåíèå tq â u ïðåäøå-

ñòâóåò i-ìó âõîæäåíèþ x â u. Îäíàêî tp ÿâëÿåòñÿ (i, k − 1)-îãðàíè÷èòåëåì
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x â u. Ñëåäîâàòåëüíî, ℓ1(u, tq) < ℓ1(u, tp). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ℓ1(v, tp) < ℓ1(v, tq), ïîñêîëüêó ℓ1(v, tp) < ℓi(v, x) è tq =
hk−1
i (v, x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áóêâà tp ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â u. Òîãäà èç óñëî-
âèÿ (1.1) âûòåêàåò, ÷òî ýòà áóêâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé è â v. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî tp ÿâëÿåòñÿ 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâ u è v. Ïîñêîëüêó tp = hk−1
i (u, x),

ìû èìååì, ÷òî tp = h0i (u, x). Òîãäà èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = 1 âûòåêà-

åò, ÷òî tp = h0i (v, x). Çàìåòèì, ÷òî ℓ1(v, tp) < ℓ1(v, tq) < ℓi(v, x). Îòñþäà
tp = h01(v, tq). Òîãäà èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = 1 âûòåêàåò, ÷òî tp = h01(u, tq).
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ℓ1(u, tq) < ℓ1(u, tp). Ñëåäîâàòåëüíî, áóêâà tp
ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé â u. Òîãäà D(u, tp) > 0. Ïî ëåììå 1.26, D(u, tp) ≤ k − 1.
Ïîëîæèì r = D(u, tp). Çàìåòèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 3.21

ïðè i = 1, s = r, x = tq è xs = tp. Ïðèìåíèì ï. (i) ýòîé ëåììû è ïîëó÷èì,

÷òî V ⊆ Hr ⊆ Jk−1
k−1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòêðûâàåò ñåðèþ îäíîòèïíûõ óòâåðæäåíèé,

âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ òàêæå ïðåäëîæåíèÿ 3.26, 3.28 è 3.31. Îíè ïîñâÿùå-

íû ïðîáëåìàì ðàâåíñòâà ñëîâ â ìíîãîîáðàçèÿõ Fk, Hk, Ik, J
m
k è K. Âñå

ýòè ïðåäëîæåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå. Â äîêàçàòåëüñòâå

íåîáõîäèìîñòè ýòà ñõåìà ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ îò ïðåäëîæåíèÿ ê ïðåäëîæå-

íèþ. ×òî êàñàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè, òî ïðèìåíåíèå ñõåìû, â

öåëîì èçëîæåííîé â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i), ñ êàæäûì ðàçîì

áóäåò óñëîæíÿòüñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.23. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî:

(i) â ìíîãîîáðàçèè Fk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k;

(ii) â ìíîãîîáðàçèè K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (1.1) è (1.9) äëÿ âñåõ ℓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Fk

óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó u ≈ v. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è

âêëþ÷åíèÿ C2 ⊆ Fk ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1). Ïîñêîëüêó Fk

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ v, èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òà-

êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ u = w0,w1, . . . ,wn = v, ÷òî äëÿ ëþáîãî i =
0, 1, . . . , n− 1 íàéäóòñÿ ñëîâà pi,qi ∈ F

1
, ýíäîìîð�èçì ξi ∈ End(F

1) è òîæ-

äåñòâî ai ≈ bi ∈ {Φ, αk} òàêèå, ÷òî ëèáî wi = piξi(ai)qi è wi+1 = piξi(bi)qi,

ëèáî wi = piξi(bi)qi è wi+1 = piξi(ai)qi. Ïî èíäóêöèè ìû ìîæåì ñâåñòè íà-

øè ðàññìîòðåíèÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà u = pξ(a)q è v = pξ(b)q äëÿ íåêîòîðûõ

(âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ p è q, ýíäîìîð�èçìà ξ ∈ End(F 1) è òîæäåñòâà

a ≈ b ∈ {Φ, αk}.
Åñëè a ≈ b ∈ {xyx ≈ xyx2, x2y ≈ x2yx}, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î÷å-

âèäíî, ïîòîìó ÷òî ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ áóêâ ñëîâà u íå ïðèíèìàþò

ó÷àñòèÿ â çàìåíå ξ(a) íà ξ(b). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a ≈ b ñîâïàäà-

åò ñ òîæäåñòâîì (3.4). Òîãäà, ïîñêîëüêó D(a, x) = D(a, y) = ∞, èç ëåì-

ìû 1.34 âûòåêàåò, ÷òî ïîäñëîâî ξ(a) ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó p è q,

ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì s-áëîêå äëÿ ëþáîãî s. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîäñëîâî
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ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì (k − 1)-áëîêå. Èç ýòîãî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

óòâåðæäåíèÿ (1.9) ïðè ℓ = k.
Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî a ≈ b ñîâïàäàåò ñ αk. Òîãäà

ξ(a) = akbkak−1akbkak−2ak−1 · · · a1a2a0a1,

ξ(b) = bkakak−1akbkak−2ak−1 · · · a1a2a0a1

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ a0,a1, . . . ,ak è bk. Â ýòîì ñëó÷àå

u = pakbkak−1akbkak−2ak−1 · · · a1a2a0a1q,

v = pbkakak−1akbkak−2ak−1 · · · a1a2a0a1q.

Ïî ëåììå 3.19, D(a, xk) = D(a, yk) = k. Òîãäà èç ëåììû 1.34 âûòåêàåò, ÷òî

ïîäñëîâî akbk ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó p è ak−1, ñîäåðæèòñÿ â íåêî-

òîðîì (k − 1)-áëîêå. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (1.9)

ïðè ℓ = k.

Äîñòàòî÷íîñòü. Íàìåòèì ñõåìó íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé. Çà-

ìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íîñòü â ïðåäëîæåíèÿõ 3.26, 3.28 è 3.31 áóäåò äîêàçû-

âàòüñÿ ïî òîé æå ñõåìå. Ïóñòü u ≈ v � òîæäåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ ïðåäëîæåíèÿ. Ìû íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ (k − 1)-ðàçëîæåíèÿ ñëîâà u.

Îñíîâûâàÿñü íà ëåììå 3.20 è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà, âûïîëíåííûå â ìíîãîîá-

ðàçèè Fk, ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé (k − 1)-áëîê ñëîâà u ìîæåò áûòü çàìåíåí íà

ñëîâî íåêîòîðîãî ¾êàíîíè÷åñêîãî âèäà¿. Ìû çàìåíèì âñå (k − 1)-áëîêè ñëî-
âà u ýòèì ¾êàíîíè÷åñêèì âèäîì¿, ïîëó÷èâ íåêîòîðîå ñëîâî u♯

. Ïîñëå ýòîãî

ìû ðàññìîòðèì ñëîâî v. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèìåíåíèÿ òîæ-

äåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ Fk, ýòî ñëîâî èìååò â òî÷íîñòè òå æå (k − 1)-áëîêè è òå
æå (k − 1)-ðàçäåëèòåëè, ÷òî è ñëîâî u. Ýòî ïîçâîëèò íàì èçìåíèòü (k − 1)-
áëîêè ñëîâà v òåì æå îáðàçîì, ÷òî è (k − 1)-áëîêè ñëîâà u, ïîëó÷èâ ñíîâà

ñëîâî u♯
. Èç ñêàçàííîãî, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî â Fk âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u ≈ v.

Ïðèñòóïèì ê ðåàëèçàöèè íàìå÷åííîãî ïëàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæ-

äåñòâî u ≈ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k, à (1.7) �

(k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Çà�èêñèðóåì èíäåêñ i ∈ {0, 1, . . . ,m}. Ëåì-
ìà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ áóêâà èç con(ui) âõîäèò â (k − 1)-
áëîê ui íå áîëåå äâóõ ðàç. Ïîëîæèì mul(ui) = {x1, x2. . . . , xp}, sim(ui) =
{y1, y2, . . . , yq} è

ui = x21x
2
2 · · · x

2
py1y2 · · · yq.

Çàìåòèì, ÷òî ui ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê óïîìÿíóòûì âûøå ¾êàíîíè÷å-

ñêèì âèäîì¿ (k − 1)-áëîêà ui. Äåéñòâèòåëüíî, u = w1uiw2 äëÿ íåêîòîðûõ

(âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ w1 è w2. Èç ëåìì 3.16(ii) è 3.20(iv) ñëåäóåò, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå Fk óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u = w1uiw2 ≈ w1 uiw2.

Â ÷àñòíîñòè, Fk óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u = t0u0t1u1 · · · tm−1um−1tmum ≈ t0u0t1u1 · · · tm−1um−1tm um .

74



Ïîëîæèì u′ = t0u0t1u1 · · · tm−1um−1tm um . Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè v = u′
è ℓ = k. Òîãäà èç ëåììû 1.27 âûòåêàåò, ÷òî

ñëîâà u è u′
ÿâëÿþòñÿ (k − 1)-ýêâèâàëåíòíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, t0, t1, . . . , tm

ÿâëÿþòñÿ (k − 1)-ðàçäåëèòåëÿìè ñëîâà u′
, à u0,u1, . . . ,um−1,um ÿâëÿþòñÿ

(k − 1)-áëîêàìè ýòîãî ñëîâà. Òåïåðü ìû ìîæåì ïîâòîðèòü äîñëîâíî ðàññóæ-

äåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, çàìåíèâ ñëîâî u íà ñëîâî u′
è ïîëó÷èòü, ÷òî â

Fk âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u′ = t0u0t1u1 · · · tm−1um−1tm um ≈ t0u0t1u1 · · · tm−1 um−1 tm um.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ìû ïîëó÷èì, ÷òî Fk óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

u = t0u0t1u1 · · · tm−1um−1tmum ≈ t0u0t1u1 · · · tm−1um−1tm um

≈ t0u0t1u1 · · · tm−1 um−1 tm um ≈ · · · ≈ t0 u0 t1 u1 · · · tm um .
(3.53)

Ïîëîæèì u♯ = t0 u0 t1 u1 · · · tm um .

Ïåðåéäåì ê ñëîâó v. Ââèäó ëåììû 1.27, (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìå-

åò âèä (1.8). Èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = k âûòåêàåò, ÷òî j-å âõîæäåíèå ëþáîé
áóêâû â ñëîâî u ëåæèò â (k − 1)-áëîêå ui òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j-
å âõîæäåíèå ýòîé áóêâû â ñëîâî v ëåæèò â (k − 1)-áëîêå vi äëÿ j = 1, 2.
Ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò íàì ñ÷èòàòü, ÷òî occx(u) ≤ 2 è occx(v) ≤ 2 äëÿ

ëþáîé áóêâû x. Ñëåäîâàòåëüíî, sim(ui) = sim(vi) è mul(ui) = mul(vi). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî (k − 1)-áëîêè ui è vi èìåþò îäèíàêîâûé ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå Fk óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì u ≈ u♯ ≈ v.

(ii) Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ (i) äàííîãî

ïðåäëîæåíèÿ è î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ Fk ⊆ K, â òî âðåìÿ êàê äîñòàòî÷-

íîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â óòâåðæäåíèè (i).

Òåïåðü ìû ãîòîâû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 3.15.

Ïóñòü E ⊂ X ⊂ K. Ïðîâåðèì, ÷òî X ∈ [Fk,Fk+1] äëÿ íåêîòîðîãî k. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî F1 * X. Òîãäà íàéäåòñÿ òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â X,

íî íå âûïîëíåííîå â F1. Èç ïðåäëîæåíèé 3.3 è 3.23(i), à òàêæå âêëþ÷åíèÿ

E ⊆ X ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (3.2), à óñëîâèå (1.9) ïðè ℓ = 1
íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü (1.7) � 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà u. Ïðèìåíèì ëåììó 1.27

è ïîëó÷èì, ÷òî 0-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìååò âèä (1.8). Ïîñêîëüêó u ≈ v

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.9) ïðè ℓ = 1, íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.2),

íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà x, ÷òî h02(u, x) 6= h02(v, x). Ïîëîæèì ti = h02(u, x) è
tj = h02(v, x). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî j < i. Ïî-
ñêîëüêó ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (3.2), h01(u, x) = h01(v, x) = tk äëÿ íåêîòîðîãî

k. ßñíî, ÷òî k ≤ j. Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä

u1tku2xu3tiu4xu5 ≈ v1tkv2xv3xv4tiv5

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ up è vp ïðè p = 1, 2, . . . , 5. Ïîä-
ñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â òîæäåñòâî u ≈ v, êðîìå x è ti.
Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî xtix

p ≈ xqtix
r
, ãäå p ≥ 1, q ≥ 2 è r ≥ 0. Çà-

òåì ïðèìåíèì òîæäåñòâî (3.27) è ïîëó÷èì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
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xtix ≈ x2ti. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ X ⊆ K ñëåäóåò, ÷òî X ⊆ E, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò âûáîðó ìíîãîîáðàçèÿ X. Ñëåäîâàòåëüíî, F1 ⊆ X. Åñëè X ñîäåð-

æèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãîîáðàçèé âèäà Fk, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.23,

X = K. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî

Fk ⊆ X, íî Fk+1 * X. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i) ñëåäóåò, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k, â òî âðåìÿ êàê óñëîâèå (1.9) ïðè

ℓ = k+1 íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàì îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 3.22 è çàêëþ÷èòü,

÷òî X ⊆ Jk
k ⊂ Fk+1. Óòâåðæäåíèå 3) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 äîêàçàíî.

3.4.4. Ñòðóêòóðà èíòåðâàëà [Fk,Fk+1]

Çäåñü ìû äîêàæåì ï. 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ

íà 6 ÷àñòåé, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè À)�Å).

À) Ïåðâûì ýòàïîì ïðîâåðêè ï. 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3.24. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ èç èíòåðâàëà [Fk,Fk+1],
òî ëèáî X = Fk, ëèáî X ⊇ Hk.

×òîáû ïðîâåðèòü ýòîò �àêò, íàì ïîòðåáóåòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óò-

âåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.25. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ òàêîå, ÷òî Fs ⊆ V ⊆ K

äëÿ íåêîòîðîãî s. Åñëè V óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó òîæäåñòâó u ≈ v, ÷òî

ℓ1(u, a) < ℓ1(u, b), ℓ1(v, b) < ℓ1(v, a) è D(u, a) = D(u, b) = s äëÿ íåêîòîðûõ

a, b ∈ con(u), òî V = Fs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì xs = a è ys = b. Ïîñêîëüêó Fs ⊆ V, èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 3.23(i) âûòåêàþò óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = s. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî

ℓ2(u, xs) < ℓ2(u, ys) è ℓ2(v, xs) < ℓ2(v, ys). (3.54)

Ïî ëåììå 1.33, ñóùåñòâóþò áóêâû x0, x1, . . . , xs−1 òàêèå, ÷òî D(u, xr) =
D(v, xr) = r äëÿ ëþáîãî 0 ≤ r < s, è òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä (1.10)

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ u0,u1, . . . ,u2s+1 è v0,v1, . . . ,v2s+1.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïåðâûå âõîæäåíèÿ xs è ys â u ëåæàò â îäíîì è òîì æå

(s− 1)-áëîêå. Ïîëîæèì t1 = hs−1
1 (u, xs) è t2 = hs−1

1 (u, ys). �àññóæäàÿ îò

ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî t1 6= t2. Ïîñêîëüêó ℓ1(u, xs) < ℓ1(u, ys), ìû
èìååì, ÷òî ℓ1(u, t1) < ℓ1(u, t2). Ïðèìåíèì ëåììó 1.27 ïðè k = s − 1 è ïî-

ëó÷èì, ÷òî ℓ1(v, t1) < ℓ1(v, t2). Òîãäà èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = s ñëåäó-

åò, ÷òî t1 = hs−1
1 (v, xs) è t2 = hs−1

1 (v, ys). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

ℓ1(v, ys) < ℓ1(v, xs). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå âõîæäåíèÿ xs è ys â u ëåæàò â

îäíîì è òîì æå (s − 1)-áëîêå. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâîå âõîæäåíèå ys â u ïðåä-

øåñòâóåò ïåðâîìó âõîæäåíèþ xs−1 â u, òàê êàê ℓ1(u, xs) < ℓ1(u, xs−1) è xs−1

ÿâëÿåòñÿ (s− 1)-ðàçäåëèòåëåì. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî u2s = u′
2sysu

′′
2s

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ u′
2s è u′′

2s. Ïîñêîëüêó ïåðâîå âõîæäåíèå ys â v ïðåäøå-

ñòâóåò ïåðâîìó âõîæäåíèþ xs â v, ìû èìååì, ÷òî v2s+1 = v′
2s+1ysv

′′
2s+1 äëÿ

íåêîòîðûõ ñëîâ v′
2s+1 è v′′

2s+1.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ℓ1(u, ys) < ℓ1(u, xs−2), ïðèìåíèì ëåììó 1.32 ïðè w =
u, z = ys, t = xs−2 è r = s è ïîëó÷èì, ÷òî ℓ2(u, ys) < ℓ1(u, xs−2). Òîãäà
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u2s−2 = u′
2s−2ysu

′′
2s−2 äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ u′

2s−2 è u′′
2s−2. Àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî v2s−2 = v′
2s−2ysv

′′
2s−2 äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ

v′
2s−2 è v′′

2s−2.

Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå, òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä

u2s+1xsu
′
2s

(1)
ys u′

2sxs−1u2s−1xsu
′
2s−2

(2)
ys u′

2s−2xs−2u2s−3xs−1 · · ·

· u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v′
2s+1

(1)
ys v′′

2s+1xsv2sxs−1v2s−1xsv
′
2s−2

(2)
ys v′′

2s−2xs−2v2s−3xs−1 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0.

Ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò íàì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áóêâû ys è xr ïðè 1 ≤ r ≤ s
âõîäÿò ðîâíî ïî äâà ðàçà â êàæäîå èç ñëîâ u è v. Òåïåðü ïîäñòàâèì 1

âìåñòî âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â òîæäåñòâî u ≈ v, êðîìå x0, x1, . . . , xs è ys.
Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

xsysxs−1xsysxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1 ≈ ysxsxs−1xsysxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1,

ò.å. òîæäåñòâî αs.

Ïóñòü òåïåðü óñëîâèå (3.54) íå âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè ℓ2(u, xs) < ℓ2(u, ys),
íî ℓ2(v, ys) < ℓ2(v, xs), òî ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì,

ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

xsysxs−1xsysxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1 ≈
(1)
ys

(1)
xs xs−1

(2)
ys

(2)
xs xs−2xs−1 · · · x1x2x0x1.

Â ñèëó ëåììû 3.16(i), ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó σ2. Ýòî
òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè âòîðûå âõîæäåíèÿ áóêâ xs
è ys â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà. Â ðåçóëüòàòå ìû ñíîâà ïîëó÷èì

òîæäåñòâî αs.

Íàêîíåö, åñëè ℓ2(u, ys) < ℓ2(u, xs), òî ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ïðèâåäåííûå

âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíèâ ëåììû 1.32 è 1.33 äëÿ áóêâû ys âìåñòî xs. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî âèäà

xsysxs−1ysxsxs−2xs−1 · · · x1x2x0x1 ≈ ysxsxs−1axs−2xs−1 · · · x1x2x0x1,

ãäå

a =

{

xsys, åñëè ℓ2(v, xs) < ℓ2(v, ys),

ysxs â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ñëó÷àå, êîãäà a = xsys, ýòî òîæäåñòâî ñîâïàäàåò ñ αs. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìû åùå ðàç ïðèìåíèì òîæäåñòâî σ2 è ïîëó÷èì òîæäåñòâî αs. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â ëþáîì ñëó÷àå V óäîâëåòâîðÿåò αs, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî V ⊆ Fs.

Ïðåäëîæåíèå 3.26. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíî-

ãîîáðàçèè Hk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1), (1.9)

ïðè ℓ = k è óñëîâèå

åñëè ëèáî D(u, x) ≤ ℓ, ëèáî D(v, x) ≤ ℓ, òî hℓ1(u, x) = hℓ1(v, x) (3.55)

ïðè ℓ = k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè Hk

âûïîëíåíî íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i) è âêëþ-

÷åíèÿ Fk ⊆ Hk ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k.
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â ïðåäëîæåíèè 3.23(i), ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî u = pξ(a)q è v = pξ(b)q äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ p è q, ýíäîìîð-

�èçìà ξ ∈ End(F 1) è òîæäåñòâà a ≈ b ∈ {Φ, βk}.
Åñëè a ≈ b ∈ Φ, òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.23(ii), óñëîâèå (1.9) âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ℓ. Î÷åâèäíî, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå.
Ïóñòü òåïåðü a ≈ b ñîâïàäàåò ñ βk. Òîãäà

ξ(a) = ak+1akak+1ak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1,

ξ(b) = aka
2
k+1ak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ a0,a1, . . . ,ak è ak+1, îòêóäà

u = pak+1akak+1ak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1q,

v = paka
2
k+1ak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1q.

Ïî ëåììå 3.19, D(a, x),D(a, xk) > k − 1. Òîãäà èç ëåììû 1.34 ñëåäóåò, ÷òî

ïîäñëîâî ak+1akak+1 ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó p è ak−1, ñîäåðæèò-

ñÿ â íåêîòîðîì (k − 1)-áëîêå. Êðîìå òîãî, ââèäó ëåììû 1.34, îáà âõîæäå-

íèÿ ñëîâà ak+1 â u íå ñîäåðæàò íèêàêèõ k-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u, òàê êàê,

ïî ëåììå 3.19, D(a, x) > k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâà u è v ÿâëÿþòñÿ k-
ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó 1.27 è ïîëó÷èì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

óñëîâèå (3.55) ïðè ℓ = k.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñõåìà íàøèõ ðàññóæäåíèé çäåñü òà æå, ÷òî è ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè â ïðåäëîæåíèè 3.23(i). Îäíàêî ¾êàíîíè÷åñêèé

âèä¿ (k − 1)-áëîêîâ ñëîâà u âûãëÿäèò çäåñü ñëîæíåå, ÷åì â òîì ïðåäëîæå-

íèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k è (3.55)

ïðè ℓ = k. Ïóñòü (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u èìååò âèä (1.7). Çà�èêñèðóåì

ïðîèçâîëüíîå i ∈ {0, 1, . . . ,m}. Ïóñòü

tiui = s0a0s1a1 · · · snan, (3.56)

ãäå s0, s1, . . . , sn � k-ðàçäåëèòåëè ñëîâà u, à a0,a1, . . . ,an � k-áëîêè ýòîãî

ñëîâà. Ïîëîæèì u∗
i = a0a1 · · · an. Ïóñòü con(u∗

i ) = {x1, x2, . . . , xp} è

ui = x21x
2
2 · · · x

2
ps1s2 · · · sn.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ñëîâî ui ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê óïîìÿíóòûì

âûøå ¾êàíîíè÷åñêèì âèäîì¿ (k − 1)-áëîêà ui.

ßñíî, ÷òî u = w1uiw2 äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ w1 è w2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ con(u∗
i ) \ con(w1). Åñëè áóêâà x ïðîñòà â ui, òî ýòà

áóêâà îáÿçàíà áûòü k-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëü-

íî, áóêâà x êðàòíà â ui. Ïîñêîëüêó x /∈ con(w1), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâîå

è âòîðîå âõîæäåíèÿ x â u ëåæàò â îäíîì è òîì æå (k − 1)-áëîêå ñëîâà u,
îòêóäà D(u, x) > k. Äàëåå, èç ëåììû 1.26 âûòåêàåò, ÷òî D(u, sj) = k äëÿ
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âñåõ j = 1, . . . , n. Ìû âèäèì, ÷òî åñëè a ∈ con(u∗
i ) è b ∈ {s1, s2, . . . , sn},

òî ëèáî a ∈ con(w1), ëèáî D(u, a) 6= D(u, b). Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïï. (ii)

è (iii) ëåììû 3.20 è ïîëó÷èì, ÷òî â Hk âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u = w1uiw2 ≈ w1u
∗
i s1s2 · · · snw2.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, åñëè x ∈ con(u∗
i ) \ con(w1), òî occx(u

∗
i ) ≥ 2. Åñëè æå

x ∈ con(w1) ∩ con(u∗
i ), òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òîæäåñòâî (3.9) è ïîëó÷èòü,

÷òî occx(u
∗
i ) ≥ 2. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ ëåììó 3.16(ii), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî occx(u
∗
i ) = 2 äëÿ ëþáîãî x ∈ con(u∗

i ). Òîãäà èç ëåììû 3.16(iii) ñëåäóåò,

÷òî â Hk âûïîëíåíû òîæäåñòâà

u ≈ w1u
∗
i s1s2 · · · snw2 ≈ w1 ui w2.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i), èñïîëüçóÿ

òîæäåñòâà, âûïîëíåííûå â ìíîãîîáðàçèè Hk, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî

çàìåíèòü (k − 1)-áëîêè ui ñëîâà u íà èõ ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿ ui äëÿ âñåõ

i = m,m− 1, . . . , 0. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Hk óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâàì (3.53). Ïîëîæèì u♯ = t0 u0 t1 u1 · · · tm um .

Ïåðåéäåì ê ñëîâó v. Ïî ëåììå 1.27, (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìå-

åò âèä (1.8). Â ñèëó óñëîâèÿ (3.55) è ëåììû 1.27, ñëîâà u è v ÿâëÿþòñÿ

k-ýêâèâàëåòíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâî tivi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâå-

äåíèå ÷åðåäóþùèõñÿ k-ðàçäåëèòåëåé s0, s1, . . . , sn è k-áëîêîâ b0,b1, . . . ,bn

ñëîâà u, ò.å.

tivi = s0b0s1b1 · · · snbn. (3.57)

Èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = k ñëåäóåò, ÷òî j-å âõîæäåíèå ëþáîé áóêâû â u

ëåæèò â (k − 1)-áëîêå ui òîãäà è òîëüêî òîãäà j-å âõîæäåíèå ýòîé áóêâû â

v ëåæèò â (k − 1)-áëîêå vi äëÿ ëþáîãî j = 1, 2. Ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ áóêâû x â u íå ëåæèò

â (k − 1)-áëîêå ui, òî ýòà áóêâà íå âõîäèò â ui. Ñëåäîâàòåëüíî, con(u
∗
i ) =

con(b0b1 · · ·bn). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî (k − 1)-áëîêè ui è vi èìåþò îäèí è

òîò æå ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå

âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Hk óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì u ≈ u♯ ≈
v.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.24. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fk ⊂ X ⊆ Fk+1. Äîêà-

æåì, ÷òîX ⊇ Hk. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òîHk * X. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå âX, íî íå âûïîëíåííîå âHk.

Èç ïðåäëîæåíèé 3.23(i) è 3.26, à òàêæå âêëþ÷åíèÿ Fk ⊂ X âûòåêàåò, ÷òî âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k, íî íå âûïîëíåíî óñëîâèå (3.55) ïðè
ℓ = k. Ïî ëåììå 1.29, ñëîâà u è v èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð k-ðàçäåëèòåëåé.
Îäíàêî äàííûå äâà ñëîâà íå ÿâëÿþòñÿ k-ýêâèâàëåíòíûìè ïî ëåììå 1.27.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå k-ðàçäåëèòåëè a, b ñëîâ u, v, ÷òî ℓ1(u, a) < ℓ1(u, b),
íî ℓ1(v, b) < ℓ1(v, a). Ââèäó ëåììû 1.26, D(u, a),D(u, b) ≤ k. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî D(u, a) = r < k. Â ñèëó ëåììû 1.30, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.9)

ïðè ℓ = r. Ïîýòîìó èç ëåììû 1.31 âûòåêàåò, ÷òî D(v, a) = r. Ïî ëåì-

ìå 1.27, ñëîâà u è v ÿâëÿþòñÿ r-ýêâèâàëåíòíûìè. Ïîëîæèì c = hr1(u, b).
Ïîñêîëüêó, ïî ëåììå 1.26, a ÿâëÿåòñÿ r-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u, ïåðâîå âõîæ-

äåíèå a â u ïðåäøåñòâóåò ïåðâîìó âõîæäåíèþ c â u. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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óñëîâèå (1.9) ïðè ℓ = r âëå÷åò ðàâåíñòâî c = hr1(v, b), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ℓ1(v, c) < ℓ1(v, a). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò r-ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ u è v. Òàêèì

îáðàçîì, D(u, a) = k. Àíàëîãè÷íî, D(u, b) = k. Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 3.25

ïðè s = k è ïîëó÷èì, ÷òî X ⊆ Fk. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì. Ëåì-

ìà 3.24 äîêàçàíà.

Á) Âòîðûì ýòàïîì ïðîâåðêè ï. 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3.27. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ èç èíòåðâàëà [Hk,Fk+1],
òî ëèáî X = Hk, ëèáî X ⊇ Ik.

×òîáû ïðîâåðèòü ýòîò �àêò, íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 3.28. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíî-

ãîîáðàçèè Ik òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9)

ïðè ℓ = k è

hℓ1(u, x) = hℓ1(v, x) äëÿ âñåõ x ∈ con(u) (3.58)

ïðè ℓ = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Ik âûïîëíåíî íå-

òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.26 è âêëþ÷åíèÿ Hk ⊆ Ik
ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1) è (1.9) ïðè ℓ = k. Êàê è â äîêàçà-

òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i), ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u = pξ(a)q è

v = pξ(b)q äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ p è q, ýíäîìîð�èçìà

ξ ∈ End(F 1) è òîæäåñòâà a ≈ b ∈ {Φ, γk}.
Åñëè a ≈ b ∈ Φ, òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.23(ii), óñëîâèå (1.9) ñïðàâåä-

ëèâî äëÿ ëþáîãî ℓ. Î÷åâèäíî, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a ≈ b ñîâïàäàåò ñ γk. Òîãäà

ξ(a) = b1b0b1akak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1,

ξ(b) = b1b0akb1ak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ a0,a1, . . . ,ak è b0,b1, îòêóäà

u = pb1b0b1akak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1q,

v = pb1b0akb1ak−1akak−2ak−1 · · · a1a2a0a1q.

Ïî ëåììå 3.19, D(a, xk) = k. Òîãäà èç ëåììû 1.34 ñëåäóåò, ÷òî ïîäñëîâî ak
ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó b1 è ak−1, íå ñîäåðæèò (k − 1)-ðàçäåëèòåëåé
ñëîâà u. Êðîìå òîãî, ïîäñëîâî b1 ñëîâà u, ëåæàùåå ìåæäó b0 è ak, íå

ñîäåðæèò s-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u äëÿ âñåõ s. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñëîâî b1ak
ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó b0 è ak−1, ëåæèò â íåêîòîðîì (k − 1)-áëîêå
ñëîâà u. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñëîâî b1 ñëîâà u, ëåæàùåå ìåæäó b0 è ak, íå

ñîäåðæèò ïåðâîãî âõîæäåíèÿ íèêàêîé áóêâû ñëîâà u. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.58) ïðè ℓ = k.

Äîñòàòî÷íîñòü. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.26, ñõåìà íà-

øèõ ðàññóæäåíèé áóäåò àíàëîãè÷íà ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè

ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i). Îäíàêî ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿ áëîêîâ áóäåò èìåòü åùå

áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì â ïðåäëîæåíèè 3.26.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k è (3.58)

ïðè ℓ = k. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè ïðåäëîæåíèÿ 3.26, ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u èìååò âèä (1.7), à (3.56) ÿâëÿåò-

ñÿ ïðåäñòàâëåíèåì tiui â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåäóþùèõñÿ k-ðàçäåëèòåëåé
s0, s1, . . . , sn è k-áëîêîâ a0,a1, . . . ,an.

Äëÿ ëþáîãî j = 0, 1, . . . , n ïîëîæèì

Xj = {x ∈ con(aj) | ïåðâîå âõîæäåíèå x â u ëåæèò â aj}.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Xj ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì ýêâèâàëåíòíûì ñïî-

ñîáîì. ßñíî, ÷òî áóêâà x ëåæèò â Xj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (1, k)-
îãðàíè÷èòåëü ýòîé áóêâû â u ñîâïàäàåò ñ k-ðàçäåëèòåëåì u, íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðåäøåñòâóþùèì aj . Èíûìè ñëîâàìè,

Xj =
{

x ∈ con(aj) | sj = hk1(u, x)
}

.

Ïîëîæèì X = X0 ∪ X1 ∪ · · · ∪ Xn, a
′
j = (aj)X è u∗

i = a′0a
′
1 · · · a

′
n. Ïóñòü

Xj = {xj1, xj2, . . . , xjqj}, con(u
∗
i ) = {c1, c2, . . . , cp} è

ui = (c1c2 · · · cp) · (x
2
01 · · · x

2
0q0) · (s1x

2
11 · · · x

2
1q1) · (s2x

2
21 · · · x

2
2q2) · · ·

· (snx
2
n1 · · · x

2
nqn).

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ñëîâî ui ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê óïîìÿíóòûì

âûøå ¾êàíîíè÷åñêèì âèäîì¿ (k − 1)-áëîêà ui.

ßñíî, ÷òî u = w1uiw2 äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ w1 è w2.

Ïóñòü x ∈ Xj . Åñëè áóêâà x ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â ui, òî x ëèáî ñîâïàäàåò ñ

îäíèì èç k-ðàçäåëèòåëåé s1, s2, . . . , sn, ëèáî ëåæèò con(w1). Îäíàêî îáà ýòè
âàðèàíòà ïðîòèâîðå÷àò âûáîðó x. Ñëåäîâàòåëüíî, áóêâà x ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé
â ui. Â ñèëó òîæäåñòâà (3.27), ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî occx(ui) = 2.
Òàêèì îáðàçîì, u = axbxc äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ a, b è 

òàêèõ, ÷òî xbx ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà ui. Ïðîâåðèì, ÷òî Ik óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâó u ≈ ax2bc. Åñëè b = λ, òî äàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïóñòü òåïåðü b 6= λ. Ïîñêîëüêó hk1(u, x) = hk2(u, x) = sj , ìû èìååì, ÷òî

D(u, x) > k. Òîãäà ïðèìåíèâ ëåììó 3.20(i) ïðèm = k, ìû ìîæåì ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïåðåñòàâèòü âòîðîå âõîæäåíèå áóêâû x â u ñî âñåìè áóêâàìè ñëîâà b.
Ìû ïîëó÷èì, ÷òî Ik óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u ≈ ax2bc. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ℓ1(u, xj0) < ℓ1(u, xj1) < · · · < ℓ1(u, xjqj ).
Ñëåäîâàòåëüíî, Ik óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ w1 · (x
2
01 · · · x

2
0q0a

′
0) · (s1x

2
11 · · · x

2
1q1a

′
1) · · · (snx

2
n1 · · · x

2
nqna

′
n) ·w2. (3.59)

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà X è ñëîâ âèäà a′j âûòåêàåò, ÷òî x ∈ con(w1) äëÿ
ëþáîãî x ∈ con(u∗

i ). Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 3.20(ii) è ïîëó÷èòü,

÷òî â Ik âûïîëíåíî òîæäåñòâî

u ≈ w1 · u
∗
i · (x

2
01 · · · x

2
0q0) · (s1x

2
11 · · · x

2
1q1) · · · (snx

2
n1 · · · x

2
nqn) ·w2.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, con(u∗
i ) ⊆ con(w1). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

òîæäåñòâî (3.27) è ñäåëàòü ñëîâî u∗
i ëèíåéíûì. Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíèì ëåì-

ìó 3.16(i) è ïîëó÷èì, ÷òî Ik óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ w1 · (c1c2 · · · cp) · (x
2
01 · · · x

2
0q0) · (s1x

2
11 · · · x

2
1q1) · · · (snx

2
n1 · · · x

2
nqn) ·w2

= w1ui w2.
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Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i), èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà, âû-

ïîëíåííûå â ìíîãîîáðàçèè Ik, çàìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî (k − 1)-áëîêè ui

ñëîâà u íà èõ ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿ ui äëÿ âñåõ i = m,m − 1, . . . , 0.
Ìû ïîëó÷èì, ÷òî Ik óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (3.53). Ïîëîæèì u♯ =
t0 u0 t1 u1 · · · tm um .

Ïåðåéäåì ê ñëîâó v. Ïî ëåììå 1.27, (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà v èìååò

âèä (1.8). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ (3.58) ïðè ℓ = k è ëåììû 1.27 ñëåäóåò,

÷òî (3.57) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì tivi â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåäóþùèõ-

ñÿ k-ðàçäåëèòåëåé s0, s1, . . . , sn è k-áëîêîâ b0,b1, . . . ,bn. Èç óñëîâèÿ (3.58)

âûòåêàåò, ÷òî

Xj =
{

x ∈ con(bj) | sj = hk1(v, x)
}

äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , ri. Ïîëîæèì b′
j = (bj)X . Èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = k

ñëåäóåò, ÷òî j-å âõîæäåíèå ëþáîé áóêâû èç u ëåæèò â (k − 1)-áëîêå ui òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà j-å âõîæäåíèå ýòîé áóêâû â v ëåæèò â (k − 1)-áëîêå
vi äëÿ j = 1, 2. Òàêæå ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè

ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ áóêâû x â u íå ëåæàò â (k − 1)-áëîêå ui, òî ýòà

áóêâà íå âõîäèò â ui. Òîãäà con(u∗
i ) = con(b′

0b
′
1 · · ·b

′
n). Îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî (k − 1)-áëîêè ui è vi èìåþò îäèíàêîâûé ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿. Ïîâòîðÿÿ

äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ik
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì u ≈ u♯ ≈ v.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.27. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hk ⊂ X ⊆ Fk+1. Ïðîâå-

ðèì, ÷òî X ⊇ Ik. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ik * X. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â X, íî íå âûïîëíåííîå â

Ik. Èç ïðåäëîæåíèé 3.26 è 3.28, à òàêæå âêëþ÷åíèÿ Hk ⊂ X âûòåêàåò, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k è (3.55) ïðè ℓ = k, à óñëî-

âèå (3.58) ïðè ℓ = k íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü (1.7) � k-ðàçëîæåíèå ñëîâà

u. Òîãäà èç óñëîâèÿ (3.55) è ëåììû 1.27 ñëåäóåò, ÷òî k-ðàçëîæåíèå ñëîâà

v èìååò âèä (1.8). Ïîñêîëüêó óñëîâèå (3.58) ïðè ℓ = k íå âûïîëíÿåòñÿ,

íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà x, ÷òî hk1(u, x) 6= hk1(v, x). Ïîëîæèì ti = hk1(u, x) è
tj = hk1(v, x). ßñíî, ÷òî i 6= j. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî i < j. Òîãäà ℓ1(u, x) < ℓ1(u, tj), íî ℓ1(v, tj) < ℓ1(u, x). Èç ëåììû 1.26

ñëåäóåò, ÷òî D(u, tj) ≤ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D(u, tj) = r < k. Åñëè r = 0, òî
tj ÿâëÿåòñÿ 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Èç óñëîâèÿ (1.1) âûòåêàåò, ÷òî tj òàê-
æå áóäåò 0-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà v. Òîãäà tj = h01(v, x), íî tj 6= h01(u, x). Ïî
ëåììå 1.30, óñëîâèå (1.9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ℓ = p äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ k. Ïîëó-
÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, r ≥ 1. Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 3.21(i)

ïðè s = r è xs = tj è ïîëó÷èì, ÷òî X ⊆ Hr ⊆ Hk, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì

îáðàçîì, ëåììà 3.27 äîêàçàíà.

Â) Òðåòüèì ýòàïîì ïðîâåðêè ï. 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3.29. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ èç èíòåðâàëà [Ik,Fk+1],
òî ëèáî X = Ik, ëèáî X ⊇ J1

k.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî �àêòà, íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óò-

âåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 3.30. Ïóñòü V � ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ K, u ≈ v � òîæ-

äåñòâî, âûïîëíåííîå â V, à ℓ è r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

(i) Åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (1.1), (1.9) è (3.58), íî óñëîâèå

åñëè x ∈ con(u) è D(u, x) ≤ m, òî hℓ2(u, x) = hℓ2(v, x) (3.60)

ïðè m = 1 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî V ⊆ Iℓ.

(ii) Åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (1.1), (1.9), (3.58) è (3.60) ïðè m = r, íî
óñëîâèå (3.60) ïðè m = r + 1 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî V ⊆ Jr

ℓ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ îäíîãî èç óòâåðæäåíèé (i) è (ii). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1),

(1.9) è (3.58). Ïóñòü m � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî äëÿ êîòîðî-

ãî óñëîâèå (3.60) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà ym, ÷òî
D(u, ym) = m è hℓ2(u, ym) 6= hℓ2(v, ym). Ïîëîæèì xℓ = hℓ2(u, ym) è zℓ =
hℓ2(v, ym). Ââèäó ëåììû 1.26, D(u, xℓ), D(u, zℓ) ≤ ℓ. Çàìåòèì, ÷òî ëèáî

D(u, xℓ) = ℓ, ëèáî D(u, zℓ) = ℓ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè D(u, xℓ), D(u, zℓ) < ℓ,
òî D(v, xℓ),D(v, zℓ) < ℓ ïî ëåììå 1.31. Â ýòîì ñëó÷àå áóêâû xℓ è zℓ ÿâ-

ëÿþòñÿ (ℓ− 1)-ðàçäåëèòåëÿìè ñëîâ u è v. Íî òîãäà xℓ = hℓ−1
2 (u, ym) è

zℓ = hℓ−1
2 (v, ym), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.9). Ïðåäïîëîæèì áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî D(u, xℓ) = ℓ. Â ñèëó ñèììåòðèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî ïåðâîå âõîæäåíèå zℓ â ñëîâî u ïðåäøåñòâóåò ïåðâîìó âõîæäåíèþ xℓ â
ýòî ñëîâî. Â ñèëó óñëîâèÿ (3.58) è ëåììû 1.27, ℓ1(v, zℓ) < ℓ1(v, xℓ). Òîãäà
ℓ2(v, ym) < ℓ1(v, xℓ).

Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 1.33 ïðè xs = xℓ è s = ℓ è ïîëó÷èì, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò òàêèå áóêâû x0, x1, . . . , xℓ−1, ÷òî äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . . , ℓ − 1 è

q = 0, 1, . . . , ℓ − 2 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà D(u, xp) = D(v, xp) = p è íåðàâåí-

ñòâà

ℓ1(w, xp+1) < ℓ1(w, xp) < ℓ2(w, xp+1) è ℓ2(w, xq+2) < ℓ1(w, xq),

ãäå w � îäíî èç ñëîâ u è v.

Ïîëîæèì ym−1 = hm−1
2 (u, ym). Ïî ëåììå 1.28, D(u, ym−1) = m − 1 è

ℓ1(u, ym) < ℓ1(u, ym−1). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ (1.9) è ëåììû 1.30 ñëåäóåò,

÷òî hm−1
2 (v, ym) = hm−1

2 (u, ym) = ym−1. Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 1.28 è ïî-

ëó÷èì, ÷òî D(v, ym−1) = m−1 è ℓ1(v, ym) < ℓ1(v, ym−1). Ââèäó ëåììû 1.26,

áóêâà xℓ−1 ÿâëÿåòñÿ ℓ-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u. Òîãäà ℓ2(u, ym) < ℓ1(u, xℓ−1),
ïîñêîëüêó xℓ = hℓ2(u, ym) è ℓ1(u, xℓ) < ℓ1(u, xℓ−1).

Ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî áóêâû ym è xp ïðè 1 ≤ p ≤ ℓ
âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî ïî äâà ðàçà â êàæäîì èç ñëîâ u è v. Äàëüíåéøèå ðàñ-

ñóæäåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿì (i)

è (ii).

Ñëó÷àé 1: m = 1. Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå, òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä

u2ℓ+4y1u2ℓ+3y0u2ℓ+2xℓu2ℓ+1y1u2ℓxℓ−1u2ℓ−1xℓu2ℓ−2xℓ−2u2ℓ−3xℓ−1 · · ·

· u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v2ℓ+4y1v2ℓ+3y0v2ℓ+2y1v2ℓ+1xℓv2ℓxℓ−1v2ℓ−1xℓv2ℓ−2xℓ−2v2ℓ−3xℓ−1 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0
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äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ u0,u1, . . . ,u2ℓ+4 è v0,v1, . . . ,v2ℓ+4

òàêèõ, ÷òî xs, y0, y1 /∈ con(uivi) äëÿ 0 ≤ s ≤ ℓ è 0 ≤ i ≤ 2ℓ+ 4. Ïîäñòàâèì 1

âìåñòî âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòîì òîæäåñòâå, êðîìå x0, x1, . . . , xℓ, y0
è y1. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

y1y0xℓy1xℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · x1x2x0x1 ≈ y1y0y1xℓxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · x1x2x0x1,

ò.å. òîæäåñòâî γℓ. Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.

Ñëó÷àé 2: m > 1. Äîêàæåì, ÷òî ℓ2(v, xm) < ℓ2(v, ym−1) è ℓ2(u, xm) <
ℓ2(u, ym−1). Ïîëîæèì ym−2 = hm−2

2 (v, ym−1). Ïîñêîëüêó D(v, ym−1) = m−1,
èç ëåììû 1.28 âûòåêàåò, ÷òî D(v, ym−2) = m−2 è ℓ1(v, ym−1) < ℓ1(v, ym−2).
Íàïîìíèì, ÷òî ℓ1(v, ym) < ℓ1(v, ym−1), îòêóäà ℓ1(v, ym) < ℓ1(v, ym−2).
Ïîñêîëüêó D(v, ym) = m, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 1.32 è ïîëó÷èòü,

÷òî ℓ2(v, ym) < ℓ1(v, ym−2). Ïåðâîå âõîæäåíèå xℓ â v ïðåäøåñòâóåò âòî-

ðîìó âõîæäåíèþ ym â v, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ℓ1(v, xℓ) < ℓ1(v, ym−2). Òî-
ãäà èç ëåììû 1.32 âûòåêàåò, ÷òî ℓ2(v, xℓ) < ℓ1(v, ym−2). Ñëåäîâàòåëüíî,
ℓ1(v, xℓ−1) < ℓ2(v, xℓ) < ℓ1(v, ym−2). Åñëè ℓ − 1 ≥ m, òî ïðèìåíèì ëåì-

ìó 1.32 è ïîëó÷èì, ÷òî ℓ2(v, xℓ−1) < ℓ1(v, ym−2). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðî-

öåññ, ìû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì, ÷òî ℓ2(v, xm) < ℓ1(v, ym−2). Â ÷àñòíî-

ñòè, ℓ1(v, xm) < ℓ1(v, ym−2). Â ñèëó ëåììû 1.26, áóêâû xm è ym−2 ÿâëÿþò-

ñÿ ℓ-ðàçäåëèòåëÿìè ñëîâà v. Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 1.27 è ïîëó÷èì, ÷òî

ℓ1(u, xm) < ℓ1(u, ym−2). Òîãäà, ïî ëåììå 1.32, ℓ2(u, xm) < ℓ1(u, ym−2). Äàëåå,
ïîñêîëüêó ïåðâîå âõîæäåíèå ym−2 â v ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó âõîæäåíèþ

ym−1, èìååì ℓ2(v, xm) < ℓ2(v, ym−1). Â ñèëó óñëîâèÿ (1.9) è ëåììû 1.30,

hm−2
2 (u, ym−1) = hm−2

2 (v, ym−1) = ym−2, îòêóäà ℓ2(u, xm) < ℓ2(u, ym−1).
Ïóñòü òåïåðü m > 2. Çàìåòèì, ÷òî

ℓ1(u, ym−1) < ℓ2(u, ym) < ℓ1(u, xℓ) < ℓ1(u, xℓ−1) < · · · < ℓ1(u, xm−3).

Åñëè ℓ1(u, xm−3) < ℓ2(u, ym−1), òî áóêâà xm−3 ëåæèò ìåæäó ïåð-

âûì è âòîðûì âõîæäåíèÿìè ym−1 â u. Ïîñêîëüêó xm−3 ÿâëÿåòñÿ

(m− 3)-ðàçäåëèòåëåì ñëîâà u, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì

D(u, ym−1) = m − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè m > 2, òî ℓ2(u, ym−1) <
ℓ1(u, xm−3).

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ óñëîâèé:

ℓ2(u, ym−1) < ℓ1(u, xm−2); (3.61)

ℓ1(u, xm−2) < ℓ2(u, ym−1) < ℓ2(u, xm−1); (3.62)

ℓ2(u, xm−1) < ℓ2(u, ym−1). (3.63)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3.61). Â ýòîì ñëó÷àå ℓ1(u, ym−2) <
ℓ1(u, xm−2). Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.27, ℓ1(v, ym−2) < ℓ1(v, xm−2). Ïîñêîëü-
êó, ïî ëåììå 1.30, ym−2 = hm−2

2 (v, ym−1), ìû èìååì, ÷òî ℓ2(v, ym−1) <
ℓ1(v, xm−2). Åñëè m > 2, òî ïðèìåíèì ëåììó 1.33 ïðè xs = ym−2 è s = m−2
è ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò áóêâû y0, y1, . . . , ym−3 òàêèå, ÷òî D(u, yp) =
D(v, yp) = p äëÿ ëþáîãî p = 0, 1, . . . ,m − 2. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî p =
0, 1, . . . ,m− 2 è äëÿ ëþáîãî w ∈ {u,v} âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ℓ1(w, yp+1) < ℓ1(w, yp) < ℓ2(w, yp+1) è ℓ2(w, yp+2) < ℓ1(w, yp).
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Ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áóêâû yp ïðè 1 ≤ p ≤ m âõî-

äÿò ðîâíî ïî äâà ðàçà â êàæäîå èç ñëîâ u è v. Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå,

òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä

u2ℓ+5ymu2ℓ+4ym−1u2ℓ+3xℓu2ℓ+2ymu2ℓ+1xℓ−1u2ℓxℓu2ℓ−1xℓ−2u2ℓ−2xℓ−1 · · ·

· u2m+1ym−2u2mym−1u2m−1xm−1u2m−2ym−3u2m−2ym−2 · · ·

· u4y1u3y2u2y0u1y1u0

≈ v2ℓ+5ymv2ℓ+4ym−1v2ℓ+3ymv2ℓ+2xℓv2ℓ+1xℓ−1v2ℓxℓv2ℓ−1xℓ−2v2ℓ−2xℓ−1 · · ·

· v2m+1ym−2v2mym−1v2m−1xm−1v2m−2ym−3v2m−2ym−2 · · ·

· v4y1v3y2v2y0v1y1v0

äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ u0,u1, . . . ,u2ℓ+5 è v0,v1, . . . ,v2ℓ+5

òàêèõ, ÷òî xs, yt /∈ con(uivi) äëÿ âñåõm−1 ≤ s ≤ ℓ, 0 ≤ t ≤ m è 0 ≤ i ≤ 2ℓ+5.
Ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòîì òîæäåñòâå, êðîìå áóêâ

y0, y1, . . . , ym è xm−1, xm, . . . , xℓ. Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

ymym−1xℓymxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · ym−2ym−1xm−1ym−3ym−2 · · · y1y2y0y1

≈ ymym−1ymxℓxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · ym−2ym−1xm−1ym−3ym−2 · · · y1y2y0y1.

Â ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïîäñòàâèì yi âìåñòî xi äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . ,m− 2.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî

ym
(1)
ym−1 xℓymxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · xm−2

(2)
ym−1

(2)
xm−1 xm−3xm−2 · · ·

· x1x2x0x1

≈ ym
(1)
ym−1 ymxℓxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · xm−2

(2)
ym−1

(2)
xm−1 xm−3xm−2 · · ·

· x1x2x0x1.

(3.64)

Â ñèëó ëåììû 3.16(i), ìû ìîæåì ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè âòîðûå âõîæäåíèÿ

áóêâ xm−1 è ym−1 â îáîèõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâà (3.64). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

òîæäåñòâî δm−1
ℓ .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.62). Åñëè

ℓ2(v, ym−1) < ℓ1(v, xm−2), òî ℓ1(v, ym−2) < ℓ1(v, xm−2). Â ñèëó ëåììû 1.27,

ℓ1(u, ym−2) < ℓ1(u, xm−2). Ïîñêîëüêó, ïî ëåììå 1.30, ym−2 = hm−2
2 (v, ym−1),

ìû èìååì, ÷òî ℓ2(u, ym−1) < ℓ1(u, xm−2). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3.62).

Ñëåäîâàòåëüíî, ℓ1(v, xm−2) < ℓ2(v, ym−1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ2(v, ym−1) < ℓ2(v, xm−1). Òîãäà òîæäåñòâî u ≈ v

èìååò âèä

u2ℓ+5ymu2ℓ+4ym−1u2ℓ+3xℓu2ℓ+2ymu2ℓ+1xℓ−1u2ℓxℓu2ℓ−1xℓ−2u2ℓ−2xℓ−1 · · ·

· u2m+1xm−2u2mym−1u2m−1xm−1u2m−2xm−3u2m−2xm−2 · · ·

· u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v2ℓ+5ymv2ℓ+4ym−1v2ℓ+3ymv2ℓ+2xℓv2ℓ+1xℓ−1v2ℓxℓv2ℓ−1xℓ−2v2ℓ−2xℓ−1 · · ·

· v2m+1xm−2v2mym−1v2m−1xm−1v2m−2xm−3v2m−2xm−2 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ u0,u1, . . . ,u2ℓ+5 è v0,v1, . . . ,v2ℓ+5 òàêèõ, ÷òî xs, ym−1,

ym /∈ con(uivi) äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , 2ℓ+5 è s = 0, 1, . . . , ℓ. Ïîäñòàâèì 1 âìå-

ñòî âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â ýòî òîæäåñòâî, êðîìå áóêâ ym−1, ym, x0, x1, . . . , xℓ.

85



Ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî (3.64). Êàê ìû óæå ïîêàçàëè âûøå, ýòî òîæäåñòâî

âìåñòå ñ òîæäåñòâîì σ2 âëå÷åò òîæäåñòâî δ
m−1
ℓ .

Åñëè ℓ2(v, xm−1) < ℓ2(v, ym−1), òî ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûøåïðè-
âåäåííûì, ïîêàçûâàþò, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî

ym
(1)
ym−1 xℓymxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · xm−2

(2)
ym−1

(2)
xm−1 xm−3xm−2 · · · x1x2x0x1

≈ ymym−1ymxℓxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · xm−2xm−1ym−1xm−3xm−2 · · · x1x2x0x1.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òîæäåñòâî σ2 ê ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
òîæäåñòâà è ïîëó÷èòü òîæäåñòâî δm−1

ℓ .

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.63). Åñëè ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî ℓ2(v, ym−1) < ℓ2(v, xm−1), òî òîæäåñòâî u ≈ v èìååò âèä

u2ℓ+5ymu2ℓ+4ym−1u2ℓ+3xℓu2ℓ+2ymu2ℓ+1xℓ−1u2ℓxℓu2ℓ−1xℓ−2u2ℓ−2xℓ−1 · · ·

· u2m+1xm−2u2mxm−1u2m−1ym−1u2m−2xm−3u2m−2xm−2 · · ·

· u4x1u3x2u2x0u1x1u0

≈ v2ℓ+5ymv2ℓ+4ym−1v2ℓ+3ymv2ℓ+2xℓv2ℓ+1xℓ−1v2ℓxℓv2ℓ−1xℓ−2v2ℓ−2xℓ−1 · · ·

· v2m+1xm−2v2mym−1v2m−1xm−1v2m−2xm−3v2m−2xm−2 · · ·

· v4x1v3x2v2x0v1x1v0

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ u0,u1, . . . ,u2ℓ+5 è v0,v1, . . . ,v2ℓ+5 òàêèõ, ÷òî xs, ym−1,

ym /∈ con(uivi) äëÿ âñåõ 0 ≤ s ≤ ℓ è 0 ≤ i ≤ 2ℓ+ 5. Ïîäñòàâèì 1 âìåñòî âñåõ

áóêâ, âõîäÿùèõ â äàííîå òîæäåñòâî, êðîìå áóêâ ym−1, ym, x0, x1, . . . , xℓ, è
ïîëó÷èì òîæäåñòâî

ymym−1xℓymxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · xm−2xm−1ym−1xm−3xm−2 · · · x1x2x0x1

≈ ym
(1)
ym−1 ymxℓxℓ−1xℓxℓ−2xℓ−1 · · · xm−2

(2)
ym−1

(2)
xm−1 xm−3xm−2 · · · x1x2x0x1.

Çàòåì, ïðèìåíèâ ê ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà òîæäåñòâî σ2, ìû
ïîëó÷èì òîæäåñòâî δm−1

ℓ .

Åñëè ℓ2(v, xm−1) < ℓ2(v, ym−1), òî âûïîëíåíèå òîæäåñòâà δ
m−1
ℓ â V äî-

êàçûâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðèâåäåííûì âûøå.

Ïðåäëîæåíèå 3.31. Íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v âûïîëíåíî â ìíî-

ãîîáðàçèè Jr
k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9)

ïðè ℓ = k, (3.58) ïðè ℓ = k è (3.60) ïðè ℓ = k è m = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Jr
k âûïîëíåíî

íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî u ≈ v. Óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k è (3.58) ïðè

ℓ = k âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.28 è âêëþ÷åíèÿ Ik ⊆ Jr
k. Íàì îñòàåòñÿ

ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.60) ïðè ℓ = k è m = r. Êàê è â äîêàçà-

òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i), ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u = pξ(a)q è

v = pξ(b)q äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ p è q, ýíäîìîð�èçìà

ξ ∈ End(F 1) è òîæäåñòâà a ≈ b ∈ {Φ, δrk}.
Åñëè a ≈ b ∈ Φ, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.23(ii), óñëîâèå (1.9) âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ ëþáîãî ℓ. Î÷åâèäíî, ÷òî îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a ≈ b ñîâïàäàåò ñ δrk. Òîãäà

ξ(a) = br+1brbr+1akak−1akak−2ak−1 · · · ar−1arbrar−2ar−1 · · · a1a2a0a1,

ξ(b) = br+1brakbr+1ak−1akak−2ak−1 · · · ar−1arbrar−2ar−1 · · · a1a2a0a1

äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ a0,a1, . . . ,ak è br,br+1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

u = pbr+1brbr+1akak−1akak−2ak−1 · · · ar−1arbrar−2ar−1 · · · a1a2a0a1q,

v = pbr+1brakbr+1ak−1akak−2ak−1 · · · ar−1arbrar−2ar−1 · · · a1a2a0a1q.

Ïî ëåììå 3.19, D(a, xk) = k. Òîãäà èç ëåììû 1.34 âûòåêàåò, ÷òî ïîäñëî-

âî ak ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó br+1 è ak−1, íå ñîäåðæèò (k − 1)-
ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïîäñëîâî br+1 ñëîâà u, ðàñïî-

ëîæåííîå ìåæäó br è ak, íå ñîäåðæèò s-ðàçäåëèòåëåé ñëîâà u äëÿ ëþáîãî s.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñëîâî br+1ak ñëîâà u, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó br è ak−1,

ëåæèò â íåêîòîðîì (k − 1)-áëîêå ñëîâà u. Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 1.34 è

ïîëó÷èì, ÷òî ïîäñëîâî br+1, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó p è br, íå ñîäåðæèò

íèêàêèõ s-ðàçäåëèòåëåé äëÿ âñåõ s ≤ r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âòîðîå

âõîæäåíèå íåêîòîðîé áóêâû â ñëîâî u ëåæèò â ïîäñëîâå br+1, ðàñïîëî-

æåííîì ìåæäó br è ak, òî ãëóáèíà ýòîé áóêâû > r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

óñëîâèå (3.60) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ℓ = k è m = r.

Äîñòàòî÷íîñòü. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèé 3.26 è 3.28, ñõåìà

íàøèõ ðàññóæäåíèé áóäåò àíàëîãè÷íà ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè

ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i). Îäíàêî ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿ áëîêîâ áóäåò èìåòü åùå

áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì â ïðåäëîæåíèè 3.28.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k, (3.58)
ïðè ℓ = k è (3.60) ïðè ℓ = k è m = r. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íî-

ñòè ïðåäëîæåíèÿ 3.26, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (k − 1)-ðàçëîæåíèå ñëîâà u èìååò

âèä (1.7), à (3.56) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîäñëîâà tiui â âèäå ïðîèçâåäå-

íèÿ ÷åðåäóþùèõñÿ k-ðàçäåëèòåëåé s0, s1, . . . , sn è k-áëîêîâ a0,a1, . . . ,an.
ßñíî, ÷òî u = w1uiw2 äëÿ íåêîòîðûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) ñëîâ w1 è w2.

Äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , n ïîëîæèì

Xj = {x ∈ con(aj) | ïåðâîå âõîæäåíèå x â u ëåæèò â aj}.

Ïóñòü Xj = {xj1, xj2, . . . , xjqj} è X = X0 ∪ X1 ∪ · · · ∪ Xn, a
′
j = (aj)X . Êàê

è â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè ïðåäëîæåíèÿ 3.28, ìû ìîæåì ïðîâåðèòü,

÷òî

Xj =
{

x ∈ con(aj) | sj = hk1(u, x)
}

.

Äëÿ ëþáîãî j = 0, 1, . . . , n ïîëîæèì

Zj = {z ∈ con(a′j) | D(u, z) ≤ r},

Z = Z0∪Z1∪· · ·∪Zn, a
′′
j = (a′j)Z è u∗

i = a′′0a
′′
1 · · · a

′′
n. Ïóñòü Zj = {zj1, zj2, . . . ,

zjhj
}, con(u∗

i ) = {c1, c2, . . . , cp} è

ui = (c1c2 · · · cp) · (x
2
01 · · · x

2
0q0z01 · · · z0h0

) · (s1x
2
11 · · · x

2
1q1z11 · · · z1h1

) · · ·

· (snx
2
n1 · · · x

2
nqnzn1 · · · znhn

).
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Êàê ìû óâèäèì íèæå, ñëîâî ui ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê óïîìÿíóòûì

âûøå ¾êàíîíè÷åñêèì âèäîì¿ (k − 1)-áëîêà ui.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè ïðåäëîæåíèÿ 3.28, ìû ìîæåì ïðî-

âåðèòü, ÷òî Jr
k óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.59). Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîâ âèäà a

′
j

è ìíîæåñòâà X ñëåäóåò, ÷òî con(a′0a
′
1 · · · a

′
n) ⊆ con(w1). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

z ∈ Zj , òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî occz(ui) = 1, ïîñêîëüêó, ïî ëåììå 3.16(ii),
Jr
k óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.27). Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ℓ1(u, zj1) < ℓ1(u, zj2) < · · · < ℓ1(u, zjhj
). Ïîñêîëüêó z ∈ con(w1)

è D(u, z) > r äëÿ ëþáîãî z ∈ con(a′′j ), ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 3.20(i)

ïðè m = r è çàêëþ÷èòü, ÷òî â Jr
k âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

u ≈ w1 · u
∗
i · (x

2
01 · · · x

2
0q0z01 · · · z0h0

) · (s1x
2
11 · · · x

2
1q1z11 · · · z1h1

) · · ·

· (snx
2
n1 · · · x

2
nqn

zn1 · · · znhn
) ·w2.

Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, con(u∗
i ) ⊆ con(w1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèâ òîæ-

äåñòâî (3.27), ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëîâî u∗
i ëèíåéíûì. Òîãäà èç ëåììû 3.16(i)

âûòåêàåò, ÷òî Jr
k óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

u ≈ w1 · (c1c2 · · · cp) · (x
2
01 · · · x

2
0q0z01 · · · z0h0

) · (s1x
2
11 · · · x

2
1q1z11 · · · z1h1

) · · ·

· (snx
2
n1 · · · x

2
nqnzn1 · · · znhn

) ·w2

= w1uiw2.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i), èñïîëüçóÿ

âûïîëíåííûå â ìíîãîîáðàçèè Jr
k òîæäåñòâà, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî

çàìåíèòü (k − 1)-áëîêè ui ñëîâà u íà èõ ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿ ui äëÿ âñåõ

i = m,m − 1, . . . , 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Jr
k óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (3.53).

Ïîëîæèì u♯ = t0 u0 t1 u1 · · · tm um .

Ïåðåéäåì ê ñëîâó v. Ïî ëåììå 1.27, (k − 1)-ðàçëîæåíèå ýòîãî ñëîâà èìå-
åò âèä (1.8). Áîëåå òîãî, èç óñëîâèÿ (3.58) ïðè ℓ = k è ëåììû 1.27 âûòåêàåò,

÷òî (3.57) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì tivi â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåäóþùèõ-

ñÿ k-ðàçäåëèòåëåé s0, s1, . . . , sn è k-áëîêîâ b0,b1, . . . ,bn. Èç óñëîâèÿ (3.58)

ñëåäóåò, ÷òî

Xj =
{

x ∈ con(bj) | sj = hk1(v, x)
}

äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , n. Ïîëîæèì b′
j = (bj)X . Ïîñêîëüêó óñëîâèå (3.60)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ℓ = k è m = r, ìû èìååì, ÷òî

Zj = {z ∈ con(b′
j) | D(v, z) ≤ r}

äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , n. Ïîëîæèì b′′
j = (b′

j)Z . Èç óñëîâèÿ (1.9) ïðè ℓ = k
ñëåäóåò, ÷òî j-å âõîæäåíèå íåêîòîðîé áóêâû â ñëîâî u ëåæèò â (k − 1)-
áëîêå ui òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j-å âõîæäåíèå ýòîé áóêâû â v ëåæèò

â (k − 1)-áëîêå vi äëÿ ëþáîãî j = 1, 2. Êðîìå òîãî, ëåììà 3.16(ii) ïîçâîëÿ-

åò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ íåêîòîðîé áóêâû â

ñëîâî u íå ëåæàò â (k − 1)-áëîêå ui, òî ýòà áóêâà íå âõîäèò â äàííûé (k − 1)-
áëîê. Òîãäà con(u∗

i ) = con(b′′
0b

′′
1 · · ·b

′′
n). Ñëåäîâàòåëüíî, (k − 1)-áëîêè ui è vi

èìåþò îäèíàêîâûé ¾êàíîíè÷åñêèé âèä¿. Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ,

ïðèâåäåííûå âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Jr
k óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâàì u ≈ u♯ ≈ v.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.29. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ik ⊂ X ⊆ Fk+1. Ïðîâå-

ðèì, ÷òî X ⊇ J1
k. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî J1

k * X.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â X, íî íå âûïîëíåííîå â

J1
k. Â ýòîì ñëó÷àå èç ïðåäëîæåíèé 3.28 è 3.31, à òàêæå âêëþ÷åíèÿ Ik ⊂ X,

ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k è (3.58) ïðè ℓ = k,
à óñëîâèå (3.60) ïðè ℓ = k è m = 1 íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà èç ëåììû 3.30(i)

âûòåêàåò íåâåðíîå âêëþ÷åíèå X ⊆ Ik. Ëåììà 3.29 äîêàçàíà.

�) ×åòâåðòûì ýòàïîì ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ÿâëÿ-

åòñÿ

Ëåììà 3.32. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ èç èíòåðâàëà [Jm
k ,Fk+1]

äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ m < k, òî ëèáî X = Jm
k , ëèáî X ⊇ Jm+1

k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Jm+1
k * X. Òîãäà ñóùåñòâóåò òîæäå-

ñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â X, íî íå âûïîëíåííîå â Jm+1
k . Èç ïðåäëîæå-

íèÿ 3.31 è âêëþ÷åíèÿ Jm
k ⊂ X ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k,

(3.58) ïðè ℓ = k è (3.60) ïðè ℓ = k âûïîëíåíû, â òî âðåìÿ êàê óñëîâèå

åñëè x ∈ con(u) è D(u, x) ≤ m+ 1, òî hk2(u, x) = hk2(v, x)

íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà èç ëåììû 3.30(ii) âûòåêàåò, ÷òî X ⊆ Jm
k , ÷òî íåâîç-

ìîæíî. Ìû âèäèì, ÷òî ëèáî X = Jm
k , ëèáî Jm+1

k ⊆ X.

Ä) Ïÿòûì ýòàïîì ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3.33. Åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ èç èíòåðâàëà [Jk
k,Fk+1],

òî ëèáî X = Jk
k, ëèáî X = Fk+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Jk
k ⊂ X ⊂ Fk+1. Ïîñêîëüêó Fk+1 * X,

íàéäåòñÿ òîæäåñòâî u ≈ v, âûïîëíåííîå â X, íî íå âûïîëíåííîå â Fk+1.

Óñëîâèÿ (1.1), (1.9) ïðè ℓ = k, (3.58) ïðè ℓ = k è (3.60) ïðè ℓ = m = k âûòå-
êàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.31 è âêëþ÷åíèÿ Jk

k ⊂ X. À èç ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i)

ñëåäóåò, ÷òî hk2(u, x) 6= hk2(v, x) äëÿ íåêîòîðîé áóêâû x ∈ con(u) òàêîé,

÷òî D(u, x) > k. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.22, ìû ïîëó÷èì íåâåðíîå âêëþ÷åíèå

X ⊆ Jk
k. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Å) Çäåñü ìû äîêàæåì âêëþ÷åíèÿ (3.25). Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ëåììó 3.19 è òàáë. 2. Íàïîìíèì, ÷òî íåñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ (3.29)

ñïðàâåäëèâû â ñèëó ëåììû 3.18. Åñëè òîæäåñòâî u ≈ v ñîâïàäàåò ñ αk, òî

D(u, xk) = k, à hk1(u, xk) = λ è hk1(v, xk) = yk. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 3.26

ñëåäóåò, ÷òî Fk ⊂ Hk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæäåñòâî u ≈ v ñîâïàäàåò ñ

òîæäåñòâîì βk. Òîãäà h
k
1(u, x) = λ, â òî âðåìÿ êàê hk1(v, x) = xk. Ïðèìåíèì

ïðåäëîæåíèå 3.28 è ïîëó÷èì, ÷òî Hk ⊂ Ik. Ïóñòü òåïåðü u ≈ v ñîâïàäàåò

ñ γk. Â ýòîì ñëó÷àå D(u, y1) = 1, íî hk2(u, y1) = y0 è h
k
2(v, y1) = xk. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 3.31, Ik ⊂ J1
k. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî u ≈ v ñîâïàäàåò ñ δmk

äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ m < k. Òîãäà D(u, ym+1) = m + 1, hk2(u, ym+1) = ym
è hk2(v, ym+1) = xk. Ñíîâà ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 3.31 è ïîëó÷èì, ÷òî

Jm
k ⊂ Jm+1

k . Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæäåñòâî u ≈ v ñîâïàäàåò ñ δkk .
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Ïîñêîëüêó hk2(u, yk+1) = yk è hk2(v, yk+1) = xk, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.23(i) ñëå-

äóåò, ÷òî Jk
k ⊂ Fk+1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè âêëþ÷åíèÿ (3.25). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî-

îáðàçèÿ Fk, Hk, Ik, J1
k, J2

k, . . . , Jk
k è Fk+1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Èç ýòîãî

�àêòà è ëåìì 3.24, 3.27, 3.29, 3.32 (ïðè m = 1, 2, . . . , k − 1) è 3.33 ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå 4) ïðåäëîæåíèÿ 3.15. Ñ ó÷åòîì ëåììû 1.14(ii) è ðåçóëüòàòîâ

ïîäðàçäåëîâ 3.4.1 è 3.4.3, äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.15 çàâåðøåíî.

Èç ëåìì 1.12 è 1.13(ii), ïðåäëîæåíèé 3.12�3.15 è óòâåðæäåíèé, äâîé-

ñòâåííûõ ê ïðåäëîæåíèÿì 3.14 è 3.15, ñëåäóåò äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 3.1.

Íåîáõîäèìîñòü áûëà äîêàçàíà â ðàçäåëå 3.2. Òåîðåìà 3.1 ïîëíîñòüþ äîêà-

çàíà.

3.5. Ñëåäñòâèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàí ðÿä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 3.1. Ïðåæäå âñåãî, óêàæåì

èñ÷åðïûâàþùèé ñïèñîê íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Èç

òåîðåìû 3.1, ëåìì 1.12 è 1.13(ii), ïðåäëîæåíèé 3.12�3.15 è óòâåðæäåíèé,

äâîéñòâåííûõ ê ïðåäëîæåíèÿì 3.14 è 3.15, âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.34. Ìíîãîîáðàçèÿ Cn, Dk, D, E,
←−
E , Fk,

←−
Fk, Hk,

←−
Hk, Ik,

←−
Ik ,

Jm
k ,
←−
Jm
k , K,

←−
K, L, LRB, M,

←−
M, N,

←−
N, RRB, SL, ãäå n ≥ 2, k ∈ N è 1 ≤

m ≤ k, è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ íåãðóïïîâûìè öåïíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè

ìîíîèäîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, óïîðÿäî-

÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ, âìåñòå ñ òðèâèàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýòîò

ðèñóíîê ñ äèàãðàììîé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà âñåõ íåãðóï-

ïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï (êàê ìû óæå óïîìèíàëè âî ââåäå-

íèè, òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû â [14℄). Ýòà äèàãðàì-

ìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3, ãäå LZ = var{xy ≈ x}, RZ = var{xy ≈ y},
ZM = var{xy ≈ 0}, Nk = var{x2 ≈ x1x2 · · · xk ≈ 0, xy ≈ yx} äëÿ âñåõ k ≥ 3,
Nω = var{x2 ≈ 0, xy ≈ yx}, N2

3 = var{x2 ≈ xyz ≈ 0} è Nc
3 = var{xyz ≈

0, xy ≈ yx} (çäåñü ÷åðåç varΣ ìû îáîçíà÷àåì ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï, çà-

äàííîå ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ; êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè

ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, ñèñòåìà òîæäåñòâ wx ≈ xw ≈ w, â êîòîðîé x íå

âõîäèò â çàïèñü ñëîâà w, äëÿ êðàòêîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèìâîëè÷åñêî-

ãî òîæäåñòâà w ≈ 0).
Ìû âèäèì, ÷òî çà ïðåäåëàìè ãðóïïîâîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóåò 1 ñ÷åòíàÿ

ñåðèÿ è 6 ¾ñïîðàäè÷åñêèõ¿ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, â òî âðåìÿ êàê

â ñëó÷àå ìîíîèäîâ èìååòñÿ 10 ñ÷åòíûõ ñåðèé è 12 ¾ñïîðàäè÷åñêèõ¿ öåïíûõ

ìíîãîîáðàçèé. À èìåííî, â ïîëóãðóïïîâîì ñëó÷àå ìû èìååì ñ÷åòíóþ ñåðèþ

Nk (âêëþ÷àÿ ZM êàê N2) è ¾ñïîðàäè÷åñêèå¿ ìíîãîîáðàçèÿ LZ, RZ, SL,

N2
3, N

c
3, Nω, à â ñëó÷àå ìîíîèäîâ � ñ÷åòíûå ñåðèè Cn (âêëþ÷àÿ SL êàê

C1), Dk, Fk,
←−
Fk, Hk,

←−
Hk, Ik,

←−
Ik , J

m
k ,
←−
Jm
k è ¾ñïîðàäè÷åñêèå¿ ìíîãîîáðàçèÿ

D, E,
←−
E , K,

←−
K, L, LRB, M,

←−
M, N,

←−
N, RRB. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé â ñëó÷àå ìîíîèäîâ íàìíîãî áîëüøå (â

íåêîòîðîì íå�îðìàëüíîì ñìûñëå), ÷åì â ïîëóãðóïïîâîì ñëó÷àå.
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�èñ. 2: âñå íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ
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�èñ. 3: âñå íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âî ââåäåíèè, âñÿêîå íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãî-

îáðàçèå ïîëóãðóïï ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì ìíîãî-

îáðàçèè. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå èìååò

ìåñòà: êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ìíîãîîáðàçèå Cn ïðè n > 2 íå ñîäåðæèòñÿ íè â

êàêîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì ìíîãîîáðàçèè. Â ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäå-

íèÿõ óêàçàíû ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ àíàëîã ïîëóãðóïïîâîãî ðåçóëü-

òàòà. �èñ. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 3.35. Íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ ñîäåðæèòñÿ

â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì ìíîãîîáðàçèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå C3.

Ñëåäñòâèå 3.34 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîììóòàòèâíûå íåãðóïïîâûå öåïíûå

ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ èñ÷åðïûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè SL è Cn ïðè n ≥
2. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ðèñ. 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.36. Âñÿêîå íåêîììóòàòèâíîå íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãîîá-

ðàçèå ìîíîèäîâ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì ìíîãîîá-

ðàçèè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, âñÿêîå íåãðóïïîâîå íåöåïíîå ìíîãî-

îáðàçèå ïîëóãðóïï ñîäåðæèò íåêîòîðîå ïî÷òè öåïíîå ìíîãîîáðàçèå. Â ñëå-

äóþùåì ñëåäñòâèè ìû óïîìèíàåì ìíîãîîáðàçèå O, ââåäåííîå â ïîäðàçäå-

ëå 3.2.3.

Ñëåäñòâèå 3.37. Åñëè X � òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÷òî

L ⊂ X ⊆ O, òî X íå ÿâëÿåòñÿ öåïíûì ìíîãîîáðàçèåì è íå ñîäåðæèò íè-

êàêîå ïî÷òè öåïíîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò öåïíûõ ìíîãî-

îáðàçèé ìîíîèäîâ, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ L. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî X íå ÿâëÿ-

åòñÿ öåïíûì. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî X íå ñîäåðæèò íèêàêîãî ïî÷òè
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öåïíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ñî-

äåðæèò ïî÷òè öåïíîå ìíîãîîáðàçèå Y. Â ñèëó òåîðåìû 3.1, ëþáîå öåïíîå

ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ O ñîäåðæèòñÿ â L. Â ÷àñòíîñòè, O (à çíà-

÷èò è Y) íå ñîäåðæèò íåñðàâíèìûõ öåïíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, áóäó÷è íåöåïíûì ìíîãîîáðàçèåì, Y ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå

äâà íåñðàâíèìûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè äâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîá-

ñòâåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ìíîãîîáðàçèÿ Y. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáÿ-

çàíû áûòü öåïíûìè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-

íî êîíå÷íûì, åñëè âñå åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àëãåáðû êîíå÷íû. Ìíîãî-

îáðàçèå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, åñëè îíî ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íîé

àëãåáðîé. ßñíî, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííîì ìíîãîîáðàçèè, òî îíî ëîêàëüíî êîíå÷íî.

Ñëåäñòâèå 3.38. Ïðîèçâîëüíîå íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ

ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîì ìíîãîîáðàçèè è, â ÷àñò-

íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé,

ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 3.1, ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íîì ìíîãîîáðàçèè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå

èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ êîíå÷íî ïîðîæäåíî [27℄. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðà-

çèÿ LRB è RRB îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîíîèä S(w)
êîíå÷åí äëÿ ëþáîãî ñëîâà w. Ïîýòîìó ëåììû 1.8 è 3.7 îáåñïå÷èâàþò òðåáó-

åìîå çàêëþ÷åíèå äëÿ ìíîãîîáðàçèé Cn è L ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîãîîáðàçèå

←−
N ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì â ñèëó ïðèìåðà 1 èç èñïðàâëåíèÿ ê ðà-

áîòå [31℄. Â ñèëó ñèììåòðèè, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ìíîãîîáðàçèÿ D è K.

Ìíîãîîáðàçèå D íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì â ñèëó [40, òåîðå-

ìà 2℄, îäíàêî â [41, ïðèìåð 5.3℄ ïîêàçàíî, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì

ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî õîðîøî èçâåñòíûì 6-ýëåìåíòíûì ìîíîèäîì

Áðàíäòà B1
2 = B2 ∪ {1}, ãäå

B2 = 〈a, b | a
2 = b2 = 0, aba = a, bab = b〉 = {a, b, ab, ba, 0}.

Íàêîíåö, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìîíîèä M ïðèíàäëåæèò K è ñî-

ñòîèò èç k ýëåìåíòîâ, òîM óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó αk. Ïîýòîìó ëþáîå êî-

íå÷íî ïîðîæäåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå âK ñîäåðæèòñÿ â Fk äëÿ íåêîòîðîãî k.
Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèåK íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Îäíàêî èç

ëåììû 3.16 ñëåäóåò, ÷òî K ⊆ var{xyxzx ≈ xyxz, σ2}. ×òîáû çàâåðøèòü äî-

êàçàòåëüñòâî, îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå var{xyxzx ≈ xyxz, σ2}
ïîðîæäàåòñÿ 5-ýëåìåíòíûì ìîíîèäîì

〈a, b | a2 = ab = a, b2a = b2〉 ∪ {1} = {a, b, ba, b2, 1}.

Ïîñëåäíèé �àêò äîêàçàí â [43, ñëåäñòâèå 6.6℄.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîã ñëåäñòâèÿ 3.38 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåïíûõ ìíîãî-

îáðàçèé ìîíîèäîâ íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû óæå îòìå÷àëè

âî ââåäåíèè, â ðàáîòå [37℄ äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì íå ëîêàëü-

íî êîíå÷íûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï. Îäíàêî ÿâíûå ïðèìåðû òàêèõ

ìíîãîîáðàçèé äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíû.
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� 4. Ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ñíà÷àëà ñ�îðìóëèðóåì âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, à

ïîòîì ïåðåéäåì ê èõ äîêàçàòåëüñòâó. Ìíîãîîáðàçèå âñåõ ìîíîèäîâ áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç MON. Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè î ñïåöèàëüíûõ

ýëåìåíòàõ ðåøåòêè MON ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé

ðåøåòêè.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(i) V � ìîäóëÿðíûé, íèæíåìîäóëÿðíûé è âåðõíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò

ðåøåòêè MON;

(ii) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(iii) V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL è MON.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí îïèñàíèþ êîñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ ðå-

øåòêè MON.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(i) V � ìîäóëÿðíûé è âåðõíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(ii) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(iii) V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL, C2 è MON.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ñóùåñòâåííóþ èí�îðìàöèþ î âåðõíåìî-

äóëÿðíûõ ýëåìåíòàõ ðåøåòêè MON.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Åñëè ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON, òî V ëèáî êîììóòàòèâíî,

ëèáî âïîëíå ðåãóëÿðíî.

Ïîñêîëüêó êîäèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ

åå âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå

ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÿâëÿþùååñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëå-

ìåíòîì ðåøåòêè MON, ëèáî êîììóòàòèâíî, ëèáî âïîëíå ðåãóëÿðíî. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Âñÿêîå êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ ÿâëÿ-

åòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON.

Êàê ìû óâèäèì â êîíöå ïàðàãðà�à, èç ñ�îðìóëèðîâàííûõ âûøå ðåçóëü-

òàòîâ ëåãêî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.5. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ V, íå ñîäåðæàùåãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ D1, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) V � ìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;
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(ii) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(iii) V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL è C2.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñëåäñòâèå îõâàòûâàåò äâà âàæíûõ êëàññà ìíîãîîáðà-

çèé ìîíîèäîâ: êîììóòàòèâíûå è âïîëíå ðåãóëÿðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñ�îðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäå-

íèé, äîêàæåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �àêòû î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ

ðåøåòêè MON.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ T è MON ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûìè ýëå-

ìåíòàìè ðåøåòêè MON. Â [65, ïðåäëîæåíèå 2.4℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

SL ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè SEM. Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæå-

íèå 1.1, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4.6. Ìíîãîîáðàçèÿ T, SL è MON ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûìè ýëå-

ìåíòàìè ðåøåòêè MON.

Ëåììà 4.7. Ïóñòü V � íåêîììóòàòèâíîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðà-

çèå ìîíîèäîâ. Òîãäà

C2 ∨ (D1 ∧V) = C2 ⊂ D1 = D1 ∧ (C2 ∨V).

Â ÷àñòíîñòè, V íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì, à C2 � íèæíåìîäóëÿðíûì ýëå-

ìåíòîì ðåøåòêè MON.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.12 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé

ìíîãîîáðàçèÿ D1 ÿâëÿåòñÿ öåïüþ T ⊂ SL ⊂ C2 ⊂ D1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

SL ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âïîëíå ðåãóëÿðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãî-

îáðàçèÿ D1. Ìíîãîîáðàçèå V ∧D1 âïîëíå ðåãóëÿðíî. Ñëåäîâàòåëüíî D1 ∧
V ⊆ SL. Ïîýòîìó C2 ∨ (D1 ∧V) = C2. C äðóãîé ñòîðîíû, C2 ∨V ÿâëÿåò-

ñÿ íåêîììóòàòèâíûì è íå âïîëíå ðåãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì, ïîñêîëüêó V

íåêîììóòàòèâíî, à C2 íå âïîëíå ðåãóëÿðíî. Òîãäà èç ëåììû 1.18 ñëåäóåò,

÷òî D1 ⊆ C2 ∨V, îòêóäà D1 = D1 ∧ (C2 ∨V).

Çà�èêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ äâóõ ñëîâ:

s = yxyzxz è t = yxzxyxz.

Ïîëîæèì B2,3 = var{x2 ≈ x3} è Q = var{s ≈ t}. ßñíî, ÷òî Q ⊂ B2,3.

Ëåììà 4.8. Åñëè V � êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ñîäåðæà-

ùåå íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó, òî

Q ∨ (B2,3 ∧V) ⊂ B2,3 ∧ (Q ∨V).

Â ÷àñòíîñòè, V íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì, à Q � íèæíåìîäóëÿðíûì ýëå-

ìåíòîì ðåøåòêè MON.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6 ñëåäóåò, ÷òî C2 ⊆ Q. Ïîñêîëüêó V

êîììóòàòèâíî, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî B2,3 ∧V ⊆ C2. Ñëåäîâàòåëüíî,

Q ∨ (B2,3 ∧V) = Q ⊆ B2,3 ∧ (Q ∨V).
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Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå � ñòðîãîå. Äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî â B2,3 ∧ (Q ∨ V) íå âûïîëíåíî òîæäåñòâî s ≈ t. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñëîâ

w0,w1, . . . ,wk òàêàÿ, ÷òî w0 = s, wk = t è äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i < k òîæäåñòâî
wi ≈ wi+1 âûïîëíåíî ëèáî â B2,3, ëèáî â Q ∨ V. �àññìîòðèì òîæäåñòâî

s ≈ w1. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî íå âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè B2,3, òàê êàê s

ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ B2,3. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî òîæäåñòâî âûïîëíåíî â

Q∨V. Òîãäà èç ëåììû 1.2 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä òîæäåñòâà s ≈ w1

èç òîæäåñòâà s ≈ t, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñëîâ (3.17)

òàêàÿ, ÷òî v0 = s, vm = w1 è äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i < m ëèáî vi = aiξi(s)bi è

vi+1 = aiξi(t)bi, ëèáî vi = aiξi(t)bi è vi+1 = aiξi(s)bi äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ

ai, bi è íåêîòîðîãî ýíäîìîð�èçìà ξi ∈ End(F
1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.17) ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì

âûâîäîì s ≈ w1 èç s ≈ t.

Ïóñòü η � ïðîèçâîëüíûé ýíäîìîð�èçì ìîíîèäà F 1
. Â òàáë. 3 ïðèâåäå-

íû �îðìû ñëîâ η(s) è η(t) â ñëó÷àå, êîãäà η îòîáðàæàåò õîòÿ áû îäíó èç

áóêâ x, y è z â ïóñòîå ñëîâî. Ìû âèäèì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñëîâà η(s)
è η(t) ñîäåðæàò ïîäñëîâî âèäà w2

. Çàìåòèì, ÷òî ñëîâà s è t íå ñîäåðæàò

êâàäðàòîâ. Èç ýòîãî �àêòà è òàáë. 3 âûòåêàåò, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî a = cη(b)d, ãäå a,b ∈ {s, t}, c,d ∈ F 1
, à η � ýíäîìîð�èçì ìîíîèäà

F 1
, îòîáðàæàþùèé õîòÿ áû îäíó èç áóêâ x, y èëè z â ïóñòîå ñëîâî, òî

η(b) = λ. Ýòîò �àêò ìû áóäåì â äàëüíåéøåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ.

Òàáëèöà 3: âèä ñëîâ η(s) è η(t) â çàâèñèìîñòè îò ýíäîìîð�èçìà η

Âèä ñëîâà, åñëè

Ñëîâî η(x) = λ η(y) = λ η(z) = λ

η(s) p2q2 (pq)2 (pq)2

η(t) (pq)2 pqp2q pq2pq

�àññìîòðèì òîæäåñòâî s = v0 ≈ v1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî s =
v0 = a0ξ0(s)b0 è v1 = a0ξ0(t)b0. Åñëè ñëîâà a0 è b0 ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè, òî

ýíäîìîð�èçì ξ0 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà áóêâàõ x, y è z. Â ýòîì ñëó÷àå

v1 = t. Ïóñòü òåïåðü õîòÿ áû îäíî èç ñëîâ a0 è b0 íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.

Òîãäà ýíäîìîð�èçì ξ0 îòîáðàæàåò îäíó èç áóêâ x, y è z â ïóñòîå ñëîâî.

Â ïðåäûäóùåì àáçàöå ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ξ0(s) = ξ0(t) = λ,
îòêóäà v0 = v1 = a0b0. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñëîâà v0 è v1

ðàçëè÷íû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî s = v0 = a0ξ0(t)b0 è v1 = a0ξ0(s)b0. Ïîñêîëü-

êó äëèíà ñëîâà s ìåíüøå äëèíû ñëîâà t, ýíäîìîð�èçì ξ0 äîëæåí îòîáðà-

æàòü îäíó èç áóêâ x, y èëè z â ïóñòîå ñëîâî. Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âûøå, ìû
ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ξ0(t) = λ. Â ýòîì ñëó÷àå âíîâü âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå

ñ òåì, ÷òî v0 6= v1. Òàêèì îáðàçîì, v1 = t.

�àññìîòðèì òåïåðü òîæäåñòâî t = v1 ≈ v2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t =
v1 = a1ξ1(s)b1 è v2 = a1ξ1(t)b1. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû x â
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ñëîâî ξ1(s) íå ìîæåò áûòü ðàâíî 3, è ïîýòîìó x ∈ con(a1b1). Ïîñêîëüêó êàê
ïåðâàÿ, òàê è ïîñëåäíÿÿ áóêâà ñëîâà t íå ñîâïàäàåò ñ x, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ñëîâî a1b1 èìååò äëèíó ≥ 2. Òîãäà ýíäîìîð�èçì ξ1 äîëæåí îòîáðàæàòü

îäíó èç áóêâ x, y èëè z â ïóñòîå ñëîâî. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû ïîêàçàëè

âûøå, ξ1(s) = λ, îòêóäà v1 = v2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü t = v1 = a1ξ1(t)b1 è v2 = a1ξ1(s)b1. Åñëè ñëîâà a1 è b1

ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè, òî ýíäîìîð�èçì ξ1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà áóêâàõ

x, y è z. Â ýòîì ñëó÷àå v2 = s. Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (3.17) ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì âûâîäîì òîæäåñòâà s ≈ w1 èç

òîæäåñòâà s ≈ t. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäíî èç ñëîâ a1 èëè b1 íå ÿâëÿåòñÿ

ïóñòûì. Òîãäà ýíäîìîð�èçì ξ1 îòîáðàæàåò îäíó èç áóêâ x, y èëè z â ïóñòîå
ñëîâî. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ξ1(t) = λ, îòêóäà v1 = v2.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñëîâà v1 è v2 ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ïîêàçàëè, ÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíîé ñèòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà

m = 1 è v1 = w1 = t. Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî s ≈ t âûïîëíåíî â ìíî-

ãîîáðàçèè Q∨V. Òîãäà ýòî ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò è òîæäåñòâó (3.5),

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê V ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó.

Çàìåòèì, ÷òî F1 ⊂ B2,3.

Ëåììà 4.9. Åñëè n > 2, òî

(Cn ∧B2,3) ∨ F1 ⊂ (Cn ∨ F1) ∧B2,3.

Â ÷àñòíîñòè, Cn ïðè n > 2 íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì, à F1 � íèæíåìî-

äóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî (Cn ∧ B2,3) ∨ F1 ⊆ (Cn ∨ F1) ∧ B2,3. Ïî-

êàæåì, ÷òî ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãîå. Ïîñêîëüêó C2 ⊆ F1, ìû èìååì, ÷òî

(Cn ∧B2,3) ∨ F1 = C2 ∨ F1 = F1. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

F1 ⊂ (Cn∨F1)∧B2,3. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî â (Cn∨F1)∧B2,3

íå âûïîëíåíî òîæäåñòâî (3.9). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ñëîâ (3.17) òàêàÿ, ÷òî v0 = xyx, vm = xyx2 è äëÿ

ëþáîãî 0 ≤ i < m òîæäåñòâî vi ≈ vi+1 âûïîëíåíî ëèáî â B2,3, ëèáî â

Cn ∨ F1. �àññìîòðèì òîæäåñòâî xyx ≈ v1. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî íå âûïîë-

íåíî â ìíîãîîáðàçèè B2,3, òàê êàê xyx ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìîì äëÿ B2,3. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ýòî òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ â Cn òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v1 ∈ {x
2y, yx2}.

Åñëè v1 = x2y, òî F1 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x2y ≈ xyx, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò òîìó, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ E è F1 ðàçëè÷íû. Åñëè æå v1 = yx2, òî â F1

âûïîëíåíû òîæäåñòâà

xyx ≈ v1 = yx2 ≈ yx3 ≈ xyx2 ≈ x2yx ≈ x2y,

îòêóäà ñíîâà âûâîäèì òî æå ñàìîå ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî-

îáðàçèå (Cn ∨ F1) ∧ B2,3 íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.9), îòêóäà F1 ⊂
(Cn ∨ F1) ∧B2,3.

Ëåììà 4.10. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèÿ

D1 è ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON, òî îíî ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL è C2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.18, ìíîãîîáðàçèå V ëèáî êîììóòàòèâíî,

ëèáî âïîëíå ðåãóëÿðíî. Èç ëåììû 4.7 âûòåêàåò, ÷òî åñëè V âïîëíå ðåãóëÿð-

íî, òî îíî êîììóòàòèâíî. Òàêèì îáðàçîì, V â ëþáîì ñëó÷àå êîììóòàòèâíî.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.8, ïîëó÷àåì, ÷òî V êîìáèíàòîðíî, à çíà÷èò, óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâó âèäà xn ≈ xn+1
äëÿ íåêîòîðîãî n. Òàêèì îáðàçîì, V ⊆ Cn.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.12 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíî-

ãîîáðàçèé T, SL è Cm äëÿ íåêîòîðîãî 2 ≤ m ≤ n. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.9,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà m > 2, íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, V ñîâïà-

äàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL è C2.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðà�à.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.3. Ïóñòü V � ñîáñòâåííîå íåêîììóòàòèâ-

íîå è íå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÿâëÿþùååñÿ âåðõíå-

ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON. Òîãäà, ïî ëåììå 1.18, D1 ⊆ V.

Â [60, ëåììà 2.16℄ äîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïîëóãðóïï ïîðîæäàåòñÿ

âñåìè ìèíèìàëüíûìè íåàáåëåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ãðóïï. Ó÷èòûâàÿ ýòî

óòâåðæäåíèå è ïðåäëîæåíèå 1.1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü-

íîå íåàáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ãðóïï G òàêîå, ÷òî G * V. Òîãäà V ∧G = An

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n, îòêóäà C2 ∨ (V ∧G) = C2 ∨An. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 4.7, D1 ⊆ C2 ∨G. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò �àêò,

÷òî D1 ⊆ V, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî D1 ⊆ V ∧ (C2 ∨G). Ìíîãîîáðàçèå An ∨C2

êîììóòàòèâíî, â òî âðåìÿ êàê D1 íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì, îòêóäà

C2 ∨ (V ∧G) 6= V ∧ (C2 ∨G).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C2 ⊂ D1 ⊆ V, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ìíîãî-

îáðàçèå V ÿâëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.4. Ïóñòü V � êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðà-

çèå ìîíîèäîâ, à Y è Z � ïðîèçâîëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëîæèì X =
V ∧ (Y ∨ Z) è W = (V ∧ Y) ∨ (V ∧ Z). Î÷åâèäíî, ÷òî W ⊆ X. Ïðîâå-

ðèì, ÷òî X ⊆W. Åñëè V ⊆ Y, òî

X = V ∧ (Y ∨ Z) = V = V ∨ (V ∧ Z) = (V ∧Y) ∨ (V ∧ Z) = W,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

V * Y. Â ñèëó ñèììåòðèè, V * Z. Åñëè V ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, òî

X òàêæå áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì. Åñëè V íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, òî V

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì âñåõ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ. Ïîñêîëüêó V * Y

è V * Z, ìíîãîîáðàçèÿ Y è Z ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, îòêóäà ñëåäóåò

ïåðèîäè÷íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Y ∨ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, X � êîììóòàòèâíîå

ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà èç ëåììû 1.4 âûòåêàåò, ÷òî X = Q∨As

äëÿ íåêîòîðîãî s, ãäå Q ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL èëè Cn

ïðè n ≥ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî Q ⊆ V è Q ⊆ Y ∨ Z. Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ëèáî

Q ⊆ Y, ëèáî Q ⊆ Z. Åñëè Q = T, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè Q = SL,

òî òðåáóåìûé �àêò ñëåäóåò èç ëåììû 1.3. Ïóñòü òåïåðü, ÷òî Q = Cn, ãäå

n ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q * Y è Q * Z. Òîãäà èç ëåììû 1.9 ñëåäóåò,

÷òî íàéäóòñÿ i è j òàêèå, ÷òî â Y âûïîëíåíî òîæäåñòâî xn−1 ≈ xn−1+i
, â
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Z � òîæäåñòâî xn−1 ≈ xn−1+j
. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå Y ∨ Z óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó xn−1 ≈ xn−1+ij
. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî Q ⊆ Y ∨ Z.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëèáî Q ⊆ Y, ëèáî Q ⊆ Z. Ïîñêîëüêó

Q ⊆ V, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî Q ⊆ V∧Y, ëèáî Q ⊆ V∧Z. Ñëåäîâàòåëüíî,
Q ⊆W.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî As ⊆W. Çàìåòèì, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-

íûì ïåðèîäè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.4, W = Q′ ∨Ar

äëÿ íåêîòîðîãî r, ãäå Q′
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL èëè Cn

ïðè n ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s íå äåëèò r. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïðîñòîå

÷èñëî p è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî pk äåëèò s, íî íå äåëèò r. Ïîëîæèì
q = pk. Òîãäà Aq ⊆ As ⊆ X, íî Aq * Ar. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ W = Q′∨Ar, ñîñòîÿùåå èç ãðóïï, ñîäåðæèòñÿ â Ar

(ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ëåììû 1.5). Ñëåäîâàòåëüíî, Aq * W. Ïîñêîëüêó

Aq ⊆ X, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Aq ⊆ Y∨Z. Â [6, òåîðåìà 1.2℄ äîêàçàíî, ÷òî ëþ-

áîå ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâ-

íûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè SEM. Èç ýòîãî �àêòà è ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò,

÷òî

Aq = Aq ∧ (Y ∨ Z) = (Aq ∧Y) ∨ (Aq ∧ Z).

Ïîñêîëüêó ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ Aq ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, Aq

ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé Aq ∧Y è Aq ∧ Z, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ëèáî Aq ⊆ Y, ëèáî Aq ⊆ Z. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Aq ⊆ X ⊆ V, ìû

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî Aq * W. Ïîýòîìó s äåëèò r. Òîãäà As ⊆
Ar ⊆W. Ñëåäîâàòåëüíî, X = Q∨As ⊆W. Ïðåäëîæåíèå 4.4 äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Èìïëèêàöèÿ (ii)−→ (i) î÷åâèäíà. Íàì îñòà-

åòñÿ äîêàçàòü èìïëèêàöèè (i)−→ (iii) è (iii)−→ (ii).

(i)−→ (iii) Ïóñòü V � ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÿâëÿþùåå-

ñÿ ìîäóëÿðíûì è âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 4.3, V ëèáî âïîëíå ðåãóëÿðíî, ëèáî êîììóòàòèâíî. Èç ëåì-

ìû 1.18 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî D1 * V. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 4.10.

(iii)−→ (ii) Ââèäó ëåììû 4.6, ìíîãîîáðàçèÿ T, SL è MON ÿâëÿþòñÿ

íåéòðàëüíûìè, à çíà÷èò è êîñòàíäàðòíûìè ýëåìåíòàìè ðåøåòêèMON. Íàì
îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êîñòàíäàðòíûì ýëåìåíòîì ýòîé ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ

òàêæå ìíîãîîáðàçèå C2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ êîñòàíäàðòíûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì è êîäèñòðèáóòèâíûì.

Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç [28, òåîðåìà 253℄ èëè [53, ïðåä-

ëîæåíèå 1.7℄. Ââèäó óêàçàííîãî �àêòà è ïðåäëîæåíèÿ 4.4, äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òîC2 ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêèMON. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà èç [34, ïðåäëîæåíèå 2.1℄ âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíî-

ãîîáðàçèÿ U è W òàêèå, ÷òî U ⊂W, U∧C2 = W∧C2 è U∨C2 = W∨C2.

Åñëè C2 ⊆ U, òî W ∧ C2 = U ∧ C2 = C2, îòêóäà C2 ⊆ W. Íî òîãäà

U = C2∨U = C2∨W = W, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó U è W. Òàêèì îáðà-

çîì, C2 * U. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî C2 * W. Òîãäà èç ëåììû 1.10

ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ U è W âïîëíå ðåãóëÿðíû.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ãðóïï. Òîãäà

SL * U. Åñëè W íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ìíîãîîáðàçèåì, òî èç ëåììû 1.3
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ñëåäóåò, ÷òî SL ⊆ W. Òîãäà U ∧ C2 = T, íî SL ⊆ W ∧ C2. Ïîëó÷à-

åì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì U ∧ C2 = W ∧ C2. Òàêèì îáðàçîì, W

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ãðóïï. Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøèì

ãðóïïîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ U ∨ C2 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-

çèå U. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê W ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ãðóïï è

U ⊂ W ⊂ W ∨ C2 = U ∨ C2. Ìû âèäèì, ÷òî U íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-

îáðàçèåì ãðóïï. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.3, SL ⊆ U. Íî â ýòîì ñëó÷àå

SL ⊆ U ∧ C2 = W ∧ C2 ⊆ W, è ïîòîìó W òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ãðóï-

ïîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîñêîëüêó U âïîëíå ðåãóëÿðíî, îíî óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó x ≈ xn+1
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n. Ïóñòü n � íàèìåíüøåå

÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì, à Σ � áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿU. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ζ ýíäîìîð�èçì ìîíîèäà F 1
, ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ áóêâó x â ñëîâî

xn+1
. Ïîëîæèì

Σ∗ = {ζ(u) ≈ ζ(v) | u ≈ v ∈ Σ}.

Î÷åâèäíî, ÷òî U = var{x ≈ xn+1,Σ∗}. Åñëè p ≈ q ∈ Σ∗
, òî èç ëåììû 1.3

ñëåäóåò, ÷òî con(p) = con(q). Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.6, âñå òîæäå-

ñòâà èç Σ∗
âûïîëíåíû â C2. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî U∨C2 = W∨C2,

ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå W òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ Σ∗
.

Ïîñêîëüêó C2 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x
2 ≈ x3, àU� òîæäåñòâó x ≈ xn+1

,

â ìíîãîîáðàçèè U∨C2 = W ∨C2 âûïîëíåíî òîæäåñòâî x
2 ≈ xn+2

. Ïðèíè-

ìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî W âïîëíå ðåãóëÿðíî, ïîëó÷àåì, ÷òî â W âûïîëíåíî

òîæäåñòâî x ≈ xn+1
. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî W ⊆ U, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó U è W. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî C2 ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì

ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Èìïëèêàöèÿ (iii)−→ (ii) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-

åì ëåììû 4.6, à èìïëèêàöèÿ (ii)−→ (i) î÷åâèäíà. Íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü

èìïëèêàöèþ (i)−→ (iii). Ïóñòü V � ìîäóëÿðíûé, íèæíåìîäóëÿðíûé è âåðõ-

íåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON. Èç òåîðåìû 4.2 âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî-

îáðàçèå V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL, C2 è MON. Ñîãëàñíî

ëåììå 4.7, ìíîãîîáðàçèå C2 íå ÿâëÿåòñÿ íèæíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðå-

øåòêè MON. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T,

SL è MON.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.5. Óñëîâèÿ (ii) è (iii) ýòîãî ñëåäñòâèÿ ýêâè-

âàëåíòíû â ñèëó òåîðåìû 4.2, èìïëèêàöèÿ (ii)−→ (i) î÷åâèäíà, à èìïëèêà-

öèÿ (i)−→ (iii) ñïðàâåäëèâà â ñèëó ëåììû 4.10.
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Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, î êî-

òîðîé ðàíåå ïî÷òè íè÷åãî èçâåñòíî íå áûëî. Â íåé ðàññìîòðåí ðÿä îãðàíè-

÷åíèé íà ðåøåòêè ìîíîèäíûõ ìíîãîîáðàçèé, �îðìóëèðóåìûõ â òåðìèíàõ,

òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûõ ñ ðåøåòî÷íûìè òîæäåñòâàìè.

Èòîãîì ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðåøåòêå íàä-

êîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ (òåîðåìà 2.1), à çíà÷èò, è â

ðåøåòêå âñåõ ìîíîèäíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñëåäñòâèå 2.2);

2) ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ

(òåîðåìà 3.1 è ñëåäñòâèå 3.34);

3) ïîëíîå îïèñàíèå íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé

ìîíîèäîâ (òåîðåìà 4.1);

4) ïîëíîå îïèñàíèå êîñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ òîé æå ðåøåòêè (òåîðå-

ìà 4.2).

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíà ñóùåñòâåííàÿ èí�îðìàöèÿ î âåðõíåìîäóëÿðíûõ è

êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòàõ ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ (ïðåä-

ëîæåíèÿ 4.3 è 4.4 ñîîòâåòñòâåííî).

�àçðàáîòàííûé â äèññåðòàöèè ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ðåøåòîê ìíîãîîáðà-

çèé ìîíîèäîâ ñ ïîìîùüþ òàêèõ êîìáèíàòîðíûõ ïîíÿòèé êàê k-ðàçëîæåíèå
ñëîâà, k-áëîêè, k-ðàçäåëèòåëè, ãëóáèíà áóêâû â ñëîâå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñü-

ìà ïåðñïåêòèâíûì è ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàí äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷

î ìíîãîîáðàçèÿõ ìîíîèäîâ, ñâÿçàííûõ êàê ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ðåøå-

òîê ìíîãîîáðàçèé, òàê è ñ âîïðîñàìè êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè

ìîíîèäîâ.

Â äàëüíåéøåì ìû ïëàíèðóåì ðàññìîòðåòü íîâûå òèïû ñïåöèàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ â ðåøåòêå ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ (ïðåæäå âñåãî, äèñòðèáóòèâíûå

ýëåìåíòû), ðàñøèðèòü êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ îãðàíè÷åíèé íà ðåøåòêè ìíî-

ãîîáðàçèé çà ñ÷åò óñëîâèé êîíå÷íîñòè (ïðåæäå âñåãî � óñëîâèé ìàêñèìàëü-

íîñòè è ìèíèìàëüíîñòè) è ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ðàçðàáîòàííóþ â äèññåð-

òàöèè êîìáèíàòîðíóþ òåõíèêó ê âîïðîñàì î êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé áàçè-

ðóåìîñòè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ.
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