
Определение выколотой 𝛿-окрестности
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Опр. Выколотой 𝛿-окрестностью точки 𝑥0
называется множество

 0: 0 | |x x x   − 

Обозначение: 0( )O x

0 0 0 0( ; ) ( ; )x x x x −  +т.е., объединен. интервалов

Курс "Математика", I сем., автор к.ф.-м.н., 
доцент ИЕНиМ УрФУ Нагребецкая Ю.В.

0x
0x −

x
0x +



Определение выколотой 𝛿-окрестности
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Пример.

 : 0 | 1|x x   −  =(1)O =

(1 ;1) (1;1 ) = −  +
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Определение предела функции

Опр. (по Гейне) Пределом функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0
называется число A, такое, что для любой 

последовательности {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ ෘ𝑂𝛿(𝑥0), предел 

которой равен 𝑥0 (т.е. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0), 

последовательность {𝑓(𝑥𝑛)} сходится к A 

(т.е. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = A).

Обозначение: 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴.
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Пусть функция 𝑓(𝑥) определена в выколотой 𝛿-

окрестности ෘ𝑂𝛿(𝑥0).



Арифметические свойства предела 
функции

Теорема (арифметические свойства предела) 

Пусть существуют 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝐴, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔 𝑥 = 𝐵,

тогда существует

1 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 ± 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔 𝑥

= 𝐴 ± 𝐵;

(2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 ∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔 𝑥

= 𝐴 ∙ 𝐵;
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Арифметические свойства предела 
функции

(4) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑚 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑚
= 𝐴𝑚;

5 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
=

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔 𝑥
=

𝐴

𝐵
, если 𝐵 ≠ 0.

3 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

с ∙ 𝑓 𝑥 = с ∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = с ∙ 𝐴;
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Арифметические свойства предела 
функции

Примеры.
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Арифметические свойства предела 
функции

1

3 2
4) lim

1x

x

x→

+ −
=

−
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Арифметические свойства предела 
функции
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Свойства предела функции. Замена

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(sin 𝑥)2 =

Пример. 

𝑦 = sin 𝑥
𝑦 → 0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑦→0

𝑦2=02

9

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

sin 𝑥2 =

Пример. 

𝑦 = 𝑥2

𝑦 → 0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑦→0
sin 𝑦 = sin 0=0
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𝑓(𝑥) = sin 𝑥, 𝑔 𝑦 = 𝑦2

𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑔 𝑦 = sin 𝑦



Предел функции в бесконечности

Замечание. В определении предела можно 

считать, что 𝑥0 может быть равно

10

∞,+ ∞, -∞.

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1

𝑥
=

1

∞
= 0Пример.
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Пусть 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ∞.

Тогда для 𝑦𝑛= 𝑓 𝑥𝑛 =
1

𝑥𝑛

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑥𝑛
=

1

∞
= 0 ∎



Предел функции в бескон. 
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Пример. Найти 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2+2𝑥−3+1
3
𝑥2+3−2

.

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2 + 2𝑥 − 3 + 1
3
𝑥2 + 3 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2 + 1
3
𝑥2 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2

3
𝑥2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

2𝑥

𝑥2/3
= 2𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
𝑥
1
3 = ∞

Решение 
«ладошки»
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Предел функции в бескон. 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2+2𝑥−3+1
3
𝑥2+3−2

=

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2 + 2𝑥 − 3 + 1
𝑥

3
𝑥2 + 3 − 2

𝑥

=

Математическое 
решение
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∞

∞
Пример. Найти 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

4𝑥2+2𝑥−3+1
3
𝑥2+3−2

.



Предел функции в бескон. 
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Математическое 
решение
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= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2 + 2𝑥 − 3
𝑥2

+
1
𝑥

3 𝑥2 + 3
𝑥3

−
2
𝑥

=

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4 +
2
𝑥
−

3
𝑥2

+
1
𝑥

3 1
𝑥
+

3
𝑥3

−
2
𝑥

=

0 0 0

0 0 0

4+0−0+0
3
0+0−0

=
2

0
= ∞



Первый замечательный предел 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1Теорема.

𝑦 =
sin 𝑥

𝑥

x

y

1x2x
3x
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0

0

1



Первый замечательный предел 
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Следствия

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥

sin 𝑥
= 1(1) (2)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

tg 𝑥

𝑥
= 1

(3)
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

arcsin 𝑥

𝑥
= 1

(4)
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

arctg 𝑥

𝑥
= 1
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Первый замечательный предел 
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Пример. Найти 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

sin 2𝑥

𝑥
.

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

sin 2𝑥

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2 sin 2𝑥

2𝑥
=

𝑦 = 2𝑥
𝑦 → 0

=

= 𝑙𝑖𝑚
𝑦→0

2 sin 𝑦

𝑦
= 2 𝑙𝑖𝑚

𝑦→0

sin 𝑦

𝑦
= 2∙ 1= 2
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Второй замечательный предел 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1 +
1

𝑥

𝑥
= 𝑒Теорема.

Следствия

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1 + 𝑥
1

𝑥 = 𝑒(1)

(2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

ln(1+𝑥)

𝑥
= 1

(3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥
= 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑎𝑥−1

𝑥
= ln𝑎(4)
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Второй замечательный предел 
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Пример. Найти 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥−2

𝑥+3

2𝑥+1
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥 − 2

𝑥 + 3

2𝑥+1

= 1∞ = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(𝑥 + 3) − 3 − 2

𝑥 + 3

2𝑥+1

=

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(𝑥 + 3) − 5

𝑥 + 3

2𝑥+1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1 +
−5

𝑥 + 3

2𝑥+1

=

ቈ𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑥 − 2

𝑥 + 3
= ൨𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥

𝑥
= 1



Второй замечательный предел 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1 +
1

𝑥

𝑥
= 𝑒

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

ln(1+𝑥)

𝑥
= 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1 +
1 𝑥

= 𝑒

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

ln(1+𝑥)

𝑥
= 1



Второй замечательный предел 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1 +
1

𝑥 + 3
−5

2𝑥+1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

1 +
1

𝑥 + 3
−5

𝑥+3
−5

∙
1

𝑥+3
−5

∙2𝑥+1

=

∞ e

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑒

1
𝑥+3
−5

∙2𝑥+1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑒
−5(2𝑥+1)

𝑥+3 =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

−5(2𝑥 + 1)

𝑥 + 3
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

−5 ∙ 2𝑥

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
(−10) =−10

𝑒−10

−10



Второй замечательный предел 

21

Пример. Найти 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2sin𝑥−1

𝑥
.
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2sin𝑥 − 1

𝑥
=

0

0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2sin𝑥 − 1

sin𝑥
∙
sin𝑥

𝑥
=

= ln 2 ∙ 1
0

1 1

= ln 2

ቈ𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2sin𝑥 − 1

𝑥
=

𝑦 = sin 𝑥
𝑦 → 0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑦→0

2𝑦 − 1

𝑦
= ln 2


