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Ïîíÿòèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà

Ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåì.
ßñíî, ÷òî |A| = |B| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
f : A→ B.

Îïðåäåëåíèå

Äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A→ B.

Óáåäèòåñü, ÷òî �áûòü ðàâíîìîùíûì� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå

Êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìîùíîñòü
ýòîãî êëàññà èëè êàðäèíàëüíîå ÷èñëî. card(A) � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî
òîãî êëàññà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâî A.
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Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.
|N| = ℵ0

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

×òîáû ýòî äîêàçàòü, íóæíî ïîñòðîèòü áèåêöèþ f : N→ Z.

Ðàññìîòðèì áèåêöèþ f (m) =

{
k, åñëè m=2k+1;
−k, åñëè m=2k.

Òîãäà

{1, 2, 3, 4, 5 . . .} → {0,−1, 1,−2, 2, . . .}

Ìíîæåñòâî N× N ñ÷åòíî

Ëåñòíèöà Êàíòîðà
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Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.
|N| = ℵ0

Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : N→ A. Â
ìàòàíàëèçå òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ {a1, a2, a3, . . .}

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.
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Ëåñòíèöà Êàíòîðà
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Áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, åñëè ïðè óäàëåíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâî îñòàåòñÿ íåïóñòûì.

Ëåììà 1

Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïóñòü B � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Îíî íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, â íåì
åñòü ýëåìåíò a1. Ìíîæåñòâî B \ {a1} íåïóñòî, â íåì åñòü ýëåìåíò
{a2}. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a1, a2, . . .}
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Áåñêîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Ëåììà 2

Ïóñòü B ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâî A
ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî. Òîãäà |B ∪ A| = |B|

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B ∩ A = ∅, èíà÷å B ∪ A = B ∪ (A \ (B ∩ A)) è
ìíîæåñòâî A \ (B ∩ A) òàêæå ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî. Ïî ëåììå 1 â
ìíîæåñòâå B åñòü ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî B1 = {b1, b2, . . .}.
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Áåñêîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Ëåììà 2

Ïóñòü B ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâî A
ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî. Òîãäà |B ∪ A| = |B|

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B ∩ A = ∅, èíà÷å B ∪ A = B ∪ (A \ (B ∩ A)) è
ìíîæåñòâî A \ (B ∩ A) òàêæå ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî. Ïî ëåììå 1 â
ìíîæåñòâå B åñòü ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî B1 = {b1, b2, . . .}.
Ïóñòü ñíà÷àëà A = {a1, a2, . . . , an} êîíå÷íî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå
f : B ∪ A→ B ïî ïðàâèëó:

f (x) =

 x , x ∈ B \ B1;
bi , x = ai ∈ A;
bi+n, x = bi ∈ B1.

Ýòî îòîáðàæåíèå îñòàâëÿåòñÿ âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B \ B1 íà
ìåñòå, à ìíîæåñòâî B1 ∪ A = {a1, a2, . . . , an, b1, b2 . . .} ïåðåâîäèò â
{b1, b2, . . . , }. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èç ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
óáðàòü ïåðâûå n ýëåìåíòîâ, òî îñòàâøèåñÿ ñíîâà áóäóò îáðàçîâûâàòü
ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå, ÷òî f áóäåò áèåêöèåé.
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Áåñêîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Ëåììà 2

Ïóñòü B ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâî A
ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî. Òîãäà |B ∪ A| = |B|

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B ∩ A = ∅, èíà÷å B ∪ A = B ∪ (A \ (B ∩ A)) è
ìíîæåñòâî A \ (B ∩ A) òàêæå ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî. Ïî ëåììå 1 â
ìíîæåñòâå B åñòü ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî B1 = {b1, b2, . . .}.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A = {a1, a2, . . .} ñ÷åòíî. Ïî
àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ìû ïîñòðîèì áèåêöèþ
g : B ∪ A→ B, êîòîðàÿ áóäåò îñòàâëÿòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B \ B1

íà ìåñòå. Íàì îñòàíåòñÿ òîëüêî îïðåäåëèòü g íà B1 ∪ A1 ïî ïðàâèëó:

g(x) =

{
b2i , x = bi
b2i+1, b = ai .

Òîãäà

{b1, b2, . . .}
{a1, a2, . . .}

→ {b1, a1, b2, a2 . . .}
g−→ {b1, b2, b3, b4, . . .}
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Ñëåäñòâèÿ ëåììû 2

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé áåñêîíå÷íîñòè)

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìîùíî
íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó

Ñëåäñòâèå

Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ ñ÷åòíûì èëè êîíå÷íûì ñíîâà
ñ÷åòíî.
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Ñëåäñòâèÿ ëåììû 2

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé áåñêîíå÷íîñòè)

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìîùíî
íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó

Ïóñòü B áåñêîíå÷íî, òîãäà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ∈ B
è ìíîæåñòâà A = {a},B1 = B \ {a}. Òîãäà ïî ëåììå 2
|B1| = |B1 ∪ A| = |B|.

È îáðàòíî, åñëè ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ðàâíîìîùíî ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó, òî íåìåäëåííî
ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå

Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ ñ÷åòíûì èëè êîíå÷íûì ñíîâà
ñ÷åòíî.
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Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé áåñêîíå÷íîñòè)

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìîùíî
íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó
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Ñëåäñòâèå
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Ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ
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Ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

Ïóñòü A =
⋃∞

i=1 Ai , ãäå êàæäîå Ai ñ÷åòíîå. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ai ∩ Aj = ∅, ãäå i 6= j .
Ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî n ∈ N.
Ïóñòü A1 ∩ A2 6= ∅. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A′2 = A2 \ (A1 ∩ A2). Åñëè
îíî êîíå÷íî, òî âûáðîñèì A2 èç îáúåäèíåíèÿ è â êà÷åñòâå A1

âîçüìåì A′1 = A1 ∪ A′2, êîòîðîå áóäåò ñ÷åòíûì ïî ëåììå 2. Åñëè æå
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà A′1,A

′
2 òàêèõ, ÷òî A1 ∪ A2 = A′1 ∪ A′2.

Ïóñòü ìíîæåñòâà A1, . . . ,An ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âîçüìåì
ìíîæåñòâî An+1 è ïðîâåäåì ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì Ai ïðîöåäóðó,
îïèñàííóþ âûøå. Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
A, ðàññìîòðèì òàáëèöó, â êîòîðîé â ñòðîêå ñ íîìåðîì i è ñòîëáöå ñ
íîìåðîì j ñòîèò j-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ai . Ëåñòíèöà Êàíòîðà
ñòðîèò áèåêöèþ èç N â

⋃∞
i=1 Ai .
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Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà p ∈ N ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Qp = {mp | m ∈ Z}.

Î÷åâèäíî, ÷òî |Z| = |Qp|, îòêóäà Qp ñ÷åòíî.
Òîãäà Q =

⋃
p Qp, îòêóäà Q ñ÷åòíî ïî ëåììå 3.
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Ñðàâíåíèå ìîùíîñòåé

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü |A| ≤ |B|, åñëè ìíîæåñòâî A ðàâíîìîùíî
íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà B.

Óïðàæíåíèå. Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ èíúåêöèè f : A→ B.

Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà

Åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A|, òî |A| = |B|.
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Òàê êàê |A1| = |A|, òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A→ A1. ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî C ⊆ A \ A1 è îáîçíà÷èì f 0(C ) = C ,
f (n)(C ) = f (f (n−1)(C )). Êðîìå òîãî, D =

⋃∞
n=0 f

(n)(C ).

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ϕ : A1 ∪ C → A1 ïî ïðàâèëó:

ϕ(x) =

{
f (x), x ∈ D
x , x ∈ A \ D
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ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

Ñë. 1 x1, x2 ∈ A1 \ D. Òîãäà î÷åâèäíî x1 = ϕ(x1) 6= ϕ(x2) = x2;

Ñë. 2 x1 ∈ D, x2 ∈ A1 \D. Òîãäà f (x1) ∈ D, x2 ∈ A1 \D è ϕ(x1) 6= ϕ(x2);

Ñë. 3 x1, x2 ∈ D. Òàê êàê f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî
ϕ(x1) = f (x1) 6= f (x2) = ϕ(x2)→ x1 = x2.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ϕ � ñþðúåêöèÿ. Âîçüìåì y ∈ A1 è ðàññìîòðèì
ñëó÷àè:

Ñë. 1 y ∈ A1 \ D. Ñëåäîâàòåëüíî, y = ϕ(y);

Ñë. 2 y ∈ D ⊆ A1. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà D ñóùåñòâóþò k ≥ 0 è
z ∈ D òàêèå, ÷òî f k(z) = y . Çàìåòèì, ÷òî y /∈ C , òàê êàê
f (D) ⊆ A1. Ñëåäîâàòåëüíî, k 6= 0 è ïîýòîìó áåðåì
x = f k−1(z) ∈ D è ïîëó÷àåì f (x) = z
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Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [0; 1]
êîíòèíóóì.
|[0; 1]| = ℵ1 = C .

Ëåììà 4

Ìíîæåñòâà [0; 1] è ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1 ðàâíîìîùíû.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî a ∈ [0; 1]. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
äâîè÷íîå ÷èñëî: 0, α1α2 . . ., αi ∈ {0, 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûì
÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 1, 1, . . . (èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî 1 â êîíöå) è
1, 0, 0, . . . ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó ÷èñëó 1

2 .
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 ÷åðåç M.
Ðàññìîòðèì åãî ïîäìíîæåñòâî A âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1, ó êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
åäèíèö â êîíöå. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, òàê êàê A = ∪∞k=1Ak , ãäå Ak �
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ αk ,
ðàâíû 1. Ïîýòîìó ïî ëåììå 2 |M| = |M \ A|. À âûøå áûëî äîêàçàíî,
÷òî |M \ A| = |[0; 1]|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà

Ëåììà 4

Ìíîæåñòâà [0; 1] è ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1 ðàâíîìîùíû.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî a ∈ [0; 1]. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
äâîè÷íîå ÷èñëî: 0, α1α2 . . ., αi ∈ {0, 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûì
÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 1, 1, . . . (èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî 1 â êîíöå) è
1, 0, 0, . . . ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó ÷èñëó 1

2 .
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 ÷åðåç M.
Ðàññìîòðèì åãî ïîäìíîæåñòâî A âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1, ó êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
åäèíèö â êîíöå. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, òàê êàê A = ∪∞k=1Ak , ãäå Ak �
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ αk ,
ðàâíû 1. Ïîýòîìó ïî ëåììå 2 |M| = |M \ A|. À âûøå áûëî äîêàçàíî,
÷òî |M \ A| = |[0; 1]|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà

Ëåììà 4

Ìíîæåñòâà [0; 1] è ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1 ðàâíîìîùíû.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî a ∈ [0; 1]. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
äâîè÷íîå ÷èñëî: 0, α1α2 . . ., αi ∈ {0, 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûì
÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 1, 1, . . . (èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî 1 â êîíöå) è
1, 0, 0, . . . ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó ÷èñëó 1

2 .

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 ÷åðåç M.
Ðàññìîòðèì åãî ïîäìíîæåñòâî A âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1, ó êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
åäèíèö â êîíöå. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, òàê êàê A = ∪∞k=1Ak , ãäå Ak �
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ αk ,
ðàâíû 1. Ïîýòîìó ïî ëåììå 2 |M| = |M \ A|. À âûøå áûëî äîêàçàíî,
÷òî |M \ A| = |[0; 1]|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà

Ëåììà 4

Ìíîæåñòâà [0; 1] è ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1 ðàâíîìîùíû.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî a ∈ [0; 1]. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
äâîè÷íîå ÷èñëî: 0, α1α2 . . ., αi ∈ {0, 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûì
÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 1, 1, . . . (èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî 1 â êîíöå) è
1, 0, 0, . . . ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó ÷èñëó 1

2 .
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 ÷åðåç M.
Ðàññìîòðèì åãî ïîäìíîæåñòâî A âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1, ó êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
åäèíèö â êîíöå. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, òàê êàê A = ∪∞k=1Ak , ãäå Ak �
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ αk ,
ðàâíû 1. Ïîýòîìó ïî ëåììå 2 |M| = |M \ A|. À âûøå áûëî äîêàçàíî,
÷òî |M \ A| = |[0; 1]|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà

Òåîðåìà(Êàíòîð)

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 íåñ÷åòíî
(ℵ0 6= ℵ1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ÷åòíî, òîãäà åãî
ýëåìåíòû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü è çàïèñàòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a1, a2, a3, . . .}:

a1 = α11, α12, α13 . . .

a2 = α21, α22, α23 . . .

a3 = α31, α32, α33, . . .

. . . . . .

Ïóñòü 0 = 1, 1 = 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{α11, α22, α33, . . .}. Ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ñïèñêå, ñëåäîâàòåëüíî, íåò áèåêöèè èç N â
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà

Òåîðåìà(Êàíòîð)

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 íåñ÷åòíî
(ℵ0 6= ℵ1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ÷åòíî, òîãäà åãî
ýëåìåíòû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü è çàïèñàòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a1, a2, a3, . . .}:

a1 = α11, α12, α13 . . .

a2 = α21, α22, α23 . . .

a3 = α31, α32, α33, . . .

. . . . . .

Ïóñòü 0 = 1, 1 = 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{α11, α22, α33, . . .}. Ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ñïèñêå, ñëåäîâàòåëüíî, íåò áèåêöèè èç N â
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà

Òåîðåìà(Êàíòîð)

Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 íåñ÷åòíî
(ℵ0 6= ℵ1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ÷åòíî, òîãäà åãî
ýëåìåíòû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü è çàïèñàòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a1, a2, a3, . . .}:

a1 = α11, α12, α13 . . .

a2 = α21, α22, α23 . . .

a3 = α31, α32, α33, . . .

. . . . . .

Ïóñòü 0 = 1, 1 = 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{α11, α22, α33, . . .}. Ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ñïèñêå, ñëåäîâàòåëüíî, íåò áèåêöèè èç N â
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Ìîùíîñòü áóëåàíà

Ïðåäëîæåíèå 1

B(N) ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ N ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ôóíêöèþ) IM(x) =

{
1, x ∈ M
0, x /∈ M

Òàêîå

îòîáðàæåíèå î÷åâèäíî áóäåò áèåêöèåé ìåæäó B(N) è ìíîæåñòâîì
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
f : N→ B(N) çàäàííîå ïî ïðàâèëó f (n) = {n}. Î÷åâèäíî, ÷òî f �
èíúåêöèÿ, îòêóäà |N| ≤ B(N). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà è ïðåäëîæåíèþ 1
ìû ïîëó÷àåì |N| < |B(N)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Ìîùíîñòü áóëåàíà

Ïðåäëîæåíèå 1

B(N) ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ N ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ôóíêöèþ) IM(x) =

{
1, x ∈ M
0, x /∈ M

Òàêîå

îòîáðàæåíèå î÷åâèäíî áóäåò áèåêöèåé ìåæäó B(N) è ìíîæåñòâîì
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
f : N→ B(N) çàäàííîå ïî ïðàâèëó f (n) = {n}. Î÷åâèäíî, ÷òî f �
èíúåêöèÿ, îòêóäà |N| ≤ B(N). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà è ïðåäëîæåíèþ 1
ìû ïîëó÷àåì |N| < |B(N)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Ìîùíîñòü áóëåàíà

Ïðåäëîæåíèå 1

B(N) ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
èç 0 è 1.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ N ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ôóíêöèþ) IM(x) =

{
1, x ∈ M
0, x /∈ M

Òàêîå

îòîáðàæåíèå î÷åâèäíî áóäåò áèåêöèåé ìåæäó B(N) è ìíîæåñòâîì
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
f : N→ B(N) çàäàííîå ïî ïðàâèëó f (n) = {n}. Î÷åâèäíî, ÷òî f �
èíúåêöèÿ, îòêóäà |N| ≤ B(N). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà è ïðåäëîæåíèþ 1
ìû ïîëó÷àåì |N| < |B(N)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå

Òåîðåìà (Êàíòîðà î áóëåàíå)

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A |A| < |B(A)| (èëè 2|A| > |A|, ãäå
2|A| = |B(A)|)

Òàê êàê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A→ B(A) çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
f (a) = {a}, òî |A| ≤ |B(A)|.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |A| = |B(A)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
g : A→ B(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z = {z ∈ A | z /∈ g(z)} âñåõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó îáðàçó. Ïîêàæåì, ÷òî ó
Z íåò ïðîîáðàçà.

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü z ∈ A òàêîé ýëåìåíò, ÷òî g(z) = Z . Òîãäà

Åñëè z ∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z ;

Åñëè z /∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z , è çíà÷èò z ∈ Z .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íåò
ïðîîáðàçà, îòêóäà g íå áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| < |B(A)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå

Òåîðåìà (Êàíòîðà î áóëåàíå)

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A |A| < |B(A)| (èëè 2|A| > |A|, ãäå
2|A| = |B(A)|)

Òàê êàê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A→ B(A) çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
f (a) = {a}, òî |A| ≤ |B(A)|.

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |A| = |B(A)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
g : A→ B(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z = {z ∈ A | z /∈ g(z)} âñåõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó îáðàçó. Ïîêàæåì, ÷òî ó
Z íåò ïðîîáðàçà.

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü z ∈ A òàêîé ýëåìåíò, ÷òî g(z) = Z . Òîãäà

Åñëè z ∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z ;

Åñëè z /∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z , è çíà÷èò z ∈ Z .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íåò
ïðîîáðàçà, îòêóäà g íå áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| < |B(A)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå

Òåîðåìà (Êàíòîðà î áóëåàíå)

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A |A| < |B(A)| (èëè 2|A| > |A|, ãäå
2|A| = |B(A)|)

Òàê êàê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A→ B(A) çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
f (a) = {a}, òî |A| ≤ |B(A)|.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |A| = |B(A)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
g : A→ B(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z = {z ∈ A | z /∈ g(z)} âñåõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó îáðàçó. Ïîêàæåì, ÷òî ó
Z íåò ïðîîáðàçà.

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü z ∈ A òàêîé ýëåìåíò, ÷òî g(z) = Z . Òîãäà

Åñëè z ∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z ;

Åñëè z /∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z , è çíà÷èò z ∈ Z .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íåò
ïðîîáðàçà, îòêóäà g íå áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| < |B(A)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå

Òåîðåìà (Êàíòîðà î áóëåàíå)

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A |A| < |B(A)| (èëè 2|A| > |A|, ãäå
2|A| = |B(A)|)

Òàê êàê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A→ B(A) çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
f (a) = {a}, òî |A| ≤ |B(A)|.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |A| = |B(A)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
g : A→ B(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z = {z ∈ A | z /∈ g(z)} âñåõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó îáðàçó. Ïîêàæåì, ÷òî ó
Z íåò ïðîîáðàçà.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü z ∈ A òàêîé ýëåìåíò, ÷òî g(z) = Z . Òîãäà

Åñëè z ∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z ;

Åñëè z /∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z , è çíà÷èò z ∈ Z .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íåò
ïðîîáðàçà, îòêóäà g íå áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| < |B(A)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå

Òåîðåìà (Êàíòîðà î áóëåàíå)

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A |A| < |B(A)| (èëè 2|A| > |A|, ãäå
2|A| = |B(A)|)

Òàê êàê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A→ B(A) çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
f (a) = {a}, òî |A| ≤ |B(A)|.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |A| = |B(A)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
g : A→ B(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z = {z ∈ A | z /∈ g(z)} âñåõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó îáðàçó. Ïîêàæåì, ÷òî ó
Z íåò ïðîîáðàçà.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü z ∈ A òàêîé ýëåìåíò, ÷òî g(z) = Z . Òîãäà

Åñëè z ∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z ;

Åñëè z /∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z , è çíà÷èò z ∈ Z .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íåò
ïðîîáðàçà, îòêóäà g íå áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| < |B(A)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå

Òåîðåìà (Êàíòîðà î áóëåàíå)

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A |A| < |B(A)| (èëè 2|A| > |A|, ãäå
2|A| = |B(A)|)

Òàê êàê ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : A→ B(A) çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
f (a) = {a}, òî |A| ≤ |B(A)|.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |A| = |B(A)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
g : A→ B(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z = {z ∈ A | z /∈ g(z)} âñåõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâîåìó îáðàçó. Ïîêàæåì, ÷òî ó
Z íåò ïðîîáðàçà.
Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü z ∈ A òàêîé ýëåìåíò, ÷òî g(z) = Z . Òîãäà

Åñëè z ∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z ;

Åñëè z /∈ Z , òî z /∈ g(z) = Z , è çíà÷èò z ∈ Z .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A íåò
ïðîîáðàçà, îòêóäà g íå áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| < |B(A)|.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà î áóëåàíå
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Êîíòèíóóì ãèïîòåçà

Èåðàðõèÿ àëåôîâ

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êàíòîðà:

ℵ0 < 2ℵ0 = ℵ1 < 2ℵ1 = ℵ2 < . . .

Êîíòèíóóì ãèïîòåçà (Êàíòîð, 1871)

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëèáî
êîíòèíóàëüíî, ëèáî ñ÷åòíî.

Òåîðåìà (Ãåäåëü, 1940; Êîýí, 1965)

Êîíòèíóóì ãèïîòåçó íåëüçÿ íè äîêàçàòü (Êîýí), íè îïðîâåðãíóòü
(Ãåäåëü) â òåêóùåé ñèñòåìå àêñèîì (ñèñòåìà àêñèîì
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ).
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