
Èçîìîðôèçì ÷.ó.ì., îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Ìèõàéëîâà Èííà Àíàòîëüåâíà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê.

Êàôåäðà àëãåáðû è ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè.

17 ñåíòÿáðÿ 2020 ã.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Äâîéñòâåííûå ÷.ó.ì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A,≤) � ÷.ó.ì. Òîãäà îòíîøåíèå ≥= (≤)−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, à ÷.ó.ì. (A,≥) íàçûâàåòñÿ
äâîéñòâåííûì ê (A,≤).

Äèàãðàììà Õàññå äëÿ ÷.ó.ì. (A,≥) ïîëó÷àåòñÿ ïåðåâîðà÷èâàíèåì
äèàãðàììû (A. ≤).

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Èçîìîðôèçì ÷.ó.ì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A1,≤1), (A2,≤2) � ÷.ó.ì. Äâà ÷.ó.ì. èçîìîðôíû, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A1 → A2 òàêàÿ, ÷òî ∀x1, x2 ∈ A1

x1 ≤1 x2 ⇔ f (x1) ≤2 f (x2). Îáîçíà÷åíèå: (A1,≤1) ∼= (A2,≤2).

Îïðåäåëåíèå

×.ó.ì. (A,≤), èçîìîðôíûé ñâîåìó äâîéñòâåííîìó, íàçûâàåòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ïðèìåðû

ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öåïü;

ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ïîðÿäêà);

ìíîæâåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Èçîìîðôèçì ÷.ó.ì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A1,≤1), (A2,≤2) � ÷.ó.ì. Äâà ÷.ó.ì. èçîìîðôíû, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A1 → A2 òàêàÿ, ÷òî ∀x1, x2 ∈ A1

x1 ≤1 x2 ⇔ f (x1) ≤2 f (x2). Îáîçíà÷åíèå: (A1,≤1) ∼= (A2,≤2).

Ïðèìåðû

Äâå êîíå÷íûå öåïè èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ;

×.ó.ì. äåëèòåëåé ÷èñëà 15 è 6 èçîìîðôíû;

×.ó.ì. äåëèòåëåé ÷èñëà 15 è ÷.ó.ì. (B({3, 5}),⊆) èçîìîðôíû.

Îïðåäåëåíèå

×.ó.ì. (A,≤), èçîìîðôíûé ñâîåìó äâîéñòâåííîìó, íàçûâàåòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ïðèìåðû

ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öåïü;

ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ïîðÿäêà);

ìíîæâåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Èçîìîðôèçì ÷.ó.ì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A1,≤1), (A2,≤2) � ÷.ó.ì. Äâà ÷.ó.ì. èçîìîðôíû, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A1 → A2 òàêàÿ, ÷òî ∀x1, x2 ∈ A1

x1 ≤1 x2 ⇔ f (x1) ≤2 f (x2). Îáîçíà÷åíèå: (A1,≤1) ∼= (A2,≤2).

Îïðåäåëåíèå

×.ó.ì. (A,≤), èçîìîðôíûé ñâîåìó äâîéñòâåííîìó, íàçûâàåòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ïðèìåðû

ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öåïü;

ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ïîðÿäêà);

ìíîæâåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Èçîìîðôèçì ÷.ó.ì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A1,≤1), (A2,≤2) � ÷.ó.ì. Äâà ÷.ó.ì. èçîìîðôíû, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : A1 → A2 òàêàÿ, ÷òî ∀x1, x2 ∈ A1

x1 ≤1 x2 ⇔ f (x1) ≤2 f (x2). Îáîçíà÷åíèå: (A1,≤1) ∼= (A2,≤2).

Îïðåäåëåíèå

×.ó.ì. (A,≤), èçîìîðôíûé ñâîåìó äâîéñòâåííîìó, íàçûâàåòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ïðèìåðû

ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öåïü;

ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ïîðÿäêà);

ìíîæâåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Öåïü ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì (â.ó.ì.)

Òåîðåìà (Öåðìåëî)

Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íà ìíîæåñòâå A ñóùåñòâóåò
òàêîé ïîðÿäîê �, ÷òî (A,�) â.ó.ì.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Öåïü ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì (â.ó.ì.)

Òåîðåìà (Öåðìåëî)

Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íà ìíîæåñòâå A ñóùåñòâóåò
òàêîé ïîðÿäîê �, ÷òî (A,�) â.ó.ì.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Óïðàæíåíèå. Îòíîøåíèå �áûòü èçîìîðôíûì� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå âñåõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå

Îðäèíàëîì èëè îðäèíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ðàçáèåíèÿ
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ �áûòü èçîìîðôíûì� äëÿ â.ó.ì.

Öåïè (N,≤) ñîîòâåòñòâóåò îðäèíàëüíîå ÷èñëî ω, ò.å. Ord(N) = ω.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Óïðàæíåíèå. Îòíîøåíèå �áûòü èçîìîðôíûì� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå âñåõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå

Îðäèíàëîì èëè îðäèíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ðàçáèåíèÿ
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ �áûòü èçîìîðôíûì� äëÿ â.ó.ì.

Öåïè (N,≤) ñîîòâåòñòâóåò îðäèíàëüíîå ÷èñëî ω, ò.å. Ord(N) = ω.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíàÿ ñóììà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A,≤1), (B,≤2) � äâà â.ó.ì. (A ∩ B = ∅) ñ Ord(A) = α,
Ord(B) = β. Òîãäà îðäèíàëüíîé ñóììîé íàçûâàåòñÿ (C = A ∪ B,≤),
ãäå

c1 ≤ c2 ⇔

 c1 ≤1 c2 c1, c2 ∈ A
c1 ∈ A, c2 ∈ B
c1 ≤2 c2, c1, c2 ∈ B

Ýòîé îðäèíàëüíîé ñóììå ñîîòâåòñòâóåò îðäèíàëüíîå ÷èñëî α+ β.

Ïðèìåð

Äëÿ êîíå÷íûõ ÷.ó.ì. n +m = m + n. Îäíàêî ω + 1 6= 1 + ω = ω.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíàÿ ñóììà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A,≤1), (B,≤2) � äâà â.ó.ì. (A ∩ B = ∅) ñ Ord(A) = α,
Ord(B) = β. Òîãäà îðäèíàëüíîé ñóììîé íàçûâàåòñÿ (C = A ∪ B,≤),
ãäå

c1 ≤ c2 ⇔

 c1 ≤1 c2 c1, c2 ∈ A
c1 ∈ A, c2 ∈ B
c1 ≤2 c2, c1, c2 ∈ B

Ýòîé îðäèíàëüíîé ñóììå ñîîòâåòñòâóåò îðäèíàëüíîå ÷èñëî α+ β.

Ïðèìåð

Äëÿ êîíå÷íûõ ÷.ó.ì. n +m = m + n. Îäíàêî ω + 1 6= 1 + ω = ω.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Îðäèíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì â.ó.ì. (A,≤1), (B,≤2) ñ Ord(A) = α,
Ord(B) = β íàçûâàåòñÿ (C = A× B,≤), ãäå

(a1, b1) ≤ (a2, b2)⇔
{

a1 = a2, b1 ≤2 b2
a1 <1 a2

Îðäèíàëüíîå ÷èñëî α · β

Ïðèìåð

ω = 2ω 6= ω · 2

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Îðäèíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì â.ó.ì. (A,≤1), (B,≤2) ñ Ord(A) = α,
Ord(B) = β íàçûâàåòñÿ (C = A× B,≤), ãäå

(a1, b1) ≤ (a2, b2)⇔
{

a1 = a2, b1 ≤2 b2
a1 <1 a2

Îðäèíàëüíîå ÷èñëî α · β

Ïðèìåð

ω = 2ω 6= ω · 2

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Èòàê, åñëè (A,≤1), (B,≤2) � â.ó.ì., òî åñëè Card(A) = Card(B), òî
âîîáùå ãîâîðÿ íå îáÿçàòåëüíî Ord(A) = Ord(B). Îáðàòíîå âåðíî:
Ord(A) = Ord(B)⇒ Card(A) = Card(B).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A,≤) � â.ó.ì., v ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî
A(v) = {x ∈ A | x < v} íàçîâåì îòðåçêîì ìíîæåñòâà A.

Ëåììà 1

Â.ó.ì. íå èçîìîðôåí íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó îòðåçêó.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Èòàê, åñëè (A,≤1), (B,≤2) � â.ó.ì., òî åñëè Card(A) = Card(B), òî
âîîáùå ãîâîðÿ íå îáÿçàòåëüíî Ord(A) = Ord(B). Îáðàòíîå âåðíî:
Ord(A) = Ord(B)⇒ Card(A) = Card(B).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A,≤) � â.ó.ì., v ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî
A(v) = {x ∈ A | x < v} íàçîâåì îòðåçêîì ìíîæåñòâà A.

Ëåììà 1

Â.ó.ì. íå èçîìîðôåí íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó îòðåçêó.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Èòàê, åñëè (A,≤1), (B,≤2) � â.ó.ì., òî åñëè Card(A) = Card(B), òî
âîîáùå ãîâîðÿ íå îáÿçàòåëüíî Ord(A) = Ord(B). Îáðàòíîå âåðíî:
Ord(A) = Ord(B)⇒ Card(A) = Card(B).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (A,≤) � â.ó.ì., v ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî
A(v) = {x ∈ A | x < v} íàçîâåì îòðåçêîì ìíîæåñòâà A.

Ëåììà 1

Â.ó.ì. íå èçîìîðôåí íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó îòðåçêó.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü (A,≤) � â.ó.ì. òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò
c ∈ A A ∼= A(c). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìîíîòîííàÿ áèåêöèÿ f : A→ A(c).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = {x ∈ A | f (x) < x}. Îíî íåïóñòî, òàê êàê
c ∈ B. Ïóñòü d = minB, òîãäà f (d) < d . Òàê êàê d � ìèíèìóì, òî
f (d) /∈ B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê f � èçîìîðôèçì, òî
f (d) < d ⇒ f (f (d)) < f (d), îòêóäà f (d) ∈ B.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü (A,≤) � â.ó.ì. òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò
c ∈ A A ∼= A(c). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìîíîòîííàÿ áèåêöèÿ f : A→ A(c).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = {x ∈ A | f (x) < x}. Îíî íåïóñòî, òàê êàê
c ∈ B.

Ïóñòü d = minB, òîãäà f (d) < d . Òàê êàê d � ìèíèìóì, òî
f (d) /∈ B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê f � èçîìîðôèçì, òî
f (d) < d ⇒ f (f (d)) < f (d), îòêóäà f (d) ∈ B.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü (A,≤) � â.ó.ì. òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò
c ∈ A A ∼= A(c). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìîíîòîííàÿ áèåêöèÿ f : A→ A(c).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = {x ∈ A | f (x) < x}. Îíî íåïóñòî, òàê êàê
c ∈ B. Ïóñòü d = minB, òîãäà f (d) < d . Òàê êàê d � ìèíèìóì, òî
f (d) /∈ B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê f � èçîìîðôèçì, òî
f (d) < d ⇒ f (f (d)) < f (d), îòêóäà f (d) ∈ B.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå îðäèíàëîâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B � â.ó.ì., Ord(A) = α, Ord(B) = β. Òîãäà α ≤ β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A èçîìîðôíî íåêîòîðîìó îòðåçêó B.

Ëåììà 2

Ïóñòü W (β) = {α | α < β}. Òîãäà (W (β),≤) � â.ó.ì. è
Ord(W (β)) = β

Òàê êàê α, β � îðäèíàëüíûå ÷èñëà, òî ñóùåñòâóþò â.ó.ì.
Ord(A) = α < β, Ord(B) = β. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò cα ∈ B
òàêîé, ÷òî B(cα) ∼= A. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : α→ cα. Ïóñòü
α1 < α2 < β. Òîãäà cα1 < cα2 . Ïî ëåììå 1 â.ó.ì. íå ìîæåò áûòü
èçîìîðôåí íèêàêîìó ñâîåìó îòðåçêó, ïîýòîìó
∀c ∈ B Ord(B(c)) < β. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f � ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû



Ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå îðäèíàëîâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B � â.ó.ì., Ord(A) = α, Ord(B) = β. Òîãäà α ≤ β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A èçîìîðôíî íåêîòîðîìó îòðåçêó B.

Ëåììà 2

Ïóñòü W (β) = {α | α < β}. Òîãäà (W (β),≤) � â.ó.ì. è
Ord(W (β)) = β

Òàê êàê α, β � îðäèíàëüíûå ÷èñëà, òî ñóùåñòâóþò â.ó.ì.
Ord(A) = α < β, Ord(B) = β. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò cα ∈ B
òàêîé, ÷òî B(cα) ∼= A. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : α→ cα. Ïóñòü
α1 < α2 < β. Òîãäà cα1 < cα2 . Ïî ëåììå 1 â.ó.ì. íå ìîæåò áûòü
èçîìîðôåí íèêàêîìó ñâîåìó îòðåçêó, ïîýòîìó
∀c ∈ B Ord(B(c)) < β. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f � ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.

Ìèõàéëîâà È.À. Îðäèíàëû
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Òåîðåìà
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Ïóñòü Ord(A) = α, Ord(B) = β. Ïîêàæåì, ÷òî ëèáî α ≤ β, ëèáî
β ≤ α.
Ðàññìîòðèì C = W (α) ∩W (β), ïóñòü γ = Ord(C ).
Ïîêàæåì, ÷òî C � îòðåçîê â W (α). Ïóñòü d = minW (α) \ C , òîãäà
∀y ∈W (α) åñëè y < d , òî y ∈ C . Ñëåäîâàòåëüíî, C = W (α)(d).
Àíàëîãè÷íî, C ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì â W (β). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî γ ≤ α
è γ ≤ β. Ñëåäîâàòåëüíî, γ ∈ C .
Ïóñòü γ < α, β, òîãäà W (γ) = C (γ) ⊂ C . Ñëåäîâàòåëüíî,
γ = Ord(W (γ)) < Ord(C ) = γ. Îòêóäà γ = α è α < β, ëèáî γ = β è
òîãäà β < α.
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