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Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî M2 = M ×M.

Îáîçíà÷åíèÿ

∆ � áèíàðíîå îòíîøåíèå ðàâíîå M ×M;

IdM = {(x , x) | x ∈ M} � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå M.
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Îïåðàöèè íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè

Îïåðàöèè íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ρ1, ρ2 íà
ìíîæåñòâå M ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè ñîîòâåòñòâèÿìè ìåæäó M è
M, ïîýòîìó îïðåäåëåíû ρ1 ◦ ρ2, ρ−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áèíàðíûõ
îòíîøåíèé ρ1, ρ2 ⊆ M2 îïðåäåëåíû ρ1 ∩ ρ2 è ρ1 ∪ ρ2, à òàêæå
ρ= ∆ \ ρ.

Òàêæå ρ1 ⊆ ρ2, åñëè äëÿ ëþáûõ x , y ∈ M òàêèõ, ÷òî x ρ1 y ,
âûïîëíÿåòñÿ x ρ2 y .
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Ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Îïðåäåëåíèÿ

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ M2 ðåôëåêñèâíî, åñëè
∀x ∈ M x ρ x ;

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ M2 ñèììåòðè÷íî, åñëè
∀x , y ∈ M [x ρ y ⇔ y ρ x ];

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ M2 àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè
∀x , y ∈ M [x ρ y è y ρ x ] ⇒ x = y ;

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ M2 òðàíçèòèâíî, åñëè
∀x , y , z ∈ M [x ρ y è y ρ z ] ⇒ x ρ z .

Îïðåäåëåíèÿ

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è
òðàíçèòèâíî.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå M:

1 M = N, ãäå x ρ1 y ⇔ x − y
... 4;

2 M = [0; 4], ãäå x ρ2 y ⇔ 2x + 1 < y .

P C A T
ρ1 + + - +
ρ2 - - + +
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Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M, òîãäà
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ èç M, êîòîðûå ñîñòîÿò ñ x â îòíîøåíèè ρ, ò.å.
[x ]ρ = {y ∈ M | x ρ y}.

Ýëåìåíò x âñåãäà ëåæèò â [x ]ρ â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ρ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M, òîãäà
ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâîì
è îáîçíà÷àåòñÿ M/ρ.
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Ðàçáèåíèÿ è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâî åãî íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ {Ai}i∈I íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà A, åñëè

1
⋃

i∈I Ai = A;

2 Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j .

Òåîðåìà

Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M, òîãäà
ìíîæåñòâî åãî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóåò ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà M. È îáðàòíî, åñëè åñòü ðàçáèåíèå {Mi}i∈I ìíîæåñòâà M,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M,
äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâà {Mi}i∈I áóäóò â òî÷íîñòè êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ðàçáèåíèÿ è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå
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ìíîæåñòâî åãî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóåò ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà M. È îáðàòíî, åñëè åñòü ðàçáèåíèå {Mi}i∈I ìíîæåñòâà M,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M,
äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâà {Mi}i∈I áóäóò â òî÷íîñòè êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M.

Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó
⋃

x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z . Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M.

Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó
⋃

x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z . Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M. Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M.

Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó

⋃
x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z . Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M. Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó
⋃

x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z . Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M. Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó
⋃

x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z . Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M. Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó
⋃

x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò. Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z .

Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M.

1 Ïîêàæåì, ÷òî
⋃

x∈M [x ]ρ = M. Òàê êàê [x ]ρ ⊆ M, òî⋃
x∈M [x ]ρ ⊆ M. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

[y ]ρ, â êîòîðîì ýòîò ýëåìåíò ëåæèò, ïîýòîìó
⋃

x∈M [x ]ρ ⊇ M.

2 Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâà êëàññà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî
îíè ñîâïàäàþò. Ïóñòü z ∈ [x ]ρ ∩ [y ]ρ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x ρ z è y ρ z . Òîãäà â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè ρ ìû ïîëó÷àåì x ρ y , îòêóäà
[y ]ρ ⊆ [x ]ρ. Îïÿòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì [x ]ρ ⊆ [y ]ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x ]ρ = [y ]ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü.

Ïóñòü {Mi}i∈I � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M.
Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M:
x ρ y ⇔ ∃i ∈ I x ∈ Mi è y ∈ Mi .
Ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî â ñèëó ï.1 îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ,
ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíà, à òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ï.2
îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îòíîøåíèè ρ ëåæàò òå
ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäèíàêîâûì ìíîæåñòâàì.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü. Ïóñòü {Mi}i∈I � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M.

Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M:
x ρ y ⇔ ∃i ∈ I x ∈ Mi è y ∈ Mi .
Ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî â ñèëó ï.1 îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ,
ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíà, à òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ï.2
îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îòíîøåíèè ρ ëåæàò òå
ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäèíàêîâûì ìíîæåñòâàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü. Ïóñòü {Mi}i∈I � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M.
Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M:
x ρ y ⇔ ∃i ∈ I x ∈ Mi è y ∈ Mi .

Ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî â ñèëó ï.1 îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ,
ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíà, à òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ï.2
îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îòíîøåíèè ρ ëåæàò òå
ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäèíàêîâûì ìíîæåñòâàì.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü. Ïóñòü {Mi}i∈I � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M.
Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M:
x ρ y ⇔ ∃i ∈ I x ∈ Mi è y ∈ Mi .
Ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî â ñèëó ï.1 îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ,
ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíà, à òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ï.2
îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îòíîøåíèè ρ ëåæàò òå
ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäèíàêîâûì ìíîæåñòâàì.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ïðîâåðêà ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ëåììà 1

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà IdM ⊆ ρ.

Ëåììà 2

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ñèììåòðè÷íî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ = ρ−1.

Ëåììà 3

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M àíòèñèììåòðè÷íî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∩ ρ−1 = Id .

Ëåììà 4

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ2 ⊆ ρ.
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Ïðîâåðêà ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ëåììà 1

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà IdM ⊆ ρ.

Ëåììà 2

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ñèììåòðè÷íî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ = ρ−1.

Ëåììà 3

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M àíòèñèììåòðè÷íî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∩ ρ−1 = Id .

Ëåììà 4

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ2 ⊆ ρ.
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Ïðîâåðêà ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ëåììà 1

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà IdM ⊆ ρ.

Ëåììà 2

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ñèììåòðè÷íî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ = ρ−1.

Ëåììà 3

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M àíòèñèììåòðè÷íî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∩ ρ−1 = Id .

Ëåììà 4

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ2 ⊆ ρ.
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Ïðîâåðêà ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ëåììà 1

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà IdM ⊆ ρ.

Ëåììà 2

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M ñèììåòðè÷íî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ = ρ−1.

Ëåììà 3

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M àíòèñèììåòðè÷íî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∩ ρ−1 = Id .

Ëåììà 4

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå M òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ2 ⊆ ρ.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4

⇒ Ïóñòü ρ òðàíçèòèâíî. Äîêàæåì, ÷òî ρ2 ⊆ ρ.

Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (x , z) ∈ ρ2 è âñïîìíèì îïðåäåëåíèå
ïðîèçâåäåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé:
∃y ∈ M (x , y) ∈ ρ (y , z) ∈ ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, x ρ y è y ρ z . Òàê
êàê ρ òðàíçèòèâíî, òî x ρ z . Îòêóäà ρ2 ⊆ ρ.
⇐ Ïóñòü ρ2 ⊆ ρ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x , y , z ∈ M òàêèå, ÷òî
x ρ y è y ρ z . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé ïîëó÷àåì,
÷òî x ρ2 z . Òàê êàê ρ2 ⊆ ρ, òî x ρ z . Ñëåäîâàòåëüíî, ρ òðàíçèòèâíî.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4

⇒ Ïóñòü ρ òðàíçèòèâíî. Äîêàæåì, ÷òî ρ2 ⊆ ρ. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (x , z) ∈ ρ2 è âñïîìíèì îïðåäåëåíèå
ïðîèçâåäåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé:
∃y ∈ M (x , y) ∈ ρ (y , z) ∈ ρ.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ρ y è y ρ z . Òàê
êàê ρ òðàíçèòèâíî, òî x ρ z . Îòêóäà ρ2 ⊆ ρ.
⇐ Ïóñòü ρ2 ⊆ ρ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x , y , z ∈ M òàêèå, ÷òî
x ρ y è y ρ z . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé ïîëó÷àåì,
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êàê ρ òðàíçèòèâíî, òî x ρ z . Îòêóäà ρ2 ⊆ ρ.

⇐ Ïóñòü ρ2 ⊆ ρ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x , y , z ∈ M òàêèå, ÷òî
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Ïåðåñå÷åíèå áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ëåììà 5

Ïóñòü ρ1, ρ2 � ðåôëåêñèâíûå (ñîîòâ. ñèììåòðè÷íûå,
àíòèñèììåòðè÷íûå, òðàíçèòèâíûå) áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, òîãäà
ρ1 ∩ ρ2 òîæå ðåôëåêñèâíî (ñîîòâ. ñèììåòðè÷íîå, àíòèñèììåòðè÷íîå,
òðàíçèòèâíîå) áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Óïðàæíåíèå. Áóäåò ëè âåðíî ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ
îáúåäèíåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé?
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Ïåðåñå÷åíèå áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ëåììà 5

Ïóñòü ρ1, ρ2 � ðåôëåêñèâíûå (ñîîòâ. ñèììåòðè÷íûå,
àíòèñèììåòðè÷íûå, òðàíçèòèâíûå) áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, òîãäà
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Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Îïðåäåëåíèå

Ðåôëåêñèâíûì (ñîîòâ. ñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì) çàìûêàíèåì
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ
ðåôëåêñèâíîå (ñîîòâ. ñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå) áèíàðíîå
îòíîøåíèå, âêëþ÷àþùåå ρ. Îáîçíà÷åíèå ρr � ðåôëåêñèâíîå, ρs �
ñèììåòðè÷íîå, ρ∗ � òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå.

Òåîðåìà

Ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèÿ áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ ρ ñóùåñòâóþò.

Â êà÷åñòâå òðåáóåìîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü
ïåðåñå÷åíèå âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ñîäåðæàùèõ ρ è îáëàäàþùèõ
íóæíûì ñâîéñòâîì. Õîòÿ áû îäíî òàêîå íàéäåòñÿ (êàêîå?)
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Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
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Òåîðåìà

Ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèÿ áèíàðíîãî
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Ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå çàìûêàíèÿ

Ëåììà 6

Ïóñòü ρ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå M, òîãäà ρr = ρ ∪ IdM

Ëåììà 7

Ïóñòü ρ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå M, òîãäà ρs = ρ ∪ ρ−1

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå

Ëåììà 8

Ïóñòü ρ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå M, òîãäà
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3 ∪ . . . ∪ ρn ∪ . . .

Îáîçíà÷èì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρn ∪ . . . ÷åðåç σ è
ïîêàæåì, ÷òî ρ∗ = σ.
Äîêàæåì, ÷òî σ òðàíçèòèâíî. Áåðåì (x , y) ∈ σ, (y , z) ∈ σ. Â ñèëó
òîãî, ÷òî σ � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, òî ∃k, s ∈ N (x , y) ∈ ρk è
(y , z) ∈ ρs . Îòêóäà (x , z) ∈ ρk+s ⊆ σ.
Òàê êàê ρ ⊆ σ è σ òðàíçèòèâíî, òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, êàê
íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì σ; ò.å. ρ∗ ⊆ σ.
Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ∀k ∈ N ρk ⊆ ρ∗. Áàçà èíäóêöèè k = 1
î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì (x , z) ∈ ρk+1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ
îòíîøåíèé ∃y (x , y) ∈ ρk ⊆ ρ∗ (y , z) ∈ ρ ⊆ ρ∗. Òàê êàê ρ∗
òðàíçèòèâíî, òî (x , z) ∈ ρ∗, îòêóäà ρk+1 ⊆ ρ∗. Íàêîíåö, σ ⊆ ρ∗.
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Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå

Ëåììà 8

Ïóñòü ρ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå M, òîãäà
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Îáîçíà÷èì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρn ∪ . . . ÷åðåç σ è
ïîêàæåì, ÷òî ρ∗ = σ.

Äîêàæåì, ÷òî σ òðàíçèòèâíî. Áåðåì (x , y) ∈ σ, (y , z) ∈ σ. Â ñèëó
òîãî, ÷òî σ � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, òî ∃k, s ∈ N (x , y) ∈ ρk è
(y , z) ∈ ρs . Îòêóäà (x , z) ∈ ρk+s ⊆ σ.
Òàê êàê ρ ⊆ σ è σ òðàíçèòèâíî, òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, êàê
íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì σ; ò.å. ρ∗ ⊆ σ.
Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ∀k ∈ N ρk ⊆ ρ∗. Áàçà èíäóêöèè k = 1
î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì (x , z) ∈ ρk+1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ
îòíîøåíèé ∃y (x , y) ∈ ρk ⊆ ρ∗ (y , z) ∈ ρ ⊆ ρ∗. Òàê êàê ρ∗
òðàíçèòèâíî, òî (x , z) ∈ ρ∗, îòêóäà ρk+1 ⊆ ρ∗. Íàêîíåö, σ ⊆ ρ∗.
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Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå
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(y , z) ∈ ρs . Îòêóäà (x , z) ∈ ρk+s ⊆ σ.
Òàê êàê ρ ⊆ σ è σ òðàíçèòèâíî, òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, êàê
íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì σ; ò.å. ρ∗ ⊆ σ.
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îòíîøåíèé ∃y (x , y) ∈ ρk ⊆ ρ∗ (y , z) ∈ ρ ⊆ ρ∗. Òàê êàê ρ∗
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Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå

Ëåììà 8
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Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ

Êàæäîìó áèíàðíîìó îòíîøåíèþ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M
ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n = |M|. Ðàññìîòðèì,
êàê îïðåäåëèòü ñâîéñòâà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ïî åãî ìàòðèöå. Äëÿ
ýòîãî, êðîìå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåì ëåììû 1-4.

Ïóñòü R = (rij)n,S = (sij)n � äâå ìàòðèöû áèíàðíûõ îòíîøåíèé ρ è
σ. Áóäåì ïèñàòü R ⊆ S , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
rij = 1⇒ sij = 1. Èíûìè ñëîâàìè ρ ⊆ σ.

Ïðèìåð

R =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 ⊆ S =

 0 1 0
1 1 1
1 1 1
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R = (rij)n =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1



Áèíàðíîå îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî ⇔ rii = 1, i = 1, . . . , n.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî, åñëè ìàòðèöà R
ñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å. R = RT

Áèíàðíîå îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè rij = 1 è rji = 1, òî
i = j (åñëè íåò ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
äèàãîíàëè, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ðàâíû 1). Íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ìîãóò áûòü 1.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, åñëè R2 ⊆ R
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Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ çàäàíî ìàòðèöåé

R = (rij)n =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1


Áèíàðíîå îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî ⇔ rii = 1, i = 1, . . . , n.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî, åñëè ìàòðèöà R
ñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å. R = RT

Áèíàðíîå îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè rij = 1 è rji = 1, òî
i = j (åñëè íåò ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
äèàãîíàëè, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ðàâíû 1). Íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ìîãóò áûòü 1.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, åñëè R2 ⊆ R

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ çàäàíî ìàòðèöåé

R = (rij)n =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1


Áèíàðíîå îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî ⇔ rii = 1, i = 1, . . . , n.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî, åñëè ìàòðèöà R
ñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å. R = RT

Áèíàðíîå îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè rij = 1 è rji = 1, òî
i = j (åñëè íåò ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
äèàãîíàëè, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ðàâíû 1). Íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ìîãóò áûòü 1.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, åñëè R2 ⊆ R
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Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ çàäàíî ìàòðèöåé

R = (rij)n =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1


Áèíàðíîå îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî ⇔ rii = 1, i = 1, . . . , n.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî, åñëè ìàòðèöà R
ñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å. R = RT

Áèíàðíîå îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè rij = 1 è rji = 1, òî
i = j (åñëè íåò ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
äèàãîíàëè, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ðàâíû 1). Íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ìîãóò áûòü 1.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, åñëè R2 ⊆ R

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ïðîâåðêà îòíîøåíèÿ íà òðàíçèòèâíîñòü

Ïðîâåðèì, áóäåò ëè îòíîøåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé

R =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 òðàíçèòèâíûì.

Äëÿ ýòîãî âîçâåäåì åå â êâàäðàò:

R2 =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 =

 1 1 1
1 1 1
0 0 1


Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R2 * R, ïîýòîìó R íå òðàíçèòèâíî.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ïðîâåðêà îòíîøåíèÿ íà òðàíçèòèâíîñòü

Ïðîâåðèì, áóäåò ëè îòíîøåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé

R =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 òðàíçèòèâíûì. Äëÿ ýòîãî âîçâåäåì åå â êâàäðàò:

R2 =

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 0 1 0
1 1 1
0 0 1

 =

 1 1 1
1 1 1
0 0 1


Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R2 * R, ïîýòîìó R íå òðàíçèòèâíî.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Åñëè R è S � ìàòðèöû áèíàðíûõ îòíîøåíèé ρ è σ, òî ÷åðåç R ∪ S
áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ρ ∪ σ.

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;
Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;
Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . .,

íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . .,

íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.
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Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . .,

íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . .,

íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.
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Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . ., íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .

Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . ., íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì.

Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.
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Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . ., íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Çàìûêàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Òàê êàê ρr = ρ ∪ IdM , ãäå |M| = n, òî ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî
çàìûêàíèÿ ðàâíà R ∪ En;

Òàê êàê ρs = ρ ∪ ρ−1, òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî çàìûêàíèÿ
ðàâíà R ∪ RT ;

Èçâåñòíî, ÷òî ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . ., íî òàê êàê îòíîøåíèå ρ
îïðåäåëåíî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî
ρ∗ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . ∪ ρk .
Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
òàêîâà: ñíà÷àëà ïðîâåðèì, áóäåò ëè k ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî
ïîñòðîèì ìàòðèöó R1 = R ∪ R2 îòíîøåíèÿ ρ1 = ρ ∪ ρ2.
Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíûì. Åñëè äà, òî
ρ∗ = ρ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì íà òðàíçèòèâíîñòü
îòíîøåíèå ρ2 = ρ1 ∪ ρ21 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ìû íå ñòðîèì
îòíîøåíèå ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3, íî íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñòðîèòü ýòî
îòíîøåíèå è ïðîâåðÿòü íà òðàíçèòèâíîñòü åãî).

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ýòîãî ìåòîäà, òî åñòü
÷òî (ρ ∪ ρ2)∗ = ρ∗.

Ìèõàéëîâà È.À. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå M = {1, 2, 3, 4, 5}, çàäàííîå
ìàòðèöåé 

0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
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Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ðåôëåêñèâíîå çàìûêàíèå:
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

⇒


1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
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Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ

Òåïåðü ïîñòðîèì ñèììåòðè÷íîå çàìûêàíèå ïîëó÷åííîãî îòíîøåíèÿ:
1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

⇒


1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
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Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ

Òåïåðü ïðîâåðÿåì, áóäåò ëè ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå
îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî:

1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1


2

=


1 0 0 0 1
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
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Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ

Òàê êàê R2 * R, òî îòíîøåíèå íå áóäåò òðàíçèòèâíûì, ïîýòîìó
ïîñòðîèì R1 = R ∪ R2 (îíà ñîâïàäàåò ñ R2). Ïðîâåðèì, áóäåò ëè
îòíîøåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé R1 òðàíçèòèâíûì: áóäåò, òàê êàê
R2
1 = R1. Îòêóäà ìàòðèöà

1 0 0 0 1
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.
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Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ

Òàê êàê R2 * R, òî îòíîøåíèå íå áóäåò òðàíçèòèâíûì, ïîýòîìó
ïîñòðîèì R1 = R ∪ R2 (îíà ñîâïàäàåò ñ R2). Ïðîâåðèì, áóäåò ëè
îòíîøåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé R1 òðàíçèòèâíûì: áóäåò, òàê êàê
R2
1 = R1. Îòêóäà ìàòðèöà

1 0 0 0 1
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Âèäíî, ÷òî ýòî
îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ó ýòîãî
îòíîøåíèÿ äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: [1] = {1, 5}, [2] = {2, 3, 4},
êîòîðûå îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M = {1, 2, 3, 4, 5}.
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