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Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìíîæåñòâà

"Îïðåäåëåíèå"

×òî òàêîå ìíîæåñòâî � ýòî âîïðîñ, êîòîðûé òðåáóåò îáñóæäåíèÿ.
Ïîêà áóäåì ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàòü �íàáîð ýëåìåíòîâ� [a ∈ A �
îáîçíà÷åíèå äëÿ �a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A�].

∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ò.å. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íåò ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B [îáîçíà÷åíèå
A ⊆ B], åñëè êàæäûé ýëåìåíò A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì B.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû [A = B], åñëè A ⊆ B è B ⊆ A

Ïóñòü A = {∅, {∅}, 0}, òîãäà ∅ ∈ A; {∅, 0} ⊆ A.
Êðîìå òîãî, ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî

ìíîæåñòâà X , òàê êàê íåâîçìîæíî ïðèâåñòè �êîíòðïðèìåð�, ò.å.
óêàçàòü â ïóñòîì ìíîæåñòâå òàêîé ýëåìåíò, êîòîðûé áû íå ëåæàë â
X .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ
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Ìíîæåñòâà è ìóëüòèìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî êàæäîìó
ýëåìåíòó a ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî kA(a),
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà a â ìíîæåñòâî
A.

Ïðèìåð

Ïóñòü A = {1, 1, 2, 2, 2, π}, òîãäà kA(1) = 2, kA(2) = 3, kA(π) = 1.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìíîæåñòâà è ìóëüòèìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî êàæäîìó
ýëåìåíòó a ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî kA(a),
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Ìíîæåñòâà è ìóëüòèìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî êàæäîìó
ýëåìåíòó a ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî kA(a),
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà a â ìíîæåñòâî
A.

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìóëüòèìíîæåñòâà B
[A ⊆ B], åñëè êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì B è
kA(a) ≤ kB(a).

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèìíîæåñòâà A è B ðàâíû [A = B], åñëè A ⊆ B è B ⊆ A

Ñðàâíèòå

Åñëè A = {1, 1, 2},B = {1, 2} � äâà ìíîæåñòâà, òî A = B;
åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü êàê ìóëüòèìíîæåñòâà, òî A * B, ïîýòîìó
A 6= B.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìíîæåñòâà è ìóëüòèìíîæåñòâà
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Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
A ∪ B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
A ∩ B = {x | x ∈ A è x ∈ B}
Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ
A \ B = {x | x ∈ A è x /∈ B}
Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü
A⊕ B = (A \ B) ∪ (B \ A)
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Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè

"Îïðåäåëåíèå"

Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî [U] � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îáúåêòîâ äëÿ
ðåøàåìîé çàäà÷è.

Ïðèìåð

1 Â àíàëèçå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé óíèâåðñàëüíûì
ìíîæåñòâîì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ýòîò àðãóìåíò, ñ÷èòàåòñÿ
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

2 Â ãåîìåòðèè óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ ñ÷èòàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîïîëíåíèå
A = U \ A

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè
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ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîïîëíåíèå
A = U \ A

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îïåðàöèè è òîæäåñòâà

1 Èäåìïîòåíòíîñòü
A ∪ A = A

2 Àññîöèàòèâíîñòü
A ∪ (B ∪ C ) = (A ∪ B) ∪ C

3 Êîììóòàòèâíîñòü
A ∪ B = B ∪ A

4 Òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ
A ∪ (A ∩ B) = A

5 Äèñòðèáóòèâíîñòü
A∪ (B ∩C ) = (A∪B)∩ (A∪C )

6 A ∪ ∅ = A, A ∪ U = U

7 A ∪ A = U

A ∩ A = A

A ∩ (B ∩ C ) = (A ∩ B) ∩ C

A ∩ B = B ∩ A

A ∩ (A ∪ B) = A

A∩ (B ∪C ) = (A∩B)∪ (A∩C )

A ∩ ∅ = ∅, A ∩ U = A

A ∩ A = ∅

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îïåðàöèè è òîæäåñòâà

8 Çàêîíû äå Ìîðãàíà
A ∪ B = A ∩ B
A ∩ B = A ∪ B

9 A \ B = A ∩ B

10 A⊕ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B)

11 A ⊆ B, B ⊆ C ⇒ A ⊆ C

12 Çàêîíû ìîíîòîííîñòè
A,B ⊆ C ⇒ A ∪ B ⊆ C ,A ∩ B ⊆ C

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áóëåàí � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, òîãäà áóëåàíîì ìíîæåñòâà A [B(A) èëè P(A)
èëè 2A] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.

Ïðèìåð

Ïóñòü A = {∅, {∅}} èìååò 2 ýëåìåíòà, òîãäà â áóëåàíå 22 = 4
ýëåìåíòà

B(A) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà. Òîãäà èõ äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì [A× B] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð
{(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A1,A2, . . . ,An � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Èõ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå [A1 × A2 × · · · × An] îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè:
A1 × A2 × · · · × An−1 × An = (A1 × A2 × · · · × An−1)× An

Òàêèì îáðàçîì, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ìíîæåñòâ � ýòî
ìíîæåñòâî ïàð (x , xn), ãäå x ∈ A1 × A2 × · · · × An−1, xn ∈ An. Èíûìè
ñëîâàìè, ýëåìåíò ýòîãî äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
((. . . ((x1, x2), x3) . . . , xn−1), xn), ãäå xi ∈ Ai . Äëÿ ïðîñòîòû åãî
îáîçíà÷àþò (x1, x2 . . . , xn−1, xn) è íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì
èç n ýëåìåíòîâ èëè êîðòåæåì äëèíû n.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà. Òîãäà èõ äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì [A× B] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð
{(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íåêîììóòàòèâíî, ò.å. A× B 6= B × A.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A1,A2, . . . ,An � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Èõ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå [A1 × A2 × · · · × An] îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè:
A1 × A2 × · · · × An−1 × An = (A1 × A2 × · · · × An−1)× An

Òàêèì îáðàçîì, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ìíîæåñòâ � ýòî
ìíîæåñòâî ïàð (x , xn), ãäå x ∈ A1 × A2 × · · · × An−1, xn ∈ An. Èíûìè
ñëîâàìè, ýëåìåíò ýòîãî äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
((. . . ((x1, x2), x3) . . . , xn−1), xn), ãäå xi ∈ Ai . Äëÿ ïðîñòîòû åãî
îáîçíà÷àþò (x1, x2 . . . , xn−1, xn) è íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì
èç n ýëåìåíòîâ èëè êîðòåæåì äëèíû n.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà. Òîãäà èõ äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì [A× B] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð
{(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A1,A2, . . . ,An � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Èõ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå [A1 × A2 × · · · × An] îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè:
A1 × A2 × · · · × An−1 × An = (A1 × A2 × · · · × An−1)× An

Òàêèì îáðàçîì, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ìíîæåñòâ � ýòî
ìíîæåñòâî ïàð (x , xn), ãäå x ∈ A1 × A2 × · · · × An−1, xn ∈ An. Èíûìè
ñëîâàìè, ýëåìåíò ýòîãî äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
((. . . ((x1, x2), x3) . . . , xn−1), xn), ãäå xi ∈ Ai . Äëÿ ïðîñòîòû åãî
îáîçíà÷àþò (x1, x2 . . . , xn−1, xn) è íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì
èç n ýëåìåíòîâ èëè êîðòåæåì äëèíû n.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà. Òîãäà èõ äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì [A× B] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð
{(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A1,A2, . . . ,An � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Èõ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå [A1 × A2 × · · · × An] îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè:
A1 × A2 × · · · × An−1 × An = (A1 × A2 × · · · × An−1)× An

Òàêèì îáðàçîì, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ìíîæåñòâ � ýòî
ìíîæåñòâî ïàð (x , xn), ãäå x ∈ A1 × A2 × · · · × An−1, xn ∈ An. Èíûìè
ñëîâàìè, ýëåìåíò ýòîãî äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
((. . . ((x1, x2), x3) . . . , xn−1), xn), ãäå xi ∈ Ai . Äëÿ ïðîñòîòû åãî
îáîçíà÷àþò (x1, x2 . . . , xn−1, xn) è íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì
èç n ýëåìåíòîâ èëè êîðòåæåì äëèíû n.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñîîòâåòñòâèÿ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Áèíàðíûì ñîîòâåòñòâèåì
(îòíîøåíèåì) α ìåæäó è ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî A× B, ò.å. α ⊆ A× B.

Ïðèìåð

Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ:

(u,V ) ∈ U × B(U)⇔ u ∈ V

α = {(x , y) ∈ R2|y = sin(x)} è äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå
çàâèñèìîñòè

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñîîòâåòñòâèÿ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Áèíàðíûì ñîîòâåòñòâèåì
(îòíîøåíèåì) α ìåæäó è ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî A× B, ò.å. α ⊆ A× B.

(x , y) ∈ α áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå x α y .

Ïðèìåð

Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ:

(u,V ) ∈ U × B(U)⇔ u ∈ V

α = {(x , y) ∈ R2|y = sin(x)} è äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå
çàâèñèìîñòè

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñîîòâåòñòâèÿ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Áèíàðíûì ñîîòâåòñòâèåì
(îòíîøåíèåì) α ìåæäó è ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî A× B, ò.å. α ⊆ A× B.

Ïðèìåð

Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ:

(u,V ) ∈ U × B(U)⇔ u ∈ V

α = {(x , y) ∈ R2|y = sin(x)} è äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå
çàâèñèìîñòè

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ïðîèçâåäåíèå áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B,C � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, α � áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, β � áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è C . Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì îòíîøåíèé α è β
íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå γ = α ◦ β ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è
C òàêîå, ÷òî

γ = {(a, c) ∈ A× C | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ α, (b, c) ∈ β}

Ïðèìåð

α β
c1

c2

c3

c4

C

b1

b2

b3

b4

B

a1

a2

a3

a4

A

α ◦ β
c1

c2

c3

c4

C

a1

a2

a3

a4

A

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ïðîèçâåäåíèå áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B,C � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, α � áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, β � áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è C . Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì îòíîøåíèé α è β
íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå γ = α ◦ β ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è
C òàêîå, ÷òî

γ = {(a, c) ∈ A× C | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ α, (b, c) ∈ β}

Ïðîèçâåäåíèå áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé íåêîììóòàòèâíî, ò.å. αβ 6= βα

Ïðèìåð

α β
c1

c2

c3

c4

C

b1

b2

b3

b4

B

a1

a2

a3

a4

A

α ◦ β
c1

c2

c3

c4

C

a1

a2

a3

a4

A

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ïðîèçâåäåíèå áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A,B,C � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, α � áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, β � áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è C . Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì îòíîøåíèé α è β
íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå γ = α ◦ β ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è
C òàêîå, ÷òî

γ = {(a, c) ∈ A× C | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ α, (b, c) ∈ β}

Ïðèìåð

α β
c1

c2

c3

c4

C

b1

b2

b3

b4

B

a1

a2

a3

a4

A

α ◦ β
c1

c2

c3

c4

C

a1

a2

a3

a4

A

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îáðàòíîå áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü α � áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B. Òîãäà
îáðàòíûì ñîîòâåòñòâèåì α−1 ê α íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ìíîæåñòâàìè B è A òàêîå, ÷òî

α−1 = {(b, a) ⊆ B × A | (a, b) ∈ α}

Ïðèìåð

α = {(x , y) ∈ [−π
2
,
π

2
]× [−1, 1] | y = sin(x)}

α−1 = {(x , y) ∈ [−1, 1]× [−π
2
,
π

2
] | y = arcsin(x)}

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áèíàðíûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bm} � äâà êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâà, α � áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó A è B. Òîãäà
ìàòðèöåé ñîîòâåòñòâèÿ α íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà R = (rij), èìåþùàÿ n
ñòðîê è m ñòîëáöîâ, ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1}, êîòîðàÿ
çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó:

rij =

{
1, åñëè (ai , bj) ∈ α;
0, èíà÷å.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A = { Äóíàé, Àìàçîíêà, Ðåéí } è B = {
Ãåðìàíèÿ, Ôðàíöèÿ, Êèòàé, Ðóìûíèÿ }. Ïóñòü α � áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B òàêîå, ÷òî x α y òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåêà x ïðîòåêàåò ïî òåððèòîðèè ñòðàíû y . Òîãäà
ìàòðèöà îòíîøåíèÿ α âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ã Ô Ê Ð
Ä 1 0 0 1
À 0 0 0 0
Ð 1 1 0 0

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìàòðèöà îáðàòíîãî áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü α ⊆ A× B. Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α−1 ⊆ B × A íàçûâàåòñÿ
îáðàòíûì äëÿ α, åñëè (a, b) ∈ α⇔ (b, a) ∈ α−1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà:

Ëåììà 1

Ïóñòü Rn×m � ìàòðèöà áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ α. Òîãäà ìàòðèöà
áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ α−1 ðàâíà RT .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëèì ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì (çíàê
îïåðàöèè îñòàâèì ïðåæíèì):
0 + 0 = 0 1 + 0 = 0 + 1 = 1 1 + 1 = 1

Ïóñòü Rn×m è Sm×k � ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1}.
Îïðåäåëèì íîâîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö T = RS (çíàê îïåðàöèè
îïÿòü îñòàâèì ïðåæíèì), êàê îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, ò.å.
tij =

∑m
p=1 ripspj , ãäå ïðîèçâåäåíèå îáû÷íîå, à ñëîæåíèå � òà

îïåðàöèÿ, ÷òî îïðåäåëåíà âûøå.

Ëåììà 2

Ïóñòü R � ìàòðèöà áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ α ⊆ A×B, S � ìàòðèöà
áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ β ⊆ B × C . Òîãäà ìàòðèöà T áèíàðíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ γ = α ◦ β ⊆ A× C ðàâíà RS .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëèì ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì (çíàê
îïåðàöèè îñòàâèì ïðåæíèì):
0 + 0 = 0 1 + 0 = 0 + 1 = 1 1 + 1 = 1
Ïóñòü Rn×m è Sm×k � ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1}.
Îïðåäåëèì íîâîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö T = RS (çíàê îïåðàöèè
îïÿòü îñòàâèì ïðåæíèì), êàê îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, ò.å.
tij =

∑m
p=1 ripspj , ãäå ïðîèçâåäåíèå îáû÷íîå, à ñëîæåíèå � òà

îïåðàöèÿ, ÷òî îïðåäåëåíà âûøå.

Ëåììà 2

Ïóñòü R � ìàòðèöà áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ α ⊆ A×B, S � ìàòðèöà
áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ β ⊆ B × C . Òîãäà ìàòðèöà T áèíàðíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ γ = α ◦ β ⊆ A× C ðàâíà RS .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëèì ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì (çíàê
îïåðàöèè îñòàâèì ïðåæíèì):
0 + 0 = 0 1 + 0 = 0 + 1 = 1 1 + 1 = 1
Ïóñòü Rn×m è Sm×k � ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1}.
Îïðåäåëèì íîâîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö T = RS (çíàê îïåðàöèè
îïÿòü îñòàâèì ïðåæíèì), êàê îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, ò.å.
tij =

∑m
p=1 ripspj , ãäå ïðîèçâåäåíèå îáû÷íîå, à ñëîæåíèå � òà

îïåðàöèÿ, ÷òî îïðåäåëåíà âûøå.

Ëåììà 2

Ïóñòü R � ìàòðèöà áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ α ⊆ A×B, S � ìàòðèöà
áèíàðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ β ⊆ B × C . Òîãäà ìàòðèöà T áèíàðíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ γ = α ◦ β ⊆ A× C ðàâíà RS .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó T = RS è ïîêàæåì, ÷òî tij = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (ai , cj) ∈ γ.

Çàìåòèì, ÷òî tij =
∑m

p=1 ripspj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé
ñóììå åñòü õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ðàâíî 1. Ïóñòü ýòî
ñëàãàåìîå riqsqj . Òîãäà

riqsqj = 1⇔ riq = 1 è sqj = 1⇔ (ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β

Òàê êàê γ = α ◦ β = {(ai , cj) | ∃bq, (ai , bq) ∈ α, (bq, cj) ∈ β}, òî

(ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β ⇔ (ai , cj) ∈ γ

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà T ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
γ.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó T = RS è ïîêàæåì, ÷òî tij = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (ai , cj) ∈ γ.
Çàìåòèì, ÷òî tij =

∑m
p=1 ripspj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé

ñóììå åñòü õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ðàâíî 1. Ïóñòü ýòî
ñëàãàåìîå riqsqj .

Òîãäà

riqsqj = 1⇔ riq = 1 è sqj = 1⇔ (ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β

Òàê êàê γ = α ◦ β = {(ai , cj) | ∃bq, (ai , bq) ∈ α, (bq, cj) ∈ β}, òî

(ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β ⇔ (ai , cj) ∈ γ

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà T ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
γ.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó T = RS è ïîêàæåì, ÷òî tij = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (ai , cj) ∈ γ.
Çàìåòèì, ÷òî tij =

∑m
p=1 ripspj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé

ñóììå åñòü õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ðàâíî 1. Ïóñòü ýòî
ñëàãàåìîå riqsqj . Òîãäà

riqsqj = 1⇔ riq = 1 è sqj = 1⇔ (ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β

Òàê êàê γ = α ◦ β = {(ai , cj) | ∃bq, (ai , bq) ∈ α, (bq, cj) ∈ β}, òî

(ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β ⇔ (ai , cj) ∈ γ

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà T ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
γ.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó T = RS è ïîêàæåì, ÷òî tij = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (ai , cj) ∈ γ.
Çàìåòèì, ÷òî tij =

∑m
p=1 ripspj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé

ñóììå åñòü õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ðàâíî 1. Ïóñòü ýòî
ñëàãàåìîå riqsqj . Òîãäà

riqsqj = 1⇔ riq = 1 è sqj = 1⇔ (ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β

Òàê êàê γ = α ◦ β = {(ai , cj) | ∃bq, (ai , bq) ∈ α, (bq, cj) ∈ β}, òî

(ai , bq) ∈ α è (bq, cj) ∈ β ⇔ (ai , cj) ∈ γ

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà T ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
γ.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñâîéñòâà áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè

ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ∀a ∈ A ∃b ∈ B : (a, b) ∈ α.

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè
∀a ∈ A, b1, b2 ∈ B åñëè (a, b1) ∈ α è (a, b2) ∈ α, òî b1 = b2.

Ïðèìåð

Ã Ô Ê Ð
Ä 1 0 0 1
A 0 0 0 0
Ð 1 1 0 0

Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì.
Îíî òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûì.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñâîéñòâà áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè

ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ∀a ∈ A ∃b ∈ B : (a, b) ∈ α.

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè
∀a ∈ A, b1, b2 ∈ B åñëè (a, b1) ∈ α è (a, b2) ∈ α, òî b1 = b2.

Ïðèìåð

Ã Ô Ê Ð
Ä 1 0 0 1
A 0 0 0 0
Ð 1 1 0 0

Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì.
Îíî òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûì.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñâîéñòâà áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè

ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ∀a ∈ A ∃b ∈ B : (a, b) ∈ α.

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè
∀a ∈ A, b1, b2 ∈ B åñëè (a, b1) ∈ α è (a, b2) ∈ α, òî b1 = b2.

Ïðèìåð

Ã Ô Ê Ð
Ä 1 0 0 1
A 0 0 0 0
Ð 1 1 0 0

Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì.

Îíî òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûì.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñâîéñòâà áèíàðíûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè

ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ∀a ∈ A ∃b ∈ B : (a, b) ∈ α.

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè
∀a ∈ A, b1, b2 ∈ B åñëè (a, b1) ∈ α è (a, b2) ∈ α, òî b1 = b2.

Ïðèìåð

Ã Ô Ê Ð
Ä 1 0 0 1
A 0 0 0 0
Ð 1 1 0 0

Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì.
Îíî òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûì.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îòîáðàæåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå f ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè A è B
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì (ôóíêöèåé), åñëè îíî ïîëíîå è
ôóíêöèîíàëüíîå.

Â ýòîì ñëó÷àå f : A→ B, à òàêæå âìåñòî (a, b) ∈ f ïèøóò f (a) = b
(âåäü òàêîé ýëåìåíò b íàéäåòñÿ è áóäåò åäèíñòâåííûì).

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ⊆ A× B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè
∀a1, a2 ∈ A b ∈ B åñëè (a1, b) ∈ α è (a2, b) ∈ α, òî a1 = a2.

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå ñîîòâåòñòâèå α ⊆ A× B íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè
∀b ∈ B ∃a ∈ A : (a, b) ∈ α

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áèåêöèè è îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå f : A→ B íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè îíî èíúåêòèâíî è
ñþðúåêòèâíî.

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå f : A→ B îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêöèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå f −1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ò.å. f −1 ïîëíî è
ôóíêöèîíàëüíî.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïîëíîòû äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B ∃a ∈ A : (b, a) ∈ f −1 ⇔ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : (a, b) ∈ f .

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå ñþðúåêòèâíîñòè äëÿ f .
Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B, a1, a2 ∈ A åñëè (b, a1) è (b, a2) ∈ f −1, òî a1 = a2 ⇔
⇔ ∀a1, a2 ∈ A, b ∈ B åñëè (a1, b) è (a2, b) ∈ f , òî a1 = a2.

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áèåêöèè è îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå f : A→ B îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêöèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå f −1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ò.å. f −1 ïîëíî è
ôóíêöèîíàëüíî.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïîëíîòû äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B ∃a ∈ A : (b, a) ∈ f −1 ⇔ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : (a, b) ∈ f .

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå ñþðúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B, a1, a2 ∈ A åñëè (b, a1) è (b, a2) ∈ f −1, òî a1 = a2 ⇔

⇔ ∀a1, a2 ∈ A, b ∈ B åñëè (a1, b) è (a2, b) ∈ f , òî a1 = a2.

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áèåêöèè è îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå f : A→ B îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêöèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå f −1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ò.å. f −1 ïîëíî è
ôóíêöèîíàëüíî.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïîëíîòû äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B ∃a ∈ A : (b, a) ∈ f −1 ⇔ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : (a, b) ∈ f .

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå ñþðúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B, a1, a2 ∈ A åñëè (b, a1) è (b, a2) ∈ f −1, òî a1 = a2 ⇔

⇔ ∀a1, a2 ∈ A, b ∈ B åñëè (a1, b) è (a2, b) ∈ f , òî a1 = a2.

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áèåêöèè è îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå f : A→ B îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêöèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå f −1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ò.å. f −1 ïîëíî è
ôóíêöèîíàëüíî.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïîëíîòû äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B ∃a ∈ A : (b, a) ∈ f −1 ⇔ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : (a, b) ∈ f .

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå ñþðúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B, a1, a2 ∈ A åñëè (b, a1) è (b, a2) ∈ f −1, òî a1 = a2 ⇔

⇔ ∀a1, a2 ∈ A, b ∈ B åñëè (a1, b) è (a2, b) ∈ f , òî a1 = a2.

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Áèåêöèè è îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå f : A→ B îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêöèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå f −1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ò.å. f −1 ïîëíî è
ôóíêöèîíàëüíî.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïîëíîòû äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B ∃a ∈ A : (b, a) ∈ f −1 ⇔ ∀b ∈ B ∃a ∈ A : (a, b) ∈ f .

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå ñþðúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîñòè äëÿ f −1 : B → A

∀b ∈ B, a1, a2 ∈ A åñëè (b, a1) è (b, a2) ∈ f −1, òî a1 = a2 ⇔

⇔ ∀a1, a2 ∈ A, b ∈ B åñëè (a1, b) è (a2, b) ∈ f , òî a1 = a2.

Ïîëó÷èëè îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè äëÿ f .

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé

Óïðàæíåíèå.

Ëåììà 3

Ïóñòü f : A→ B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå f ◦ g ⊆ A× C òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : A→ B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ. Èõ êîìïîçèöèåé
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f ◦ g .

Óïðàæíåíèå.

Ëåììà 4

Êîìïîçèöèÿ áèåêöèé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé

Óïðàæíåíèå.

Ëåììà 3

Ïóñòü f : A→ B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå f ◦ g ⊆ A× C òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : A→ B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ. Èõ êîìïîçèöèåé
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f ◦ g .

Óïðàæíåíèå.

Ëåììà 4

Êîìïîçèöèÿ áèåêöèé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé

Óïðàæíåíèå.

Ëåììà 3

Ïóñòü f : A→ B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà áèíàðíîå
ñîîòâåòñòâèå f ◦ g ⊆ A× C òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : A→ B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ. Èõ êîìïîçèöèåé
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f ◦ g .

Óïðàæíåíèå.

Ëåììà 4

Êîìïîçèöèÿ áèåêöèé ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ

Ïóñòü J � (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, òîãäà ÷åðåç
{Aj}j∈J áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Aj .

Îïðåäåëåíèå

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
⋃

j∈J Aj = {x | ∃j ∈ J x ∈ Aj}
Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

⋂
j∈J Aj = {x | ∀j ∈ J x ∈ Aj}

Îïðåäåëåíèå

Áåñêîíå÷íûì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ {Ai}i∈I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
f : J →

⋃
j∈J Aj òàêèõ, ÷òî f (j) ∈ Aj . Èíûìè ñëîâàìè,∏

j∈J

Aj = {f : J →
⋃
j∈J

Aj | f (j) ∈ Aj}

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ

Ïóñòü J � (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, òîãäà ÷åðåç
{Aj}j∈J áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Aj .

Îïðåäåëåíèå

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
⋃

j∈J Aj = {x | ∃j ∈ J x ∈ Aj}

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
⋂

j∈J Aj = {x | ∀j ∈ J x ∈ Aj}

Îïðåäåëåíèå

Áåñêîíå÷íûì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ {Ai}i∈I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
f : J →

⋃
j∈J Aj òàêèõ, ÷òî f (j) ∈ Aj . Èíûìè ñëîâàìè,∏

j∈J

Aj = {f : J →
⋃
j∈J

Aj | f (j) ∈ Aj}

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ

Ïóñòü J � (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, òîãäà ÷åðåç
{Aj}j∈J áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Aj .

Îïðåäåëåíèå

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
⋃

j∈J Aj = {x | ∃j ∈ J x ∈ Aj}
Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

⋂
j∈J Aj = {x | ∀j ∈ J x ∈ Aj}

Îïðåäåëåíèå

Áåñêîíå÷íûì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ {Ai}i∈I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
f : J →

⋃
j∈J Aj òàêèõ, ÷òî f (j) ∈ Aj . Èíûìè ñëîâàìè,∏

j∈J

Aj = {f : J →
⋃
j∈J

Aj | f (j) ∈ Aj}

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îïåðàöèè íàä áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ

Ïóñòü J � (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, òîãäà ÷åðåç
{Aj}j∈J áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Aj .

Îïðåäåëåíèå

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
⋃

j∈J Aj = {x | ∃j ∈ J x ∈ Aj}
Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

⋂
j∈J Aj = {x | ∀j ∈ J x ∈ Aj}

Îïðåäåëåíèå

Áåñêîíå÷íûì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ {Ai}i∈I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
f : J →

⋃
j∈J Aj òàêèõ, ÷òî f (j) ∈ Aj . Èíûìè ñëîâàìè,∏

j∈J

Aj = {f : J →
⋃
j∈J

Aj | f (j) ∈ Aj}

Ìèõàéëîâà È.À. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ


