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Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà

Êàêîâû ñêîðîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðåïåðà Ôðåíå ïðè äâèæåíèè ðåïåðà
âäîëü êðèâîé? Ïðèâåäåì òåîðåìó Ôðåíå-Æîðäàíà áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà

Ïóñòü α : I −→ Rm � êðèâàÿ îáùåãî âèäà,
{(α(t);E 1(t),E 2(t), . . . ,Em)(t)|t ∈ I} � åå ðåïåð Ôðåíå. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ãëàäêèå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè k1, . . . , km−1 : I −→ R òàêèå ÷òî ïðè âñåõ t ∈ I
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1)



α̇ = |α̇|E 1,

Ė 1 = |α̇|k1E 2,
...................................................

Ė i = |α̇|(−ki−1E i−1 + kiE i+1) (i = 2, . . . ,m − 1),
...............................................................

Ėm = −|α̇|km−1Em−1.

(2) k1(t) > 0, k2(t) > 0, . . . , km−2(t) > 0 è ki (t) =
〈Ė i ,E i+1〉
|α̇(t)|

Âûïèñàííûå òîëüêî ÷òî ôîðìóëû 1) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ôðåíå.
Ôóíêöèè k1, . . . , km−1 íàçûâàþòñÿ êðèâèçíàìè êðèâîé α.
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Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ôîðìóëû Ôðåíå âûãëÿäÿò òàê:

(Ė 1, Ė 2, . . . , Ėm) = (1)

= |α̇|(E 1,E 2, . . . ,Em) ·


0 −k1 0 . . . 0 0
k1 0 −k2 . . . 0 0
0 k2 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 −km−1
0 0 0 . . . km−1 0

 =

= (E 1,E 2, . . . ,Em)ω(t).

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöà ω(t) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êðèâèçí.

Ìàòðèöà |α̇| · ω(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà (E 1(t),E 2(t), . . . ,Em(t)) ê ñèñòåìå âåêòîðîâ ïðîèçâîäíûõ
(Ė1(t), Ė2(t), . . . , Ėm(t)) (êîòîðàÿ íå îáÿçàíà áûòü áàçèñîì). Ìàòðèöà
êðèâèçí ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé.
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Ñâîéñòâà áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçí êðèâîé îáùåãî âèäà

Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè á.Ôðåíå è êðèâèçí îòí. çàìåíû ïàðàìåòðà

Ïóñòü α : I −→ Rm � êðèâàÿ îáùåãî âèäà, E 1, E 2, . . ., Em � áàçèñ Ôðåíå,
k1, k2, . . ., km � êðèâèçíû α. Åñëè ϕ : J −→ I � çàìåíà ïàðàìåòðà,
ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ (ϕ̇(θ) > 0 ïðè âñåõ θ ∈ J), òî β = α(ϕ(θ)) �
êðèâàÿ îáùåãî âèäà è áàçèñ Ôðåíå êðèâîé β èìååò âèä Ẽ 1 = E 1(ϕ(θ)),
Ẽ 2 = E 2(ϕ(θ)), . . ., Ẽm = Em(ϕ(θ)), à åå êðèâèçíû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
k̃1 = k1(ϕ(θ)), k̃2 = k2(ϕ(θ)),. . ., k̃m = km(ϕ(θ)).

Òàê êàê [β̇, β̈, . . . , β(m−1)] = [α̇, α̈, . . . , α(m−1)]


ϕ̇ ∗

ϕ̇2

. . .

0 ϕ̇m−1

,
âåêòîðû [β̇, β̈, . . . , β(m−1)] â ìîìåíò θ è [α̇, α̈, . . . , α(m−1)] â ìîìåíò t = ϕ(θ)
îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå îðôëàã. Ïîñêîëüêó ïåðâûå m − 1 âåêòîðîâ
áàçèñà Ôðåíå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó,
ïîðîæäàþùóþ ýòîò îðôëàã, è òàêàÿ ñèñòåìà åäèíñòâåííà, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Ẽ 1 = E 1(ϕ(θ)), Ẽ 2 = E 2(ϕ(θ)), . . ., Ẽm−1 = Em−1(ϕ(θ)). Ñëåäîâàòåëüíî,
Ẽm = Em(ϕ(θ)).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 8



Ñâîéñòâà áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçí êðèâîé îáùåãî âèäà

Òàê êàê ϕ̇(θ) > 0, íà îñíîâàíèè ôîðìóë Ôðåíå èìååì k̃i (θ) =
〈 ˙̃E i , Ẽ i+1〉
|β̇(θ)|

=

〈Ė i (ϕ(θ))ϕ̇(θ),E i+1(ϕ(θ))〉
|α̇(ϕ(θ))ϕ̇(θ)| =

ϕ̇(θ)

ϕ̇(θ)

〈Ė i (ϕ(θ)),E i+1(ϕ(θ))〉
|α̇(ϕ(θ))| = ki (ϕ(θ)).

Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçí îòíîñèòåëüíî
äâèæåíèÿ

Ïóñòü A � äâèæåíèå â Rm, Ap = p0 + ~A(p − 0), det( ~A) = 1, α : I −→ Rm

� êðèâàÿ îáùåãî âèäà, α̃ = Aα. Äîêàçàòü, ÷òî α̃ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êðèâîé
îáùåãî âèäà, Ẽ i = ~AE i , k̃i = ki , i = 1, 2, . . . ,m.
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Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà íà ïëîñêîñòè

Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà äëÿ ïëîñêîñòè

(Ė 1, Ė 2) = |α̇|(E1,E2) ·
(
0 −k1
k1 0

)
,{

Ė 1 = |α̇|k1E 2

Ė 2 = −|α̇|k1E 1

Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà äëÿ n = 2 äîêàçàíà â Ëåêöèè 5.
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Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà Ôðåíå-Æîðäàíà äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

(1) (Ė 1, Ė 2, Ė 3) = |α̇|(E 1,E 2,E 3) ·

 0 −k1 0
k1 0 −k2
0 k2 0




Ė 1 = |α̇|k1E 2,

Ė 2 = |α̇|(−k1E 1 + k3E 3)

Ė 3 = −|α̇|k2E 2,

(2) k1(t) > 0, è ki (t) =
〈Ė i ,E i+1〉
|α̇(t)| , i ∈ {1, 2}
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôðåíå-Æîðäàíà äëÿ n=3 è Ê1Ñ

Äîêàæåì òåîðåìó Ôðåíå-Æîðäàíà äëÿ n = 3 äëÿ êðèâîé åäèíè÷íîé
ñêîðîñòè α(t) (|α̇| = 1).

Ïî îïðåäåëåíèþ ðåïåðà Ôðåíå èìååì α̇= E 1.

Òàê êàê E 1(t),E 2(t),E 3(t) � áàçèñ R3, ðàçëîæèì Ė j(t) ïî ýòîìó áàçèñó:

Ė j(t) =
3∑

i=1

ωi
j (t)E i (t)

Íàéäåì ìàòðèöó ω(t) = (ωi
j (t)) (i �íîìåð ñòðîêè, j � íîìåð ñòîëáöà).

Ïîëîæèì X (t) = [E 1(t),E 2(t),E 3(t)] (ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 3).

Èìååì Ẋ = Xω(t), ò.å.

[Ė 1(t), Ė 2(t), Ėm(t)] = [E 1(t),E 2(t),Em(t)]

 ω1

1(t) ω1

2(t) ω1

m(t)
ω2

1(t) ω2

2(t) ω2

3(t)
ω3

1(t) ω3

2(t) ω3

3(t)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ôðåíå-Æîðäàíà äëÿ n=3

〈Ė j ,E i 〉 = ωi
j (t)

Ñëåäîâàòåëüíî, ωi
j (t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Ìàòðèöà X ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, òàê êàê åå ñòîëáöû îáðàçóþò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òàêèì îáðàçîì,

X
T · X = Im. (2)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (2) ïî T è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

Ẋ
T
= ωT · XT , ïîëó÷àåì

O3 = Ẋ
T · X + X

T · Ẋ = ωT · XT · X + X
T · X · ω = ωT + ω

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ω êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å.

ωi
j = −ωj

i , ωi
i = 0 (3)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ôðåíå-Æîðäàíà

Êðèâàÿ α(t)− Ê1Ñ, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð α̈(t) = Ė 1(t) ïåðïåíäèêóëÿðåí
âåêòîðó α̇(t) = E 1(t), ò.å. êîëëèíåàðåí âåêòîðó E 2(t).

Ïîýòîìó Ė 1(t) = ω2

1(t)E 2(t).

Çíà÷èò,

ω(t) =

 0 −ω2

1(t) 0
ω2

1(t) 0 −ω3

2(t)
0 ω3

2(t) 0


Ïîëîæèì k1(t) = ω2

1(t), k2(t) = ω3

2(t). ßñíî, ÷òî k1(t), k2(t) � ãëàäêèå
ôóíêöèè.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.
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Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ôðåíå-Æîðäàíà

Äîêàæåì, óòâåðæäåíèå (2).

Ïî îïðåäåëåíèþ ðåïåðà Ôðåíå êðèâîé α(t) ñèñòåìà âåêòîðîâ (E 1(t),E 2(t))
ïîðîæäàåò òîò æå îðôëàã, ÷òî è ñèñòåìà âåêòîðîâ (α̇, α̈) = (E 1(t), Ė 1(t)).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû Ė 1(t) è E 2(t) ñîíàïðàâëåíû.

Ïîýòîìó Ė 1(t) = k1(t)E 2(t), ãäå k1(t) > 0.

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà E 2(t), ïîëó÷àåì: k1(t) = 〈Ė 1,E 2〉.

À óìíîæàÿ ðàâåíñòâî Ė 2(t) = −k1(t)E 1(t) + k2(t)E 3(t) íà E 3(t), èìååì
k2(t) = 〈Ė 2(t),E 3(t)〉.

Óòâåðæäåíèå (2) òåîðåìû, à âìåñòå ñ íèì è ñàìà òåîðåìà äîêàçàíû.

Çàìåòèì, ÷òî ïðî çíàê êðèâèçíû k2 íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ, òàê êàê âåêòîð
E 3 ïîëó÷àåòñÿ íå ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè.
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Êðèâèçíû êðèâûõ îáùåãî âèäà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà

Ïóñòü α � ÊÎÏ. Òîãäà

k1 =
|α̇× α̈|
|α̇|3

k2 =
det[α̇, α̈, ˙̈α]

|α̇× α̈|2

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó êðèâèçíû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðà, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β � Ê1Ñ. Òîãäà
α̇ = E1, α̈ = Ė1 = k1 E2, |α̇| = 1⇒ α̇× α̈ = k1 E1×E2 = k1 E3, |α̇× α̈| = k1....
α = k̇1 E2 + k1 Ė2 = k̇1 E2 + k1 (−k1 E1 + k2 E3) = −k21 E1 + k̇1 E2 + k1 k2 E3.

(α̇, α̈,
...
α) = (α̇× α̈, ...α) = k21 k2 ⇒ k2 =

(α̇× α̈, ...α)
k2
1

=
(α̇× α̈, ...α)
(α̇× α̈)2 =

=
det[α̇, α̈, ˙̈α]

|α̇× α̈|2 .
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà ëîêàëüíîé òåîðèè êðèâûõ

Òåîðåìà îá èçîìåòðè÷íîñòè êðèâûõ ñ îäèíàêîâûìè êðèâèçíàìè è
àáñîëþòíûìè ñêîðîñòÿìè

Ïóñòü α, α̃ : I −→ Rm � äâå êðèâûå îáùåãî âèäà, |α̇| = | ˙̃α|, k̃i = ki ,
i = 1, . . . ,m − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äâèæåíèå A àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà Rm, ÷òî α̃ = Aα.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà

Ïóñòü I � èíòåðâàë â R, 0 ∈ R, k1, . . . , km−1 : I −→ R � ãëàäêèå ôóíêöèè,
ïðè÷åì k1(s) > 0, . . . , km−2(s) > 0 äëÿ ëþáîãî s ∈ I . Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ îáùåãî âèäà åäèíè÷íîé ñêîðîñòè α : I −→ Rm òàêàÿ
÷òî α(0) = (0, 0, . . . , 0), (E 1(0),E 2(0), . . . ,Em(0)) = (e1, e2, . . . , em),
k1, . . . , km−1 � êðèâèçíû êðèâîé α.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà �î ïîñëåäíåé êðèâèçíå"

Òåîðåìà

Ïóñòü α : I −→ Rm � êðèâàÿ îáùåãî âèäà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
(1) îáðàç α ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè;
(2) det([α̇, α̈, . . . , α(m)]) ≡ 0;
(3) km−1 ≡ 0.

Òåîðåìà â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü α : I −→ R3 �áèðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
(1) îáðàç α ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè;
(2) det([α̇, α̈,

...
α ]) ≡ 0;

(3) k2 ≡ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �î ïîñëåäíåé êðèâèçíå"â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå

Äîêàæåì, ÷òî èç (1) ñëåäóåò (2). Ïóñòü 〈q − p0, n〉 = 0 � óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îáðàç êðèâîé α. Â êà÷åñòâå p0 ìîæåò áûòü âçÿòà
ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Ïóñòü p0 = α(t0) äëÿ íåêîòîðîãî t0 ∈ I . Èìååì
〈α(t)− α(t0), n〉 ≡ 0. Äèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî:
〈α̇, n〉 ≡ 0, 〈α̈, n〉 ≡ 0, 〈...α, n〉 ≡ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, α̇, α̈,

...
α ∈ 〈n〉⊥. Òàê êàê dim〈n〉⊥ = 2, âåêòîðû α̇, α̈,

...
α

ëèíåéíî çàâèñèìû, è ïîòîìó det([α̇, α̈,
...
α ]) ≡ 0.

Èç (2) ñëåäóåò (3) â ñèëó ôîðìóëû (2) âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû k2
(êðó÷åíèÿ) äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì.ðèñ.3).

Äîêàæåì, ÷òî èç (3) ñëåäóåò (1). Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ Ôðåíå
Ė 3 = −|α̇|k2E 2 â ñèëó óñëîâèÿ k2 ≡ 0 ïîëó÷àåì Ė 3 ≡ 0, ò.å. E 3(t) = const.
Èìååì α̇ ‖ E 1, ïîýòîìó 〈α̇,E 3〉 = 0.
Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì 〈α(t)− α(t0),E 3〉 = const. Ïðè t = t0 ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç êðèâîé α ëåæèò â
ãèïåðïëîñêîñòè 〈p − α(t0),E 3〉 = 0. (ñì.ðèñ.4).
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Èëëþñòàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïîñëåäíåé êðèâèçíå

Ðèñ.: 3
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Èëëþñòàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïîñëåäíåé êðèâèçíå

Ðèñ.: 4
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Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ êðèâîé åäèíè÷íîé ñêîðîñòè 1) Ė1 = k1E2 ⇒ |Ė1| = |k1| = k1 �
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà E1, ò.å. ñêîðîñòü âðàùåíèÿ íîðìàëüíîé
ïëîñêîñòè;

2) Àíàëîãè÷íî, |Ė3| = |k2| � ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà E3, ò.å. ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè;
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