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Îïðåäåëåíèå ðåïåðà Ôðåíå

Ïóñòü çàäàíà ïëîñêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ α : I → R2.
Îáîçíà÷èì E1(t) =

α̇(t)
|α̇(t)| ; E2(t) = J(E1(t)),

ãäå J : R2 → R2 � ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà π
2
.

E1(t)

E2(t)

α(t)

Ė1(t)
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Îïðåäåëåíèå ðåïåðà Ôðåíå è êðèâèçíà

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñîì Ôðåíå íàçûâàåòñÿ ÎÍÁ,
îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè (E1(t),E2(t)) ; (α(t),E1(t),E2(t)) � ðåïåð Ôðåíå.

Âåêòîð-ôóíêöèè E1(t),E2(t) � ãëàäêèå, ïðè÷åì
|E1(t)| ≡ 1⇒ E 2

1 ≡ 1 ⇒ 2〈E1, Ė1〉 ≡ 0 ⇒
⇒ E1(t) ⊥ Ė1(t) ⇒ Ė1(t) ‖ E2(t) ⇒ Ė1(t) = λ(t)E2(t) ⇒
λ(t) = 〈Ė1(t),E2(t)〉 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå
.
Êðèâèçíîé êðèâîé α â ìîìåíò âðåìåíè t (â òî÷êå α(t)) íàçûâàåòñÿ:

k(t) =
λ(t)

|α̇(t)| =
〈Ė1,E2〉
|α̇|
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Óðàâíåíèÿ Ôðåíå-Ñåððå

Òåîðåìà (óðàâíåíèÿ Ôðåíå)

Ïóñòü α : I → R2 � ïëîñêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è (E1(t),E2(t)) � å¼ áàçèñ
Ôðåíå. Òîãäà:

1 Ė1(t) = |α̇(t)| · k(t) · E2(t)

2 Ė2(t) = − |α̇(t)| · k(t) · E1(t)

3 k(t) = det[α̇(t),α̈(t)]

|α̇(t)|3

Óðàâíåíèÿ 1 è 2 íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ôðåíå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ė1 = λE2 = |α̇| k E2 (ïî îïðåäåëåíèþ).
2. E2 = J (E1) = [J]E1 ⇒ Ė2 = [J] |α̇| k E2 = |α̇| k [J] E2 = |α̇| k J (E2) =
− |α̇| k E1.

3. α̇ = |α̇| E1 ⇒ α̈ = |α̇|· E1 + |α̇|2 k E2 ⇒ det [α̇, α̈] =

det
[
α̇, |α̇|· E1 + |α̇|2 k E2

]
= det

[
|α̇|E1, |α̇|· E1

]
+ det

[
|α̇|E1, |α̇|2 k E2

]
=

|α̇| · |α̇|· det [E1,E1] + |α̇|3 k det [E1,E2]⇒ det [α̇, α̈] = |α̇|3 k.
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Èíâàðèàíòíîñòü áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçíû

Óòâåðæäåíèå(îá èíâàðèàíòíîñòè áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî
ïîëîæèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè)

Áàçèñ Ôðåíå è êðèâèçíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.
À èìåííî, ïóñòü β(θ) = α(ϕ(θ)), ãäå t = ϕ(θ) � ñòðîãàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà

(ϕ̇(θ) > 0). Òîãäà: åñëè
(
Ẽ1(θ), Ẽ2(θ)

)
� áàçèñ Ôðåíå êðèâîé

β : J → R2; ϕ(θ) : J → I , òî

Ẽ1(θ) = E1(ϕ(θ))
Ẽ2(θ) = E2(ϕ(θ))
kβ(θ) = kα(ϕ(θ))
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Èíâàðèàíòíîñòü áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçíû. Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, β̇(θ) = α̇(ϕ(θ)) · ϕ̇(θ). Ñëåäîâàòåëüíî,

Ẽ1(θ) =
β̇(θ)

|β̇(θ)|
=

α̇(ϕ(θ)) · ϕ̇(θ)
|α̇(ϕ(θ))| · |ϕ̇(θ)| =

α̇(ϕ(θ))

|α̇(ϕ(θ))| = E1(ϕ(θ))

Cëåäîâàòåëüíî,

Ẽ2(θ) = J(Ẽ1(θ)) = J(E1(ϕ(θ)) = E2(ϕ(θ))

Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà β̈(θ) = α̈(θ)ϕ̇(θ)2 + α̇(θ)ϕ̈(θ) è ôîðìóëû (3) èç
òåîðåìû (óðàâíåíèÿ Ôðåíå) ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî
kβ(θ) = kα(ϕ(θ)) (óïðàæíåíèå, 1á).
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Èíâàðèàíòíîñòü áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçíû

Óòâåðæäåíèå(îá èíâàðèàíòíîñòè áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî
äâèæåíèÿ).

Áàçèñ Ôðåíå è êðèâèçíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ.
À èìåííî, ïóñòü β(t) = A(α(t)), ãäå α : I → R2; t ∈ I - ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ,

A(p) = p0 + A(
−→
Op) � äâèæåíèå, A � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð. Òîãäà åñëè

(Ẽ1(t), Ẽ2(t) � áàçèñ Ôðåíå êðèâîé β, òî

Ẽ1(t) = A(E1(t))
Ẽ2(t) = A(E(t))
kβ(t) = kα(t)
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Èíâàðèàíòíîñòü áàçèñà Ôðåíå è êðèâèçíû

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, β(t) = p0 + A(α(t)), β̇(t) = A(α̇(t)). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α � K1Ñ.

Ñëåäîâàòåëüíî, |α̇(t)| = 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ I è E1(t) = α̇(t).

Êðîìå òîãî |β̇(t)| = |A(α̇(t))| = 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ I è E1(t) = α̇(t)
(îïåðàòîð A îðòîãîíàëüíûé è ñîõðàíÿåò äëèíó âåêòîðîâ).

Çíà÷èò, Ẽ1(t) = β̇(t) = A(α̇(t)) = A(E1),
Ẽ2(t) = J(Ẽ1) = JA(E1) = AJ(E1) = A(E2) (îïåðàòîðû A è J � îïåðàòîðû
ïîâîðîòà).

Ôîðìóëó kβ(t) = kα(t) äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî (óïðàæíåíèå, 1á). Ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå.
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Î íàòóðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïëîñêîé êðèâîé

Òåîðåìà (î íàòóðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïëîñêîé êðèâîé)
.
Ïóñòü k : I → R - íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè
M(x0, y0) ∈ R2 è θ0 ∈ [0, 2π] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ Ê1Ñ α = α(s), s ∈ I
( ̂ îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà):

1 k(s) � êðèâèçíà α(s);

2 α(s0) = (x0, y0);

3 ̂α̇(s0)Ox = θ0 äëÿ s0 ∈ I .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ïî óðàâíåíèÿì Ôðåíå Ė1 = k · E2 = k · J E1, ãäå

J � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà
π

2
. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
Ė1 = k(s)J E1

E1(s0) = (cos θ0, sin θ0)
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Î íàòóðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïëîñêîé êðèâîé

e1

e2

0 x

y

x0

y0

E1(s0)
E2(s0)

α(s0)

θ0
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Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê ýòî ñèñòåìà ËÄÓ ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî îíà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
èç ðàâåíñòâà α̇(s) = E1(s) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà êðèâàÿ

α(s) =
s∫

s0

E1(ξ) dξ + α(s0).

Åäèíñòâåííîñòü. Ìîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü è íåïîñðåäñòâåííî
èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ôðåíå. Ïóñòü α(s) � îïèñàííàÿ â òåîðåìå Ê1Ñ,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé òîëüêî ÷òî äîêàçàíî, (E1(s),E2(s)) � áàçèñ Ôðåíå
íà ýòîé êðèâîé.

Ââåäåì ôóíêöèþ θ(s) = ̂E1(s)Ox = ̂α̇(s)Ox .
Òîãäà E1(s) = α̇(s) = (cos θ(s), sin θ(s)),E2(s) = (− sin θ(s), cos θ(s))
Ė1(s) = (− sin θ(s) · θ̇(s), cos θ(s) · θ̇(s)) = θ̇(s) · E2(s)
Ė1(s) = |α̇(s)| · k(s) · E2(s) = k(s) · E2(s)⇒ k(s) = θ̇(s), E1 = α̇ =
(cos θ, sin θ); α̇ = (ẋ , ẏ)
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Î íàòóðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïëîñêîé êðèâîé (èëëþñòðàöèÿ)

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 5



Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ
êðèâîé):

Íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

1 θ(s) =
∫ s

s0
k(ξ) dξ + θ0

2 x(s) =
∫ s

s0
cos θ(ξ) dξ + x0

3 y(s) =
∫ s

s0
sin θ(ξ) dξ + y0,

êîòîðûå îïðåäåëÿþò êðèâóþ îäíîçíà÷íî.

β̇

β̈

F

Ðèñ.: 1
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Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

1) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû. Êðèâèçíà Ê1Ñ � ýòî óãëîâàÿ

ñêîðîñòü ïîâîðîòà êàñàòåëüíîé: k(s) = θ̇(s), ãäå θ(s) = ̂E1(s)Ox .

2) Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû. Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êðèâèçíû Ê1Ñ
ðàâíî ìîäóëþ öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ: |k(s)| = |β̈(s)| (ñì. ðèñ.1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ė1 = β̈ ⇒
∣∣∣Ė1

∣∣∣ = |k E2| = |k| = |β̈|.

×åì áîëüøå çíà÷åíèå öåíòðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû, êîòîðàÿ äåéñòâóåò
íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, äâèæóùóþñÿ ïî êðèâîé ñ åäèíè÷íîé ñêîðî-
ñòüþ, òåì áîëüøå çíà÷åíèå öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ è òåì
áîëüøå êðèâèçíà êðèâîé (òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè).
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Ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ êðèâîé ïî åå êðèâèçíå

Ïðèìåð 1. Íàéäåì êðèâóþ ñ ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé êðèâèçíîé.

k ≡ k0 6= 0, M0(x0, y0) = O(0, 0), θ0 = 0, s0 = 0.
θ(s) =

∫ s

0
k ds + 0 = k · s.

(
x(s)
y(s)

)
=


s∫
0

cos(kξ) d(ξ)

s∫
0

sin(kξ) d(ξ)

 = 1

k

(
sin(ks)

1−cos(ks)

)

sin(ks) = k · x(s)
cos(ks) = 1− k · y(s)

1 = sin2(ks) + cos2(ks) = k2 · x2(s) + (1− k · y(s))2
(
: k2

)
x2 +

(
y − 1

k

)
2

=
1

k2
; r =

1

k
⇒ x2 + (y − r)2 = r2 � îêðóæíîñòü ðàäèóñà

r =
1

k0
. (ñì.ðèñ.2)
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Ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ êðèâîé ïî åå êðèâèçíå

x

y

0

E1

x0 = y0 = 0

θ0 = 0

r

Ðèñ.: 2
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Òåîðåìà î êðèâûõ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé

Òåîðåìà (î êðèâûõ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé)

Ïóñòü ó êðèâîé α(t) êðèâèçíà k(t) ≡ k0.
Òîãäà

(1) åñëè k0 = 0, òî α(I ) ëåæèò íà ïðÿìîé;

(2) åñëè k0 6= 0, òî α(I ) ëåæèò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 1

|k0| ñ öåíòðîì

p0 = α(t) + 1

k0
· E2(t)

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: ïðÿìàÿ èìååò ïîñòîÿííóþ íóëåâóþ êðèâèçíó, à
îêðóæíîñòü � ïîñòîÿííóþ íåíóëåâóþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî î òåîðåìå î êðèâûõ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé

1. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðÿìîé.

(1) (⇒) k(t) ≡ 0⇒ Ė1 = |α̇| · k · E2 ≡ 0⇒ E1 = ~a = const ⇒ α � êðèâàÿ
ïîñòîÿííîãî íàïðàâëåíèÿ.
(⇐) Ïóñòü α � ïðÿìàÿ. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî O ∈ α(I ) è ïîýòîìó

α ‖ α̇⇒ α̇ = λ(t)α(t)⇒ α̈ = λ̇ · α+ λ · α̇ ‖ α̇⇒ k = det[α̇,α̈]
|α̇|3 ≡ 0.

2. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îêðóæíîñòè (⇒) � ñì. ïðèìåð 1. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ (⇐) ïåðåéäèòå ê íàòóðàëüíîé
ïàðàìåòðèçàöèè îêðóæíîñòè è äîêàæèòå âî ôîðìóëå âû÷èñëåíèÿ
êðèâèçíû, ÷òî êðèâèçíà îêðóæíîñòè ïîñòîÿííà è îáðàòíî åå ðàäèóñó
(óïðàæíåíèå, 1á).
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