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Òåîðåìà Êðèñòîôôåëÿ

Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè f : U ⊆ Rn → Rn+1 ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ
äâèæåíèÿ ðåïåðà (f ; fu1 , . . . , fun ,N):

Nni = −Lu(fui ) = −
∑
k

aki fuk , ãäå aki =
∑
l

g klhli

Òåîðåìà Êðèñòîôôåëÿ

Ïóñòü f : U ⊆ Rn → Rm � ïîâåðõíîñòü. Òîãäà

fui uj =
∑
k

Γk
ij fuk + Nij ,

ãäå

1) Nij ⊥ Tuf , è åñëè m = n + 1, òî Nij = hijNj ;

2) Γk
ij =

1

2

∑
m

g km

(
∂gim
∂uj

+
∂gmj

∂ui
− ∂gij
∂um

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðèñòîôôåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî

(1) Òàê êàê fui uj ∈
−→
Rm = Tpf ⊕ (Tpf )⊥, òî fui u

j = Xij + Nij , ãäå Xij ∈ Tpf ,
Nij ⊥ Tpf .

Åñëè m + n + 1, òî (Tpf )⊥ = 〈N〉 è òîãäà Nij = σijN (ñì. ðèñ. 1).

Äàëåå, σij = 〈Nij ,N〉 = 〈Xij + Nij ,N〉 = 〈fui uj ,N〉 = hij .

(2) Ïîñêîëüêó Xij ∈ Tpf , èìååì Xij =
∑
k

Γk
ij fuk äëÿ íåêîòîðûõ Γk

ij ∈ R. Òàê

fui u
j = fuj u

i (â ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
áåçðàçëè÷åí), òî Xij = Xji . Ñëåäîâàòåëüíî, Γk

ij = Γk
ji .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Γijk = 〈fui uj , fuk 〉 = 〈
∑
l

Γl
ij ful + Nij , fuk 〉 =

∑
l

Γl
ijglk

Êîýôôèöèåíòû Γk
ij , Γijk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè èëè

ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà. Êîýôôèöèåíòû Γijk íàçûâàþòñÿ
ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðèñòîôôåëÿ (èëëþñòðàöèÿ)

Ðèñ.: 1
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðèñòîôôåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Íàáëþäåíèå 1 (î ñèìâîëàõ Êðèñòîôåëÿ)

Ñèìâîëû Êðèñòîôåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâîì
âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî (gij) = (〈fui , fuj 〉) � ìàòðèöà Ãðàììà ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (fu1 , fu2 , . . . , fun ), à (g ij) � îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê

ìàòðèöå (gij).

Óìíîæèì ðàâåíñòâî äëÿ Γijk íà g km è ïðîñóììèðóåì ïî k :∑
k

Γijkg
km =

∑
k

∑
l

Γl
ijglkg

km =
∑
l

Γl
ik

∑
k

glkg
km︸ ︷︷ ︸

δm
l

=
∑
l

Γl
ikδ

m
l = Γm

ij

Èòàê, ïîëó÷èì: Γm
ij =

∑
l

Γijkg
km

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî uj ðàâåíñòâî gil = 〈fui , ful 〉 :

∂gil
∂uj

= 〈fui uj , ful 〉+ 〈fui , fuluj 〉 = 〈fui uj , ful 〉+ 〈fuluj , fui 〉 = Γijl + Γlji
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðèñòîôôåëÿ (ïðîäîëæåíèå)

Çàïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ:

∂gil
∂uj

= Γijl + Γlji

∂glj
∂ui

= Γlji + Γijl

∂gij
∂ul

= Γlji + Γlji

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ îäèíàêîâî ïîä÷åðêíóòû îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå.

Ñëîæèì ïåðâûå äâà ýòèõ ðàâåíñòâà è âû÷òåì òðåòüå:

∂gil
∂uj

+
∂glj
∂ui
− ∂gij
∂ul

= 2Γijl

Òîãäà

Γk
ij =

∑
l

g kl = Γijl =
1

2

∑
l

g kl

(
∂gil
∂uj

+
∂glj
∂ui
− ∂gij
∂ul

)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðèñòîôôåëÿ (îêîí÷àíèå)

Òàêèì îáðàçîì,

Γijl =
1

2

(
∂gil
∂uj

+
∂glj
∂ui
− ∂gij
∂ul

)
èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

Γijm =
1

2

(
∂gim
∂uj

+
∂gmj

∂ui
− ∂gij
∂um

)
Ñëåäîâàòåëüíî,

Γk
ij =

1

2

∑
m

g km

(
∂gim
∂uj

+
∂gmj

∂ui
− ∂gij
∂um

)
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Óðàâíåíèå Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè-Ìàéíàðäè

Òåîðåìà (óðàâíåíèå Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè-Ìàéíàðäè)

Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ:

1
∂Γm

jk

∂ui
− ∂Γm

ik

∂uj
+
∑
l

(
Γl
jkΓm

li − Γl
ikΓm

lj

)
= hjk(Lp (fui ))m − hik(Lp (fuj ))m

2
∂hjk
∂ui
− ∂hik
∂uj

+
∑
l

(
Γl
jkhli − Γl

ikhlj
)

= 0

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàâåíñòâå fujukui = fui ukuj ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Âû÷èñëèì fujukui ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ ful ,ui èç òåîðåìû Êðèñòîôåëÿ:

fujukui =
∂fujuk

∂ui
=

∂

∂ui

(∑
l

Γl
jk ful + hjkN

)
=

=
∑
l

∂Γl
jk

∂ui
ful +

∑
l

Γl
jk

(∑
m

Γm
li fum + hliN

)
+
∂hjk
∂ui

N + hjkNui =
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Äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè-Ìàéíàðäè

= [Lp (fui ) = −Nui ] =

=
∑
l

∂Γl
jk

∂ui
ful +

∑
l

Γl
jk

(∑
m

Γm
li fum + hliN

)
+
∂hjk
∂ui

N − hjkLp (fui ) =

=
∑
m

∂Γm
jk

∂ui
fum +

∑
l

(∑
m

Γl
jkΓm

li

)
fum +

∑
l

Γl
jkhliN +

∂hjk
∂ui

N − hjkLp (fui ) =

=
[
[Lp(fui )](fu1 ,fu2 ,...,fun ) = (Lp(fui )

1, Lp(fui )
2, . . . , Lp(fui )

n)
T ⇒

⇒ Lp(fui ) =
∑
m

(Lp(fui ))m fum

]
=

=
∑
m

∂Γm
jk

∂ui
fum+

∑
l

(∑
m

Γl
jkΓm

li

)
fum+

∑
l

Γl
jkhliN+

∂hjk
∂ui

N−
∑
m

hjk(Lp (fui ))mfum =
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Äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè-Ìàéíàðäè

=
∑
m

∂Γm
jk

∂ui
fum+

∑
l

(∑
m

Γl
jkΓm

li

)
fum+

∑
l

Γl
jkhliN+

∂hjk
∂ui

N−
∑
m

hjk(Lp (fui ))mfum =

=
∑
m

∂Γm
jk

∂ui
fum+

∑
m

(∑
l

Γl
jkΓm

li

)
fum−

∑
m

hjk(Lp (fui ))mfum+
∑
l

Γl
jkhliN+

∂hjk
∂ui

N =

=
∑
m

(
∂Γm

jk

∂ui
+
∑
l

Γl
jkΓm

li − hjk(Lp (fui ))m
)
fum +

(∑
l

Γl
jkhli +

∂hjk
∂ui

)
N

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ìû âû÷èñëèëè fui ukuj . Ïåðåñòàâèì èíäåêñû â
ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷èì

fui ukuj =
∑
m

(
∂Γm

ik

∂uj
+
∑
l

Γl
ikΓm

lj − hik(Lp (fuj ))m
)
fum +

(∑
l

Γl
ikhlj +

∂hik
∂uj

)
N
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Äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè-Ìàéíàðäè

Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû (êîîðäèíàòû) ïðè ðàâíûõ âåêòîðàõ fui ukuj è
fui ukuj â áàçèñå (fu1 , fu2 , . . . , fun ,N), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:

∂Γm
jk

∂ui
+
∑
l

Γl
jkΓm

li − hjk(Lp (fui ))m =
∂Γm

ik

∂uj
+
∑
l

Γl
ikΓm

lj − hik(Lp (fuj ))m

∑
l

Γl
jkhli +

∂hjk
∂ui

=
∑
l

Γl
ikhlj +

∂hik
∂uj

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

∂Γm
jk

∂ui
− ∂Γm

ik

∂uj
+
∑
l

Γl
jkΓm

li −
∑
l

Γl
ikΓm

lj = hjk(Lp (fui ))m − hik(Lp (fuj ))m

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

∂hjk
∂ui
− ∂hik
∂uj

+
∑
l

Γl
jkhli −

∑
l

Γl
ikhlj = 0

À óæå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ (1), (2) òåîðåìû.
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Tåíçîð êðèâèçíû Ëåâè-×åâèòà

Îáîçíà÷èì ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè-
Ìàéíàðäè ÷åðåç

Rm
ijk =

∂hjk
∂ui
− ∂hik
∂uj

+
∑
l

(
Γl
jkhli − Γl

ikhlj
)

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèëè n4 ôóíêöèé.
Ïóñòü R : Tpf × Tpf × Tpf → Tpf � òðèëèíåéíàÿ ôîðìà òàêàÿ, ÷òî

R (fui , fuj , fuk ) =
∑
m

Rm
ijk fum

Êàê îòîáðàæåíèå R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

R (X ,Y ,Z) =
∑
m

Rm
ijkX

iY jZ k fum ,

ãäå X =
∑
i

X i fui , Y =
∑
j

Y j fuj , Z =
∑
k

Z k fuk .

Îòîáðàæåíèå R íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ëåâè-×èâèòà.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 14



Ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû

Îïðåäåëåíèå Ðèìàíîâà òåíçîðà êðèâèçíû

Îòîáðàæåíèå R : (Tpf )4 → R

R (X ,Y ,Z ,W ) = 〈R (X ,Y ,Z) ,W 〉

íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì òåíçîðîì êðèâèçíû.

Íàáëþäåíèå

Òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû, ò.å ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè.

Óòâåðæäåíèå î ðèìàíîâîì òåíçîðå êðèâèçíû

Åñëè f � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ îïåðàòîðîì Ïåòåðñîíà Lp è Âòîðîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé II, òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, òî

1 R (X ,Y ,Z) = II (Y ,Z) L (X )− II (X ,Z) L (Y ) ;

2 R (X ,Y ,Z ,W ) = II (X ,W ) II (Y ,Z)− II (X ,Z) II (Y ,W ) ;
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Ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû

Îïðåäåëåíèå Ðèìàíîâà òåíçîðà êðèâèçíû

Îòîáðàæåíèå R : (Tpf )4 → R

R (X ,Y ,Z ,W ) = 〈R (X ,Y ,Z) ,W 〉

íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì òåíçîðîì êðèâèçíû.

Íàáëþäåíèå 2 (îò òåíçîðå êðèâèçíû Ëåâè ×åâèòà)

Òåíçîð êðèâèçíû Ëåâè-×åâèòà çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû, ò.å ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íàáëþäåíèÿ 1.

Íàáëþäåíèå 3 (î ðèìàíîâîì òåíçîðå êðèâèçíû)

Ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû, ò.å ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íàáëþäåíèÿ 2.
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Ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû

Óòâåðæäåíèå î Ðèìàíîâîì òåíçîðå êðèâèçíû

Åñëè f � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ îïåðàòîðîì Ïåòåðñîíà L è Âòîðîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé II, òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(1) R (X ,Y ,Z) = II (Y ,Z) L (X )− II (X ,Z) L (Y ) ;

(2) R (X ,Y ,Z ,W ) = II (X ,W ) II (Y ,Z)− II (X ,Z) II (Y ,W ) =

=

∣∣∣∣∣II (X ,W ) II (Y ,W )

II (X ,Z) II (Y ,Z)

∣∣∣∣∣
Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (1). Âñïîìíèì óðàâíåíèå Ãàóññà:

Rm
ijk = hjk (L (fui ))m − hik (L (fuj ))m | · fum

Rm
ijk fum = hjk (L (fui ))m fum − hik (L (fuj ))m fum
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Ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû

Ïðîñóììèðóåì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî m:∑
m

Rm
ijk fum = hjk

∑
m

(L (fui ))m fum − hik
∑
m

(L (fuj ))m fum

Ñíîâà ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî Lp(fui ) =
∑
m

(Lp(fui ))m fum èìååì:

∑
m

Rm
ijk fum = hjkL (fui )− hikL (fuj ) (1)

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (1) óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îíî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

R (fui , fuj , fuk ) = II (fuj , fuk ) L (fui )− II (fui , fuk ) L (fuj ) (2)
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Ðèìàíîâ òåíçîð êðèâèçíû

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà R è ïî (1)

R (fui , fuj , fuk ) =
∑
m

Rm
ijk fum = hjkL (fui )− hikL (fuj ) (3)

Âñïîìíèâ, ÷òî hjk = II(fuj , fuk ) è hik = II(fui , fuk ) èç (3) ïîëó÷àåì (2).

Èç òðèëèíåéíîñòè òåíçîðà R è ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (1) èç
ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ.

Äîêàæåì, ÷òî (1)⇒ (2). Äëÿ ýòîãî ðàâåíñòâî (1) èç ôîðìóëèðîâêè
óòâåðæäåíèÿ ñêàëÿðíî óìíîæèì íà âåêòîð W :

〈R (X ,Y ,Z) ,W 〉 = 〈L (Y ) ,Z〉 · 〈L (X ) ,W 〉 − 〈L (X ) ,Z〉 · 〈L (Y ) ,W 〉
= II (X ,W ) · II (Y ,Z)− II (X ,Z) · II (Y ,W )

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Theorema Egregium

Theorema Egregium (ñ ëàò. "áëèñòàòåëüíàÿ"òåîðåìà, Ãàóññ 1828 ã. äëÿ
n = 2)

Åñëè f � ÷åòíîìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (ò.å. n � ÷åòíî), òî å¼ ïîëíàÿ
(ãàóññîâà) êðèâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî IÔÔ.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2

K =
R1221

g
= R (fui , fuj , fuk , ful )

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûøëà âñÿ ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, ïñåâäî-ðèìàíîâà
ãåîìåòðèÿ è îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìà Ëàïëàñà,
ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïðîèçâîëüíîé
ñòðîêå.
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ìàòåðèàëû âçÿòû ÎÒÑÞÄÀ

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n.
È ïóñòü âûáðàíû ëþáûå k ñòðîê ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè
1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n è ëþáûå k ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé èç A âû÷åðêèâàíèåì âñåõ ñòðîê è
ñòîëáöîâ, êðîìå âûáðàííûõ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà,

ðàñïîëîæåííûì â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n è ñòîëáöàõ

ñ íîìåðàìè 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n.

Îí îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M i1,...,ik
j1,...,jk

= det

ai1j1 ai1j2 . . . ai1jk
...

...
. . .

...
aik j1 aik j2 . . . aik jk
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

À îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé âû÷åðêèâàíèåì òîëüêî âûáðàííûõ
ñòðîê è ñòîëáöîâ èç êâàäðàòíîé ìàòðèöû, íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
ìèíîðîì ê ìèíîðó M i1,...,ik

j1,...,jk
:

M
i1,...,ik
j1,...,jk = det

aik+1jk+1 aik+1jk+2 . . . aik+1jn
...

...
. . .

...
ain jk+1 ain jk+2 . . . ain jn


ãäå ik+1 < . . . < in, jk+1 < . . . < jn � íîìåðà íåâûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ìèíîðà M i1,...,ik
j1,...,jk

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ai1,...,ik
j1,...,jk

= (−1)i1+...+ik+j1+...+jkM
i1,...,ik
j1,...,jk
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ïóñòü âûáðàíû ëþáûå k ñòðîê ìàòðèöû A. Òîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
A ðàâåí ñóììå âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà,
ðàñïîëîæåííûõ â ýòèõ ñòðîêàõ, íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

detA =
∑

j1<...<jk

M i1,...,ik
j1,...,jk

Ai1,...,ik
j1,...,jk

,
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Äîêàçàòåëüñòâî Theorema Egregium

Ïðèìåíèì ê îïðåäåëèòåëþ h =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h11 h12 . . . h1n

h21 h22 . . . h2n

. . . . . . . . . . . .

hn1 hn2 . . . hnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ â ôîðìóëå K =
h

g

òåîðåìó Ëàïëàñà, ðàñêðûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâûì äâóì ñòðîêàì,
ïîòîì ñíîâà äâóì ñòðîêàì è ò.ä. (çäåñü ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî
n ÷åòíî).

Ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü h â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ìèíîðîâ âèäà

∣∣∣∣∣hikhilhjkhjl

∣∣∣∣∣.
Ïîìíÿ, ÷òî hij = II(fui , fuj ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i , j è èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå
î ðèìàíîâîì òåíçîðå êðèâèçíû, èìååì∣∣∣∣∣hikhilhjkhjl

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣II (fui , fuk ) II (fui , ful )

II (fuj , fuk ) II (fuj , ful )

∣∣∣∣∣ = R (fui , ful , fuk )

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 2 ïîëó÷èì h =

∣∣∣∣∣h11h12h21h22

∣∣∣∣∣.
Èñïîëüçóÿ Íàáëþäåíèå 3, èìååì òðåáóåìîå.
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Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Egregium

Ïóñòü n = 2. Ïðèìåíèì òåîðåìó Egregium äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé
ãàóññîâîé êðèâèçíû äâóìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = G(u, v)(du2 + dv2)

Ïðè ýòîì g11 = g22 = G , g12 = g21 = 0 è

g = G 2, [I ]−1 =

(
G 0
0 G

)
=

(
G−1 0
0 G−1

)
Ïî òåîðåìå Êðèñòîôôåëÿ

Γk
ij =

1

2

∑
l

g kl

(
∂glj
∂ui

+
∂gil
∂uj
− ∂gij
∂ul

)
.
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Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Egregium ïðè n = 2

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè

1) i = j 6= k; Γk
ij = Γk

ii =
1

2G

(
∂gik
∂ui

+
∂gki
∂ui
− ∂gii
∂uk

)
= − 1

2G
· ∂G
∂uk

;

2) j = k; Γk
ij = Γk

ik =
1

2
g kk

(
∂gik
∂uk

+
∂gkk
∂ui
− ∂gij
∂uk

)
=

1

2G
· ∂G
∂ui

;

Γ1

11; Γ1

12 = Γ1

21; Γ2

22 � âñåâîçìîæíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè.

Rijkl = R (fui , fuj , fuk , ful ) = 〈R (fui , fuj , fuk ) , ful 〉 =

〈∑
m

Rm
ijk fum , ful

〉
=
∑
m

Rm
ijkgml

R1221 =
∑
m

Rm
122gm1 = R1

122g11 = G · R1

122
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Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Egregium ïðè n = 2 (îêîí÷àíèå)

R1122 =
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

12

∂u2
+
∑
l

(
Γl
22Γ1

l1 − Γl
12Γ1

l2

)
=

=
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

12

∂u2
+ Γ1

22Γ1

11 − Γ1

12Γ1

12 + Γ2

22Γ2

21 − Γ2

12Γ1

22 =

=
∂

∂u

(
− 1

2G
Gu

)
− ∂

∂v

(
1

2G
Gv

)
− Gvu

2G
− Gu

2G
− Gv2

4G 2
+

G 2

v

(2G)2
+

Gu

2G
· Gu

2G

K =
R1221

g
=

G · R1

122

G 2
= − 1

2G

((
∂Gu

G

)
u

+

(
∂Gv

G

)
v

)
= − 1

2G
∆ lnG ,

ãäå ∆ϕ(u, v) =
∂2ϕ

∂u2
+
∂2ϕ

∂v2
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