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Íîðìàëüíîå Ãàóññîâî ïîëå

Îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî Ãàóññîâîãî ïîëÿ

Ïóñòü
f : U ⊂ Rn → Rn+1 � ãèïåðïîâåðõíîñòü, fu1 , . . . , fun � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â
Tpf . Âåêòîðíîå ïîëå

N(p) =
fu1 × · · · × fun

|fu1 × · · · × fun |
, p ∈ U

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì Ãàóññîâûì ïîëåì ãèïåðïîâåðõíîñòè f .

N(p) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå N : U → ~Rn+1, |N| ≡ 1, N ⊥ Tpf .
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Äèôôåðåíöèàë íîðìàëüíîãî Ãàóññîâà ïîëÿ

Óòâåðæäåíèå (î äèôôåðåíöèàëå íîðìàëüíîãî Ãàóññîâà ïîëÿ)

dpN(~Rn) ⊆ Tpf , ò.å. Nu1 ,Nu2 , . . . ,Nun ∈ Tpf (ñì.ðèñ.1).

Nui = dNui (ei ) = N ′(p)ei .

〈N,N〉 ≡ 1. Äèôôåðåíöèðóåì ýòî òîæäåñòâî ïî ui :

2〈N,Nui 〉 ≡ 0⇒ Nui ∈ Tpf .

dpN(~Rn) = dpN(〈e1, . . . , en〉) =
= 〈dpN(e1), . . . , dpN(en)〉 = 〈Nu1 , . . . ,Nun 〉 ⊆ Tpf .

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 11



Äèôôåðåíöèàë íîðìàëüíîãî Ãàóññîâîãî ïîëÿ. Èëëþñòðàöèÿ

Ðèñ.: 1
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Îñíîâíîé îïåðàòîð ãèïåðïîâåðõíîñòè

Ïóñòü f : U ⊆ Rn → Rn+1 � ãèïåðïîâåðõíîñòü,

N : U → ~Rn+1 � íîðìàëüíîå Ãàóññîâî ïîëå.

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ α : I → U, à òàêæå êðèâûå
β = f ◦ α, γ = N ◦ α.

Î÷åâèäíî, êðèâàÿ γ ëåæèò íà ñôåðå Sn.

Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ î çíà÷åíèè äèôôåðåíöèàëà îò êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dpN(α̇(t)) = γ̇(t) = (N(α(t)))• = ∂N
∂α̇
∈ Tpf � ïðîèçâîäíàÿ N ïî

íàïðàâëåíèþ âåêòîðà α̇. (ñì.ðèñ.2,3).
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Îñíîâíîé îïåðàòîð ãèïåðïîâåðõíîñòè (èëëþñòðàöèÿ)

Ðèñ.: 2

Êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà Tpf è TpN ïàðàëëåëüíû è èõ îòîæäåñòâëÿþò.
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Îñíîâíîé îïåðàòîð ãèïåðïîâåðõíîñòè (èëëþñòðàöèÿ)

Ðèñ.: 3
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Îïðåäåëåíèå îñíîâíîãî îïåðàòîðà ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X ∈ Tpf è X = β̇, β = f ◦ α, X = β̇ = dpf (α̇).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp(X ) = − ∂N
∂α̇

= − (N(α(t)))• = −dpN(α̇)

� ïðîèçâîäíàÿ íîðìàëüíîãî Ãàóññîâîãî ïîëÿ N ïî íàïðàâëåíèþ

âåêòîðà α̇ � ïðîîáðàçà âåêòîðà X ïðè îòîáðàæåíèè dpf ñ îòðèöàòåëüíûì
çíàêîì.

Îòîáðàæåíèå Lp : Tpf → Tpf íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì îïåðàòîðîì

ãèïåðïîâåðõíîñòè f .
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Îñíîâíîé îïåðàòîð êàê êîìïîçèöèÿ äâóõ äèôôåðåíöèàëîâ

Óòâåðæäåíèå (îá îñíîâíîì îïåðàòîðå êàê êîìïîçèöèè äâóõ
äèôôåðåíöèàëîâ)

Lp = −dpN ◦ [dpf ]−1

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Lp : Tpf → Tpf � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

È åùå ñëåäóåò, ÷òî îáðàç Lp(X ) = − ∂N
∂α̇

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè
êðèâîé α(t).

Äîêàçàòåëüñòâî

X ∈ Tpf , Lp(X ) = −dpN(α̇), dpf (α̇) = β̇ = X ⇒
α̇ = dpf

−1(X )⇒ Lp(X ) = −dpN(dpf
−1(X )).
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Äåéñòâèå îñíîâíîãî îïåðàòîðà íà ñòàíäàðòíûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà

Óòâåðæäåíèå (î äåéñòâèè îñíîâíîãî îïåðàòîðà íà ñòàíäàðòíûé áàçèñ
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà)

L(fui ) = −Nui , i ∈ {1, . . . , n}}

Äîêàçàòåëüñòâî

L(fui ) = −dpN(dpf
−1(fui )) = −dpN(ei ) = −Nui

fui = dpf (ei )

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 11



Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X , Y ∈ Tpf . Òîãäà áèëèíåéíàÿ ôîðìà IIp(X ,Y ), îïðåäåëåííàÿ íà
Tpf ðàâåíñòâîì

IIp(X ,Y ) = 〈Lp(X ),Y 〉

íàçûâàåòñÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè (IIÔÔ).

Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû IIÔÔ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïîâåðõíîñòè â òî÷êå
p ðàâíû ((hij) = [IIp])

hij = IIp(fui , fuj ) = 〈Lp(fui ), fuj 〉 = −〈Nui , fuj 〉
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Òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîñòè îñíîâíîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà (î ñàìîñîïðÿæåííîñòè îñíîâíîãî îïåðàòîðà)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îñíîâíîãî îïåðàòîðà

1 hij = −〈 ~Nui , fuj 〉 =
〈
N, fui ,uj

〉
2 IIÔÔ ñèììåòðè÷íà

3 Lp � ñàìîñîïðÿæ¼í.

Äîêàçàòåëüñòâî

(1) Ñì. ñëåä. ñëàéä.

(2) hij =
〈
N, fui ,uj

〉
=
〈
N, fuj ,ui

〉
= hji ⇒ IIÔÔ ñèììåòðè÷íà.

(3) Ñëåäóåò èç (2): Ñ îäíîé ñòîðîíû,
〈Lp(X ),Y 〉 = IIp(X ,Y ) = IIp(Y ,X ) = 〈Lp(Y ),X 〉 = 〈X , Lp(Y )〉 .
C äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååì:
〈Lp(X ),Y 〉 =

〈
X , L∗p(Y )

〉
= 〈X , Lp(Y )〉 ⇒ L = L∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î ñàìîñîïðÿæåííîñòè
îñíîâíîãî îïåðàòîðà

Â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ î äåéñòâèè îñíîâíîãî îïåðàòîðà íà ñòàíäàðòíûé
áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååì

hij = IIp(fui , fuj ) = 〈Lp(fui ), fuj 〉 = 〈− ~Nui , fuj 〉.

Èç ~N ⊥ Tpf âûâîäèì 〈 ~N, fuj 〉 ≡ 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ïî ui , ïîëó÷àåì

〈 ~Nui , fuj 〉+ 〈 ~N, fujui 〉 ≡ 0.

Çíà÷èò,
hij = −〈 ~Nui , fuj 〉 = 〈 ~N, fujui 〉.
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Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î ñàìîñîïðÿæåííîñòè îñíîâíîãî îïåðàòîðà

Ñëåäñòâèå

Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ k1, . . . , kn îñíîâíîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåííû,
ò.å. â Tpf ñóùåñòâóåò ÎÍÁ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îñíîâíîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà k1, . . . , kn îñíîâíîãî îïåðàòîðà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè

êðèâèçíàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû � ãëàâíûìè

íàïðàâëåíèÿìè íà äàííîé ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå.

Òåîðåìà (î ìàòðèöå îñíîâíîãî îïåðàòîðà)

Ïóñòü (aji ) = [Lp] � ìàòðèöà îñíîâíîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
fu1 , . . . , fun êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tpf . Òîãäà [Lp] = [Ip]

−1[IIp].
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá îñíîâíîì îïåðàòîðå

Îáîçíà÷èì â äàííîì áàçèñå ÷åðåç ÷åðåç g è h îïðåäåëèòåëè ìàòðèö [Ip] è
[IIp] ñîîòâåòñòâåííî.

×åðåç [Lf ] = (aij) (ââåðõó íîìåð ñòðîêè) îáîçíà÷èì ìàòðèöó îñíîâíîãî
îïåðàòîðà ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Lpfui =
n∑

k=1

aki fuk .

Äàëåå,

hij = 〈Lp(fui ), fuj 〉 = 〈
n∑

k=1

aki fuk , fuj 〉 =
n∑

k=1

aki 〈fuk , fuj 〉 =
n∑

k=1

aki gkj

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèö [Ip] è [IIp] èìååì

hji = hij =
n∑

k=1

gkja
k
i =

n∑
k=1

gjka
k
i , îòêóäà ñëåäóþò ìàòðè÷íûå ðàâåíñòâà

[IIp] = [Ip][Lp], [Lp] = [Ip]
−1[IIp]
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Âû÷èñëåíèè ãëàâíûõ êðèâèçí è íàïðàâëåíèé â òî÷êå

Óòâåðæäåíèå (î âû÷èñëåíèè ãëàâíûõ êðèâèçí è ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé
ãèïåðïîâåðõíîñòè òî÷êå)

1 k � ãëàâíàÿ êðèâèçíà ⇔ k � êîðåíü óðàâíåíèÿ det ([IIp]− k[Ip]) = 0;

2 X � ãëàâíîå íàïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàâíîé êðèâèçíå k ⇔
êîîðäèíàòû [X ] âåêòîðà X â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Tpf óäîâëåòâîðÿþò
ÎÑËÓ ([IIp]− k[Ip]) [X ] = (0).

Äîêàçàòåëüñòâî

(1) k � ãëàâíàÿ êðèâèçíà ⇔ k � êîðåíü óðàâíåíèÿ
det ([Lp]− k E) = 0⇔ det

(
[Ip]
−1[IIp]− k E

)
= 0

(
× det ([Ip])

)
⇔

det ([IIp]− k[Ip]) = 0

(2) Àíàëîãè÷íî.
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