
Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
è òîïîëîãèè

Ëåêöèÿ 1

Àôôèííûå ïðîñòàíñòâà è àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ

Óðàëüñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
Íàïðàâëåíèå: Ìàòåìàòèêà

(4 ñåìåñòð)

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 1



Ñïèñîê èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû

Ëèòåðàòóðà

1. Ñèçûé Ñ.Â. Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ì. Ôèçìàòëèò
2007. 376 ñ.

2. Íàãðåáåöêàÿ Þ.Â., Ïåðìèíîâà Î.Å. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.
Ïðàêòèêóì. Åêàòåðèíáóðã, Èçä-âî ÓðÔÓ, 2017. 72 ñ.

3. Ëåêöèè-ïðåçåíòàöèè Îâñÿííèêîâà À.ß. ïî êóðñó Äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ. Ññûëêà çäåñü.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 1

http://kadm.kmath.ru/pages.php?id=Diff_geom_i_topolog_mechan_Ovs


Àôôèííûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü Rn =
{(

x1, . . . , xn
)T | x i ∈ R

}
è
−→
V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,

dim
−→
V = n, b = (b1, . . . , bn) � áàçèñ â

−→
V . Ïðîñòðàíñòâà

−→
V è Rn

èçîìîðôíû; èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ
x 7→ [x ]b, ãäå [x ]b � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå b,
x = b [x ]b = x1b1 + · · ·+ xnbn.

Åñëè a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) � áàçèñû, òî b = a Ta→b, ãäå Ta→b

� (íåâûðîæäåííàÿ) ìàòðèöà ïåðåõîäà, ïðè ýòîì
[x ]a = Ta→b[x ]b, Tb→a = T−1a→b.

Åñëè A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî [A]b = ([Ab1]b, [Ab2]b, . . . , [Abn]b) �

ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà è òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈
−→
V âûïîëíÿåòñÿ

[Ax ]b = [A]b[x ]b.

Ïðè ýòîì [A]a = Ta→b[A]bT
−1
a→b.
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Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè áàçèñà

Îïðåäåëåíèå

Åñëè detTa→b > 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñû a è b èìåþò îäèíàêîâóþ
îðèåíòàöèþ.

Áàçèñ, b, èìåþùèé ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì e = (e1, e2, . . . , en), ãäå ei �
ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé, êðîìå i-ãî ìåñòà, ãäå ñòîèò 1, îäíó è òó æå
îðèåíòàöèþ, èìååò ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ.(−→
V , 〈, 〉

)
� åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, åñëè 〈, 〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Åñëè b = (b1, . . . , bn) � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
−→
V , òî

Gb = Gr(b1, . . . , bn) = (〈bi , bj〉) � ìàòðèöà Ãðàìà è

∀x , y ∈
−→
V 〈x , y〉 = [x ]T Gb [y ] , |x | =

√
〈x , x〉. Åñëè a = (a1, . . . , an) �

äðóãîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
−→
V , òî Ga = Ta→bGbTb→a = T−1b→aGbTb→a.
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Îïðåäåëåíèå îðôëàãà

Îïðåäåëåíèå

−→
V1 <

−→
V2 < · · · <

−→
Vk � îðôëàã, ïîðîæäåííûé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé (ËÍ)

ñèñòåìîé a = (a1, . . . , ak), aj ∈
−→
V , åñëè

−→
Vi = 〈a1, a2, . . . , ai 〉. ËÍ ñèñòåìû

a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bk) ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå îðôëàã, åñëè
−→
Vi = 〈a1, . . . , ai 〉 = 〈b1, . . . , bi 〉 è (a1, . . . , ai ), (b1, . . . , bi ) èìåþò îäíó è òó æå
îðèåíòàöèþ äëÿ ëþáîãî i
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Îïðåäåëåíèå îðôëàãà

Óïðàæíåíèå

Ñèñòåìû a = (a1, . . . , ak), aj ∈
−→
V , b = (b1, . . . , bk), bj ∈

−→
V ïîðîæäàþò

îäèí è òîò æå îðôëàã òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäà
Ta→b ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè.
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Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà

~b1 = ~a1
~b2 = ~a2 − λ1~b1 (·~b1)
~b3 = ~a3 − µ1~b1 − µ2~b2 (·~b1, ·~b2), ~b1, ~b2, ~b3 - ÎÍÁ

Â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà ïîëó÷àåòñÿ ÎÍÁ (ÎÁ),
ïîðîæäàþùèé òîò æå îðôëàã, ÷òî è èñõîäíûé áàçèñ (ïî÷åìó ?).
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Îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå(
V ,
−→
V ,+

)
� àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè

1 ∀p ∈ V ∀~x ∈
−→
V ∃!q ∈ V p + ~x = q

2 ∀p, q ∈ V ∃!~x ∈
−→
V p + ~x = q (~x = −→pq = q − p)

3 ∀p ∈ V ∀~x , ~y ∈
−→
V (p + ~x) + ~y = p + (~x + ~y)

V � ìíîæåñòâî òî÷åê,
−→
V � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ.

p

q
~x

p

p + ~x

~x

p + ~x + ~y~x + ~y

~y
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Àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Åñëè
−→
V � åâêëèäîâî, òî

(
V ,
−→
V ,+

)
� åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè p è q � ýòî |p − q| = |−→p q|.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (W ;
−→
W ; +) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå W ⊂ V ,

−→
W ≤

−→
V . Òîãäà

W � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà V .

Óòâåðæäåíèå

(W ;
−→
W ; +) � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà W = p0 + ~W äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè p0 ∈ V .

Ïóñòü dim
−→
W = k, òîãäà p0 +

−→
W � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè k.
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Îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëîòîïà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî

Π (p0, a1, . . . , ak) = = {p0 + λ1a1 + · · ·+ λkak | λi ∈ [0, 1]}

� k-ìåðíûé ïàðàëëåëîòîï, ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ a1, . . . , ak ∈
−→
V ,

îòëîæåííûé îò òî÷êè p0 ∈ V .

Π(p0, a1, a2)

q

a1

a2

p0 λ1 a1

λ2 a2

Åãî îáúåì � ýòî Vol (Π) =
√

Gr (a1, . . . , ak).
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Îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü c1, . . . , cn−1 ∈ V ., dimV = n. Îáîáùåííûì âåêòîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ
c1, . . . , cn−1 íàçûâàåòñÿ âåêòîð b, òàêîé ÷òî

1 b ⊥ ci , i ∈ {1, . . . , n − 1}
2 ñèñòåìà (c1, c2, . . . , cn−1, b) èìååò ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ

3 |b| = Vol (Π (c1, . . . , cn−1)) =
√

Gr (c1, . . . , cn−1)

Óòâåðæäåíèå

Âåêòîð b ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí, îí îáîçíà÷àåòñÿ b = c1 × · · · × cn−1 è
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå b = det ([c1], [c2], . . . , [cn−1] , e) , ãäå
e = (e1, e2, . . . , en)T � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îá îáîáùåííîì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè

Ñóùåñòâîâàíèå

Ïóñòü b = det ([c1], [c2], . . . , [cn−1] , e) = (b1, b2, . . . , bn
n)T .

1) Ïîêàæåì, ÷òî 〈b, cj〉 = 0 äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, ò.å. b ⊥ cj .
Ïî ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî n-ìó ñòîëáöó

b =
n∑

i=1

(−1)i+nMinei = ((−1)1+nM1n, (−1)2+nM2n, . . . , (−1)2nMnn),

ãäå Mij− ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð.
Ïîñêîëüêó e � ÎÍÁ, èìååì 〈b, cj〉 =

∑n
i=1 b

ic ij =
∑n

i=1(−1)i+nMinc
i
j .

Ñíîâà èñïîëüçóåì ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî n-ìó ñòîëáöó, íî
óæå â äðóãóþ ñòîðîíó:

n∑
i=1

(−1)i+nMinb
i = det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [cj ])

Ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ ââèäó òîãî, ÷òî ó íåãî j-é è n-é
ñòîëáöû ðàâíû ñòîëáöó [cj ]. Çíà÷èò, 〈b, cj〉 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îá îáîáùåííîì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè

2) Ïîêàæåì, ÷òî det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [b]) > 0, ò.å. ñèñòåìà
(c1, c2, . . . , cn−1, b) èìååò ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ.

Ïî ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî n-ìó ñòîëáöó

det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [b]) =
n∑

i=1

(−1)i+nMinb
i =

n∑
i=1

(bi )2 = b2 > 0

3) Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî b2 = Gr(c1, c2, . . . , cn−1), ò.å.
|b| =

√
Gr(c1, c2, . . . , cn−1) = Vol (Π (c1, . . . , cn−1)).

Èç äîêàçàííîãî â 2)

b4 = (det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [b]))2 = det


[c1]T

[c2]T

. . .

[cn−1]T

[b]T

·det[c1, c2, . . . , cn−1, b] =
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îá îáîáùåííîì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè

= det




[c1]T

[c2]T

. . .

[cn−1]T

[b]T

 · [c1, c2, . . . , cn−1, b]

 =

= det


〈c1, c1〉 〈c1, c2〉 . . . 〈c1, cn−1〉 〈c1, b〉
〈c2, c1〉 〈c2, c2〉 . . . 〈c2, cn−1〉 〈c2, b〉

...
...

...
...

...
〈cn−1, cn−1〉 〈cn−1, c2〉 . . . 〈cn−1, cn−1〉 〈cn−1, b〉
〈b, c1〉 〈b, c2〉 . . . 〈b, cn−1〉 〈b, b〉

 =

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 1



Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îá îáîáùåííîì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè

= det


〈c1, c1〉 〈c1, c2〉 . . . 〈c1, cn−1〉 0
〈c2, c1〉 〈c2, c2〉 . . . 〈c2, cn−1〉 0

...
...

...
...

...
〈cn−1, cn−1〉 〈cn−1, c2〉 . . . 〈cn−1, cn−1〉 0

0 0 . . . 0 〈b, b〉

 =

= b2 · det


〈c1, c1〉 〈c1, c2〉 . . . 〈c1, cn−1〉
〈c2, c1〉 〈c2, c2〉 . . . 〈c2, cn−1〉

...
...

...
...

〈cn−1, cn−1〉 〈cn−1, c2〉 . . . 〈cn−1, cn−1〉

 =

= b2 · Gr(c1, c2 . . . , cn−1)

Çíà÷èò, b2 = Gr(c1, c2, . . . , cn−1).
Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îá îáîáùåííîì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè

Åäèíñòâåííîñòü

Ïóñòü c - îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ c1, c2, . . . , cn−1.
Òîãäà è b, è c ïðèíàäëåæàò îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ
〈c1, c2, . . . , cn−1〉⊥. Íî

dim(〈c1, c2, . . . , cn−1〉⊥) = n − dim(〈c1, c2, . . . , cn−1〉) = n − (n − 1) = 1

Çíà÷èò, b è c êîëëèíåàðíû. Òàê êàê |b| = |c|, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c = ±b.
Ñëåäîâàòåëüíî,

det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [c]) = ± det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [b])

Ñèñòåìà c1, c2, . . . , cn−1, èìååò ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ, çíà÷èò,
det ([c1], [c2], . . . , [cn−1], [c]) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, c 6= −b è c = b.

Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü
(
V ,
−→
V ,+

)
,
(
V ′,
−→
V ′,+

)
� àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå

A : V → V ′ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè

∀p ∈ V ∀~x ∈
−→
V A (p + ~x) = A(p) +

−→
A (~x)

äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
−→
A :
−→
V →

−→
V ′.

A � àôôèííûé îïåðàòîð, åñëè V = V ′,
−→
V =

−→
V ′. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå−→

A â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
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Àôôèííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü A � àôôèííûé îïåðàòîð. Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

îïåðàòîð
−→
A îáðàòèì.

Ïóñòü e = (e1, . . . , en) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
−→
V , ei = (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . . , 0), (O, e1, . . . , en) � ñòàíäàðòíûé ðåïåð

àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà V . Êîîðäèíàòû [p] òî÷êè p ∈ V â ðåïåðå � ýòî

êîîðäèíàòû âåêòîðà [
−→
Op]e â áàçèñå e. Òîãäà

[Ap] = [p0] + [
−→
A ] [p],

ãäå p0 = A(O) è [
−→
A ] � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

−→
A :
−→
V →

−→
V â

áàçèñå e. Äåéñòâèòåëüíî, Ap = A
(
O +

−→
Op
)

= A(O) +
−→
A
(−→
Op
)

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ëåêöèÿ 1



Àôôèííûå îïåðàòîðû

Óïðàæíåíèå (6á.)

Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àôôèííûé îïåðàòîð àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
R2

(
R3
)

à) ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïðÿìóþ;

á) ïëîñêîñòü â ïëîñêîñòü;

â) ñîõðàíÿåò ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé;

ã) ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå îòðåçêîâ;

ä) ïåðåâîäèò ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ â ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ;

å) ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü â ïîâåðõíîñòü;
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Àôôèííûé îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè
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Àôôèííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
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Èçîìåòðèÿ

Îïðåäåëåíèå.

Îòîáðàæåíèå A : V → V àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ
íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè ∀p, q ∈ V |Ap −Aq| = |p − q|.

Òåîðåìà

A � èçîìåòðèÿ ⇔ A � àôôèííûé îïåðàòîð è
−→
A � îðòîãîíàëüíûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð, ò.å.
−→
A ïåðåâîäèò ÎÍÁ â ÎÍÁ.

(Áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçîìåòðèè A èìååì: [Ap] = [p0] + A[p], ãäå A = [
−→
A ]

� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò.å. A−1 = AT . Åñëè detA > 0, òî A íàçûâàåòñÿ

äâèæåíèåì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè
−→
A � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð,

òî A ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð
−−→
Op0.
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Ïðèìåð èçîìåòðèè
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Ïðèìåðû àôôèííûõ îïåðàòîðîâ è èçîìåòðèé
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Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Òåîðåìà

Ëþáîå äâèæåíèå â R2, íå ÿâëÿþùååñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà q ∈ V , ÷òî A(q) = q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî íàéòè òî÷êó q ∈ R2 òàêóþ, ÷òî

A(q) = p0 +
−→
A (
−→
Oq) = p = O +

−→
Oq,

(
−→
A −

−→
E )(
−→
Oq) =

−−→
p0O

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî (óïðàæíåíèå, 1á.), ÷òî îïåðàòîð
−→
A −

−→
E

íåâûðîæäåííûé. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî îïåðàòîð
−→
A � îðòîãîíàëüíûé

è ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Òîãäà

−→
Oq = −(~A− ~E)−1(

−−→
Op0)

À çíà÷èò,
q = O +

−→
Oq = O − (~A− ~E)−1(

−−→
Op0)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè q ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

[q] = −[(~A− ~E)]−1[p0]
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Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
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Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Áîëåå òîãî, îïåðàòîð A ïîâîðà÷èâàåò ïëîñêîñòü âîêðóã íåïîäâèæíîé
òî÷êè q. Ïóñòü r � ðåïåð, ïîëó÷åííûé èç ñòàíäàðòíîãî ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì èç òî÷êè O â òî÷êó q, òîãäà äëÿ êîîðäèíàò [·]r â ýòîì ðåïåðå
äëÿ ëþáîé òî÷êè p èìååì

[A(p)]r = [A(q)]r + [
−→
A ]r = [q]r + [

−→
A ]r [p]r = [

−→
A ]r [p]r

Ïóñòü ~x =
−→
Op. Òîãäà −→qp = ~x −

−→
Oq. Ïîêàæèòå, ÷òî

−→
A (−→qp) = A(p)− q

(óïðàæíåíèå, 1 á.), ò.å.
−→
A (~y) = A(p)− q äëÿ ~y = −→qp (ñì. ðèñ. íà

ïðåäûäóùåì ñëàéäå).
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