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Îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû ßêîáè

Îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü U ⊆ Rn, f : U → Rm, f (u) =


f1(u)
f2(u)
. . .

fm(u)

 , u ∈ U, u = (u1, ..., un)
T
,

m ≥ n. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f (u) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè êàæäàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ fi (u) èìååò ñêîëü óãîäíî ìíîãî íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü

f ′(p) = [fu1 , fu2 , . . . , fun ] =


f1
′
u1 f1

′
u2 . . . f1

′
un

f2
′
u1 f2

′
u2 . . . f2

′
un

. . . . . . . . . . . .
fm
′
u1 fm

′
u2 . . . fm

′
un


Ìàòðèöó f ′(p) íàçûâàþò ìàòðèöåé ßêîáè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f .

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Òåìà 6



Äèôôåðåíöèàë ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü p ∈ U ⊆ Rn, v ∈ ~Rn, v = (v1, . . . , vn)
T
.

Òåîðåìà Òåéëîðà (ðàçëîæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà):
f (p + v) = f (p) + f ′(p)v + o(v)

Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dpf : ~Rn → ~Rm, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé
dpf (v) = f ′(p)v íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f â
òî÷êå p.

f (p + v) ≈ f (p) + dpf (v)

Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå f (p + v) ìîæíî ïðèáëèçèòü
çíà÷åíèåì àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå î î çíà÷åíèè äèôôåðåíöèàëà îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà

Óòâåðæäåíèå(î çíà÷åíèè äèôôåðåíöèàëà îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà êðèâîé)

Ïóñòü U � îáëàñòü èç Rn, f : U → Rm � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, α : I → U
� ãëàäêàÿ êðèâàÿ, β = f ◦ α. Òîãäà dpf (α̇) = β̇.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: β̇(t) = (f (α(t)))· =


(f1(u1(t), u2(t), . . . , un(t)))

′

(f2(u1(t), u2(t), . . . , un(t)))
′

. . .

(fm(u1(t), u2(t), . . . , un(t)))
′

 =



∑
i

f ′1 ui · u̇i∑
i

f ′2 ui · u̇i

. . .∑
i

f ′mui · u̇i

 =


f ′1 u1 . . . f ′1 un

f ′2 u1 . . . f ′2 un

. . . . . . . . .
f ′mu1 . . . f ′mun



u̇1

u̇2

. . .
u̇n


= [fu1 , fu2 , . . . , fun ]α̇ = f ′(p)α̇ = dpf [α̇]

Âåêòîð β̇ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ïîâåðõíîñòè f â òî÷êå p
(ñì.ðèñ.1).
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Ðèñ.: 1
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Îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè

Ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå p ∈ U äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
f : U ⊆ Rn → Rm, m > n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, åñëè
rg f ′(p) = n, f ′(p) = [f ′u1(p), . . . , f ′un (p)], ò.å. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
fu1 , . . . , fun ëèíåéíî íåçàâèñèìû â ýòîé òî÷êå.
Òî÷êè, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè

Îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè

Ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : U ⊆ Rn → Rm, m > n,
åñëè â êàæäîé òî÷êå p ∈ U âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Òåìà 6



ui -ëèíèè (êîîðäèíàòíûå ëèíèè)

Îïðåäåëåíèå ui -ëèíèè

ui -ëèíèåé (êîîðäèíàòíîé ëèíèåé) ïîâåðõíîñòè f íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ
f (u10 , . . . , u

i−1
0

, ui
0 + t, ui+1

0
, . . . , un

0), t ∈ I , ò.å. êðèâàÿ f (p + ei t).

Óòâåðæäåíèå

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ fui = (f
1ui , . . . , fmui )

T ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì-êàñàòåëüíûì
ê ui -ëèíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü β = f (p + ei t) � ui -ëèíèÿ. Äàëåå, fui = dpf (ei ). Ïðè ýòîì ei = α̇ äëÿ
α = p + ei t, a dpf (α̇) = β̇ ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
fui = dpf (ei ) = β̇ � âåêòîð êàñàòåëüíîé ê ui -ëèíèè (ñì. ðèñ.2).
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ui -ëèíèè

Ðèñ.: 2
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Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàícòâî

Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

Êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tp(f ) ê ïîâåðõíîñòè f â òî÷êå p íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ β̇(t) êðèâûõ β(t) íà ïîâåðõíîñòè f â
òî÷êå p (ñì ðèñ.1).

Òåîðåìà î êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü f � ïîâåðõíîñòü. Òîãäà

Tpf = dpf (Rn) = 〈fu1 , . . . , fun 〉

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Òåìà 6



Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàícòâî

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü α : I → U � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, α(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)).
Òîãäà α̇(t) = (u̇1, u̇2, . . . , u̇n) = u̇1e1 + u̇2e2 + . . .+ u̇nen.

Ïóñòü òàêæå β = f ◦ α. Òîãäà β̇ ∈ Tpf è
β̇ = dpf (α̇) = u̇1dpf (e1) + u̇2dpf (e2) + . . .+ u̇ndpf (en) =
u̇1fu1 + u̇2fu2 + . . .+ u̇nfun .

Ñëåäîâàòåëüíî, β̇ ∈ 〈fu̇1 , . . . , fu̇n 〉 = dpf (Rn).

Çíà÷èò, Tpf ⊆ dpf (Rn)

Îáðàòíî, ïóñòü v ∈ dpf (Rn), ò.å. v = dpf (u) äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ Rn.
Ðàññìîòðèì α(t) = p0 + t · u. Òîãäà α̇ = u è
v = β̇ = dpf (α̇) = dpf (u) ∈ dpf (Rn).

Ñëåäîâàòåëüíî, dpf (Rn) ⊆ Tpf .
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Êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðû fu1 , fu2 , . . . , fun îáðàçóþò ñòàíäàðòíûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà Tpf â òî÷êå p (ñì.ðèñ. 2).

Óòâåðæäåíèå (î ñîâïàäåíèè êîîðäèèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è êîîðäèíàò åãî ïðîîáðàçà
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå)

Ïóñòü f : U ⊆ Rn → Rm � ïîâåðõíîñòü, α : I → U, β = f ◦ α. Òîãäà

[β̇]fu1,...,fun = [α̇]e1,...,en

(Êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè åãî ïðîîáðàçà â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå.)
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåæäåíèÿ î ñîâïàäåíèè êîîðäèíàò...

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü α : I → U � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, α(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)). Òîãäà
α̇(t) = (u̇1, u̇2, . . . , u̇n) = u̇1e1 + u̇2e2 + . . .+ u̇nen.

Ïóñòü òàêæå β = f ◦ α. Òîãäà β̇ = dpf (α̇) = [ïî óòâåðæäåíèþ î çíà÷åíèè
äèôôåðåíöèàëà îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà]=
= u̇1dpf (e1) + u̇2dpf (e2) + . . .+ u̇ndpf (en) = u̇1fu1 + u̇2fu2 + . . .+ u̇nfun .

Ñëåäîâàòåëüíî,
[β̇]fu1 ,...,fun

= [α̇]e1,...,en
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Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè (IÔÔ)

×òîáû îïðåäåëèòü ãåîìåòðèþ íà ïîâåðõíîñòè (âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ íà
ïîâåðõíîñòè), íóæíî â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëåíèå IÔÔ

Ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé (IÔÔ) ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
Ip(X ,Y ) = 〈X ,Y 〉 ; X ,Y ∈ Tpf .
Çíà÷åíèå IÔÔ îò êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ âåêòîðîâ â ¾îáúåìëþùåì¿ ïîâåðõíîñòü ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü X = β̇, β = f ◦ α; Y = γ̇, γ = f ◦ δ; α : I → U; δ : I → U;
α(t) =

(
u1(t), . . . , un(t)

)
, α̇(t) = (u̇1(t), . . . , u̇n(t));

δ(t) =
(
v1(t), . . . , vn(t)

)
; δ̇(t) = (v̇1(t), . . . , v̇n(t)).

Ïîëó÷èì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå IÔÔ.
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Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè

Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ

X =
[
β̇
]
fu1 ,...,fun

= [α̇]e1,...,en =
(
u̇1, . . . , u̇n

)T
;

Y = [γ̇]fu1 ,...,fun
=
[
δ̇
]
e1,...,en

=
(
v̇1, . . . , v̇n

)T
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ip(X ,Y ) = 〈X ,Y 〉 =
〈∑n

i=1 u̇
i fui ,

∑n
j=1 v̇

j fuj
〉

=
∑n

i,j=1 u̇
i v̇ j 〈fui , fuj 〉 =∑n

i,j=1 gij u̇
i v̇ j , ãäå gij = 〈fui , fuj 〉 .

Åñëè îáîçíà÷èòü X = β̇dt = dβ, Y = γ̇dt = dγ,
òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå IÔÔ

Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ IÔÔ

Ip(X ,Y ) =
∑n

i,j=1 gijdu
idv j = [X ]T (gij)[Y ] äëÿ

X = [dβ]fu1,...,fun
= [dα]e1,...,en =

(
du1, . . . , dun

)T
Y = [dγ]fu1,...,fun

= [dδ]e1,...,en =
(
dv1, . . . , dvn

)T
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Âû÷èñëåíèå äëèíû êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû IÔÔ

Ìàòðèöåé ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
[Ip] = (gij) . Ìàòðèöà [Ip] åñòü ìàòðèöà Ãðàììà ñòàíäàðòíîãî áàçèñà
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå p.

Ïóñòü β � êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè f , ò.å. β = f ◦ α, α : I → U (ñì. ðèñ.3).
Âû÷èñëèì äëèíó êðèâîé β:

l [β] =
∫
I

|β̇| dt =
∫
I

|dβ| =
∫
I

√
Ip (X ,X )

[|dβ| = |X | =
√
〈X ,X 〉 =

√
Ip(X ,X )].

Òàêèì îáðàçîì,

Âû÷èñëåíèå äëèíû êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

l [β] =
∫
I

√∑n
i,j=1 gijdu

iduj ãäå

α(t) =
(
u1(t), . . . , un(t)

)T
, [dα]e1,...,en = (du1, . . . , dun)

T
= [dβ]fu1,...,fun
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Âû÷èñëåíèå äëèíû êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè. Èëëþñòðàöèÿ

p

α

f

Tpf

β̇ = X

β

Ðèñ.: 3
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Âû÷èñëåíèå óãëà ìåæäó êðèâûìè íå ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü X , Y ∈ Tpf , ò.å.
X = dβ1, β1 = f ◦ α1; Y = dβ2, β2 = f ◦ α2; α1 : I → U; α2 : I → U;

Òîãäà åñëè ϕ � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè X è Y , ò.å. óãîë
ìåæäó êðèâûìè β1 è β2 â òî÷êå f (p), òî

cosϕ =
〈X ,Y 〉
|X | · |Y |

Â ¾êîîðäèíàòíîì¿ ïðåäñòàâëåíèè ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó
êðèâûìè èìååò âèä

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè

cosϕ =

∑n
i,j=1 gijdu

i dv j√
n∑

i,j=1

gijdui duj

√
n∑

i,j=1

gijdv i dv j

,

ãäå [dα1]e1,...,en = [dβ1]fu1 ,...,fun = (du1, . . . , dun)T

[dα2]e1,...,en = [dβ2]fu1 ,...,fun = (dv1, . . . , dvn)T
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Âû÷èñëåíèå óãëà ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè. Èëëþñòðàöèÿ

Ðèñ.: 4
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Âû÷èñëåíèå "îáúåìà"ïîâåðõíîñòè

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ "îáúåìà"ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü f : U ⊂ Rn → Rm � ïîâåðõíîñòü. Òîãäà å¼ îáúåì âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

Vol(U) =

∫
U

√
g(p) du1 . . . dun,

ãäå g(p) = det(gij(p)).
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Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ "îáúåìà"ïîâåðõíîñòè

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ â îáîñíîâàíèå îïðåäåëåíèÿ îáúåìà
ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî U ðàçáèòî ãèïåðïëîñêîñòÿìè íà ïàðàëëåëîòîïû Uj íà
âåêòîðàõ ∆u1e1, ∆u2e2, ∆un

en (ñì. ðèñ.5).

Òîãäà f (Uj) � êóñîê ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé ìû (â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé
èäååé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè) çàìåíÿåì íà ïàðàëëåëîòîï â
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tpj f , ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ

dfpj (∆u1e1) = ∆u1fu1(pj), dfpj (∆u2e2) = ∆u2fu2(pj), . . .,
dfpj (∆un

en) = ∆unfun (pj).

Îáîçíà÷èì ýòîò ïàðàëëåëîòîï ÷åðåç Ũj . Åãî îáúåì
Vol [Ũj ] =

√
g(pj)∆u1 . . .∆un. Îáúåì êóñêà ïîâåðõíîñòè Vol [f (Uj)]

çàìåíÿåì íà Vol [Ũj ].

Òîãäà îáúåì âñåé ïîâåðõíîñòè

Vol [f ] ≈
∑
j

√
g(pj)∆u1 . . .∆un � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ∫

U

√
g(u1, u2, . . . , un)du1du2 · · · dun.
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Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ "îáúåìà"ïîâåðõíîñòè. Èëëþñòðàöèÿ
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Côåðà

Ïðèìåð. Ñôåðà ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà R çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

f (u, v) = (R cos u cos v , R cos u sin v , R sin u)T , u � øèðîòà, v � äîëãîòà,

U =
(
−π
2

;
π

2

)
× [0; 2π], (ñì. ðèñ.6).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå (êàñàòåëüíûå âåêòîðû) è èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
(íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè):
fu = (−R sin u cos v , −R sin u sin v , R cos u)
fv = (−R cos u sin v , R cos u cos v , 0)

fu × fv =
(
−R2 cos2 u cos v , −R2 cos2 u sin v , −R2 sin u cos u

)
=

= −R2 cos u (cos u cos v , cos u sin v , sin v) = −R2 cos u = N.

fu ‖ fv ⇔ fu × fv = ~0⇔ cos u = 0⇔ u = ±π
2
⇒ f îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ

ïîâåðõíîñòü âåçäå, êðîìå ïîëþñîâ.
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Côåðà, èëëþñòðàöèÿ
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Côåðà (ïðîäîëæåíèå)

Êîýôôèöèåíòû è ìàòðèöà IÔÔ:
g11 = f 2u = R2, g12 = g21 = 〈fu, fv 〉 = 0, g22 = f 2v = R2 cos2 u

[Ip] = (gij) =

(
R2 0
0 R2 cos2 u

)
1) Íàéäåì äëèíó ýêâàòîðà, ò.å. äëèíó êðèâîé β(t) = f (α(t)), ãäå
α(t) = (0, t)T .
[dα]e1,e2 = [dβ]fu ,fv = (0, dt)T = (du, dv)T . Ñëåäîâàòåëüíî,

l [β] =
2π∫
0

√
dβ2 =

2π∫
0

√
g11du2 + 2g12du dv + g22dv2 =

2π∫
0

√
R2dt2 = 2πR.
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Côåðà (ïðîäîëæåíèå)

2) Íàéäåì óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüþ (β2) è ìåðèäèàíîì (β1).

β1(τ) = f (α1(τ)), α1(τ) = (τ, v0)T

β2(t) = f (α2(t)), α2(t) = (u0, t)T

[dα1]e1,e2 = [dβ1]fu ,fv = (dτ, 0)T

[dα2]e1,e2 = [dβ2]fu ,fv = (0, dt)T ,

β1 è β2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå p = (u0, v0), t = v0, τ = u0.

Óãîë ϕ ìåæäó ïàðàëëåëüþ è ìåðèäèàíîì åñòü óãîë ìåæäó dβ1 è dβ2 :

cosϕ =
Ip(dβ1, dβ2)√

Ip(dβ1, dβ1)
√

Ip(dβ2, dβ2)
=

g11dτ · 0 + g12(dτ · dt + 0 · 0) + g220 · dt√
g11dτ2 + 2g12dτ · 0 + g2202

√
g1102 + 2g12 · 0 · dt + g22dt2

= 0⇒ ϕ =
π

2
.
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Côåðà (îêîí÷àíèå)

3) Íàéäåì ïëîùàäü ñôåðû.
g = det[Ip] = R4 cos2 u,

√
g = R2 cos u ⇒ Vol(f ) =

∫∫
U

√
g du dv =

2π∫
0

( π
2∫
−π

2

R2 cos u du

)
dv =

2π∫
0

2R2du = 4πR2.
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Ëîêñîäðîìà

Îïðåäåëåíèå ëîêñîäðîìû

Ëîêñîäðîìîé (îò ãðå÷. loxos � êîñîé è dromos � áåã, ïóòü) íàçûâàåòñÿ
ëèíèÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå ìåðèäèàíû ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì (êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ ëîêñîäðîìè÷åñêèì, èëè ïóòåâûì óãëîì).

Ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ïîðòóãàëüñêèì ìàòåìàòèêîì Íîíèóñîì â 1529
ãîäó.
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Ëîêñîäðîìà íà ñôåðå

4) Íàéäåì ëîêñîäðîìó íà ñôåðå (ñì.ðèñ.7).

β1(τ) = f (α1(τ)), α1(τ) = (τ, v0)T � ìåðèäèàí.

Ëîêñîäðîìà: β(t) = f (α(t)), ãäå α(t) = (u(t), v(t))T � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.
Èìååì:

[dβ1]fu ,fv = [dα1]e1,e2 = (dτ, 0)T

[dβ]fu ,fv = [dα]e1,e2 = (du, dv)T ,

ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ̂dβ1, dβ = const = ϕ0.

cos ̂dβ1, dβ = cosϕ0 =
Ip(dβ1, dβ)√

Ip(dβ1, dβ1)
√

Ip(dβ, dβ)
=

R2dτ du√
R2dτ2

√
R2du2 + R2 cos2 u dv2

=

=
du√

du2 + cos2 udv2
= cosϕ0.

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïîëó÷àåì:

cos2 u

(
du

dv

)
2

+ 1 =
1

cos2 ϕ0

, èëè
dv

du
= ± tgϕ0

cos u
.

Ñëåäîâàòåëüíî, v = ± tgϕ0 ln | tg(u/2 + π/4)|+ v0

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Òåìà 6



Ëîêñîäðîìà íà ñôåðå (èëëþñòðàöèÿ)
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Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ f (u, v) = A[v ]α(u), ãäå A[v ] � ìàòðèöà
ïîâîðîòà âîêðóã îñè Oz íà óãîë v , ò.å.

A[v ] =

 cos v − sin v 0
sin v cos v 0
0 0 1

 ,
α(u) = (x(u), 0, z(u)) � ïðîôèëü,
ò.å. f (u, v) = (x(u) cos v , x(u) sin v , z(v))

Îáëàñòü U � îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê I × (−π, π).
Ïðîâåðèì, ÷òî f � äåéñòâèòåëüíî ïîâåðõíîñòü.

Âû÷èñëÿåì
fu = (ẋ cos v , ẋ sin v , ż), fv = (−x sin v , x cos v , 0); îòñþäà
fu × fv = (−xż cos v ,−xż cos v , xẋ) è |fu × fv|2 = x2(ż2 + ẋ2) = x2|α̇|2.

Òàêèì îáðàçîì, f ðåãóëÿðíà, åñëè êðèâàÿ α ðåãóëÿðíà è íå ïåðåñåêàåò îñü
Oz . Êîîðäèíàòíóþ ñåòü îáðàçóþò ïðîôèëè (v = const) è îêðóæíîñòè
(u = const) (ñì. ðèñ.8).
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Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ (èëëþñòðàöèÿ)
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Âàæíûå íàáëþäåíèÿ

Îïðåäåëåíè

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : U −→ V íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f −1, ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêèì.

Íàáëþäåíèå 1

Ïðè n = m ïîâåðõíîñòü f : U ⊆ Rn −→ Rn ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
äèôôåîìîðôèçìîì (f � ãëàäêîå è f −1 �ãëàäêîå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè) îáëàñòè U ⊆ Rn íà íåêîòîðóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn.
Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ çàìåíîé êîîðäèíàò èëè çàìåíîé
ïàðàìåòðîâ.

Íàáëþäåíèå 2

Ïðè n = 1 ïîâåðõíîñòü f : U ⊆ R −→ Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé
êðèâîé. Êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíàÿ
ïðÿìàÿ.
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Òîð

Îïðåäåëåíèå òîðà

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè òîðîì íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñôåð ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òîðà � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîìåðíûõ
îêðóæíîñòåé S1

a × S1

b , âëîæåííûõ â R2 ðàäèóñîâ a > 0 è b > 0
ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà ðàäèóñû íå íàëàãàåòñÿ.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýòîãî òîðà ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðàìåòðèçàöèé
ñôåð-îêðóæíîñòåé S1

a : α(u) = (a cos u, a sin u)T è
S1

b : β(v) = (b cos v , b sin v)T : f (u, v) = (a cos u, a sin u, b cos v , b sin v)T , ãäå
(u, v) ∈ U = (−π, π)× (−π, π), ò.å. îáëàñòü U � îòêðûòûé êâàäðàò. Òàêèì
îáðàçîì, òîð ðàñïîëîæåí â ïðîñòðàíñòâå R4 è â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè íàõîäèòüñÿ íå ìîæåò.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå fu = (−a sin u, a cos u, 0, 0)T è
fv = (0, 0, b sin v , b cos v)T â ëþáîé òî÷êå (u, v) ∈ U îòëè÷íû îò íóëåâîãî
âåêòîðà è îðòîãîíàëüíû, òàê êàê 〈fu, fv 〉 = 0. Ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè U äëÿ f âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè è òîð ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, âëîæåííîé â ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Òîð. Èëëþñòðàöèÿ
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Òîð-"áóáëèê"

Îïðåäåëåíèå òîðà-"áóáëèêà"

Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííàÿ
âðàùåíèåì îêðóæíîñòè S1

b òàê, ÷òî åå öåíòð äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè S1

a

(a > b) è ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè S1

b âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíà îêðóæíîñòè
S1

a , íàçûâàåòñÿ òàêæå òîð-áóáëèê.

Îêðóæíîñòü S1

b â ïëîñêîñòè Oxz èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ
α(u) = t(a + b cos u, 0, b sin u) � ýòî ïðîôèëü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Òîãäà
ïàðàìåòðèçàöèÿ òîðà-áóáëèêà:

f (u, v) = ((a + b cos u) cos v , (a + b cos u) sin v , b sin u)T
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Ïñåâäîñôåðà

Çàäà÷à

Íàéòè ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì òðàêòðèñû
α(t) = a(cos t + ln tg t/2, sin t)T âîêðóã åå àñèìïòîòû.

Ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè àñèìïòîòîé òðàêòðèñû ÿâëÿåòñÿ îñü Ox .
Ïåðåïàðàìåòðèçóåì òðàêòðèñó òàê, ÷òîáû îíà ðàñïîëàãàëàñü â ïëîñêîñòè
Oxz è îñü Oz áûëà åå àñèìïòîòîé: β(u) = at(sin u, 0, ln tg(t/2) + cos u),
0 < u < π/2. Âñïîìíèì ìàòðèöó îïåðàòîðà ïîâîðîòà íà óãîë v

îòíîñèòåëüíî îñè Oz : Av =

 cos v − sin v 0
sin v cos v 0
0 1

. Ïîëó÷àåì
ïàðàìåòðèçàöèþ ïñåâäîñôåðû:

f (u, v) = Av · β(u) = a(sin u cos v , sin u sin v , ln tg(t/2) + cos u)T ,
0 < u < π/2, 0 < v < 2π.
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Èçîáðàæåíèå âçÿòî c Ñàéòà
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