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Êðèâûå â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Êðèâîé â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå α : I → Rn,
ãäå I � èíòåðâàë, ò.å. α(t) = v + x(t); v ∈ Rn, x(t) : I → Rn �
âåêòîð-ôóíêöèÿ. α(I ) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì êðèâîé, èëè ëèíèåé.

α̇(t) = lim
∆t→0

α(t + ∆t)− α(t)

∆t
= lim

∆t→0

x(t + ∆t)− x(t)

∆t
= ẋ(t)

α̇(t) ‖ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â äàííîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå

Êðèâàÿ α(t) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå t = t0, åñëè α̇(t0) 6= 0. Êðèâàÿ
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà I , åñëè îíà ðåãóëÿðíà â êàæäîé òî÷êå
èíòåðâàëà I .
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Êðèâûå â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

v

α(t)

~x(t)

α(t + ∆t)

~x(t + ∆t)

∆~x(t)

Ðèñ. 1

Ôîðìóëà Òåéëîðà

α(t) = α(t0) +
α̇(t0)

1!
(t − t0) + . . .+

α(k)(t0)

k!
(t − t0)k + o((t − t0)k)

[α(t)− α(t0) = x(t)]
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Ïðèìåð êðèâîé â R2

Ðèñ.: 2

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü α(t) = (t2, t3), t ∈ R � ïîëóêóáè÷åñêàÿ

ïàðàáîëà (x3 = y2, ñì. ðèñ.2). Èìååì α̇(t) = (2t, 3t2) è α̇(0) = (0, 0).
α̇(±1) = (±2, 3)T , α̇(0) = (0, 0).
Êðèâàÿ ðåãóëÿðíà âåçäå, êðîìå òî÷êè O(0, 0).
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Äëèíà êðèâîé

α(t1)

α(ti)

α̇(ti)

α(ti+1) α(t2)

vi = |α̇(ti)|

l ≈
∑
i

vi∆ti

Ðèñ.: 3

Äëèíîé êðèâîé α : I → Rn, ãäå I = (a; b) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

l [α]|ba =

b∫
a

|α̇(t)|dt
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Äëèíà êðèâîé

Äåéñòâèòåëüíî, òîò ôàêò, ÷òî äëèíó êðèâîé åñòåñòâåííî îïðåäåëÿòü
èìåííî òàê, ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèìè �íàâîäÿùèìè
ñîîáðàæåíèÿìè". Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå σ îòðåçêà [a, b] äèàìåòðà d(σ) è
çàìåíèì êðèâóþ ëîìàíîé, ñîñòàâëåííîé èç îòðåçêîâ â m ñ êîíöàìè â
òî÷êàõ α(ti ), ti ∈ σ. Äëèíà ëîìàíîé áóäåò ðàâíà∑
ti∈σ

|α(ti+1)− α(ti )| =
∑
ti∈σ

|α(ti+1)− α(ti )|
∆ti

∆ti .

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê èíòåãðàëüíîé ñóììå äëÿ∫ b

a

|α̇(t)|dt.

Â ÷àñòíîñòè, íà ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíàÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà ôîðìóëà: åñëè α(t) = (x(t), y(t))T íà îòðåçêå [a, b], òî
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Çàìåíà ïàðàìåòðà

Îïðåäåëåíèå (ýêâèâàëåíòíîñòü êðèâûõ)

Ïóñòü α(t), β(τ) � êðèâûå, α : I → Rn, β : J → Rn, I , J - èíòåðâàëû.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α ýêâèâàëåíòíà (ïîëîæèòåëüíî ýêâèâàëåíòíà) β, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : J
íà→ I , ÷òî

1 ϕ � ãëàäêàÿ, t = ϕ(τ)

2 ϕ � ðåãóëÿðíàÿ, ò.å. ϕ̇(τ) 6= 0 (ϕ̇(τ) > 0)

3 β(τ) = α(ϕ(τ))

t = ϕ(τ) � çàìåíà ïàðàìåòðà (ñì.ðèñ 4).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç ââåäåííûõ îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Ïóñòü I = (0, 1), J = (0, 1), = (0, 1). Ðàññìîòðèì êðèâûå

α : I −→ R2, α(t) = (t, t)T ;
β : J −→ R2, β(θ) = (θ3, θ3)T ; t = ϕ(θ) = θ3

γ : K −→ R2, γ(u) = (1− u, 1− u)T ; t = ϕ(u) = 1− u.

Âñå êðèâûå ðåãóëÿðíû, α ïîëîæèòåëüíî ýêâèâàëåíòíà β (t = θ3) è íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîé γ (t = 1− u).
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Çàìåíà ïàðàìåòðà

Ðèñ.: 4
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Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèò. çàìåíû ïàðàìåòðà ðåã-òè è äëèíû êðèâîé

Óòâåðæäåíèå.

Ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè è âåëè÷èíà äëèíû êðèâîé èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî

β̇(t) = α̇ (ϕ(τ)) · ϕ̇(τ)⇒
[
β̇(τ) 6= 0⇔ α̇(t) 6= 0

]
.

I1 = l [α]
∣∣∣t2
t1

=
t2∫
t1

|α̇(t)| dt, I2 = l [β]
∣∣∣τ2
τ1

=
τ2∫
τ1

|β̇(τ)| dτ =
τ2∫
τ1

|α̇ (ϕ(τ)) | · |ϕ̇(τ)| dτ.

Òàê êàê ϕ̇(τ) íå ìåíÿåò çíàê íà J, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ̇(τ) > 0 íà J

⇒ I2 =
τ2∫
τ1

|α̇ (ϕ(τ)) | dϕ(τ) =
[
çàìåíà t = ϕ(τ)

]
= I1.

Óòâåðæäåíèå.

Îáðàçû ýêâèâàëåíòíûõ êðèâûõ ñîâïàäàþò, ò.å. îíè ¾ïðåäñòàâëÿþò¿ îäíó
è òó æå ëèíèþ.
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Êðèâàÿ åäèíè÷íîé ñêîðîñòè

Îïðåäåëåíèå.

Êðèâàÿ α : I → Rn íàçûâàåòñÿ êðèâîé åäèíè÷íîé ñêîðîñòè (K1C), åñëè
|α̇(t)| ≡ 1 (∀t ∈ I ).

Ñâîéñòâà Ê1Ñ

Ïóñòü α = α(t) � Ê1Ñ. Òîãäà

1 α � ðåãóëÿðíàÿ ∀t ∈ I ;

2 α̈ ⊥ α̇ � óñêîðåíèå âñåãäà öåíòðîñòðåìèòåëüíî;

3 Äëèíà Ê1Ñ îò òî÷êè α(t0) äî α(t) ðàâíà t − t0

(
l [α]

∣∣∣t
t0

= t − t0

)
Äîêàçàòåëüñòâî
1. Î÷åâèäíî.
2. Äèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî α̇2 ≡ 1 ïî t ⇒ 2〈α̇, α̈〉 ≡ 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:

Ê1Ñ ðàñïîëàãàåò èíòåðâàë I â Rn êàê òîíêóþ íåðàñòÿæèìóþ íèòü.
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Òåîðåìà î ïîëîæèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíîé êðèâîé è Ê1Ñ

Òåîðåìà(î ïîëîæèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíîé êðèâîé è Ê1Ñ).

Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ïîëîæèòåëüíî ýêâèâàëåíòíà Ê1Ñ.

Äîêàçàòåëüñòâî

α : I → Rn, α � ðåãóëÿðíà íà I , ò.å α̇ 6= ~0, s = l [α]
∣∣∣t
t0

=

t∫
t0

|α̇(t)|dt = ψ(t) �

íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ (íàòóðàëüíàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà).
ψ̇(t) = |α̇(t)| 6= ~0⇒ ψ(t)↗ íà I , ψ(t) - ãëàäêàÿ ⇒ ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ t = ϕ(s), � îáðàòíàÿ ê s = ψ(t); òîãäà
ϕ̇(s) = 1

ψ̇(t)
= 1

|α̇(t)| > 0; ϕ : J → I ; J = ψ(I ) � èíòåðâàë.

Ïóñòü β(s) = α(t(s)) = α(ϕ(s)). Òîãäà α(t) è β(s) ïîëîæèòåëüíî
ýêâèâàëåíòíû.
β̇(s) = α̇(ϕ(s)) · ϕ̇(s) = α̇(ϕ(s))

|α̇(ϕ(s))| = α̇(t)
|α̇(t)| ⇒ |β̇(s)| =

∣∣∣ α̇(t)
|α̇(t)|

∣∣∣ ≡ 1⇒ β(s) �

Ê1Ñ (ñì.ðèñ.5).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Òåìà 2



Òåîðåìà î ïîëîæèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíîé êðèâîé è Ê1Ñ

Ðèñ.: 5
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Ïðèìåð íàòóðàëüíîé çàìåíû ïàðàìåòðà

Ïðèìåð.

α(t) = p0 + t · −→v � ïðÿìàÿ, v = |−→v |, α : R→ Rn

s =

t∫
t0

|α̇(t)| dt =

t∫
t0

|−→v | dt = v · (t − t0), t0 = 0, s = v · t = ψ(t) = s(t)

t =
s

v
= ϕ(s) = t(s), β(s) = α(t(s)) = α

( s
v

)
, β(s) = p0 +

s

v
· −→v
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