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Àôôèííûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü Rn =
{(

x1, . . . , xn
)T | x i ∈ R

}
è
−→
V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,

dim
−→
V = n, b = (b1, . . . , bn) � áàçèñ â

−→
V . Ïðîñòðàíñòâà

−→
V è Rn

èçîìîðôíû; èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ
x 7→ [x ]b, ãäå [x ]b � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå b,
x = b [x ]b = x1b1 + · · ·+ xnbn.

Åñëè a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) � áàçèñû, òî b = a Ta→b, ãäå Ta→b

� (íåâûðîæäåííàÿ) ìàòðèöà ïåðåõîäà, ïðè ýòîì
[x ]a = Ta→b[x ]b, Tb→a = T−1a→b.

Åñëè A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî [A]b = ([Ab1]b, [Ab2]b, . . . , [Abn]b) �

ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà è òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈
−→
V âûïîëíÿåòñÿ

[Ax ]b = [A]b[x ]b.

Ïðè ýòîì [A]a = Ta→b[A]bT
−1
a→b.
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Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè áàçèñà

Îïðåäåëåíèå

Åñëè detTa→b > 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñû a è b èìåþò îäèíàêîâóþ
îðèåíòàöèþ.

Áàçèñ, b, èìåþùèé ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì e = (e1, e2, . . . , en), ãäå ei �
ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé, êðîìå i-ãî ìåñòà, ãäå ñòîèò 1, îäíó è òó æå
îðèåíòàöèþ, èìååò ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ.

%pause(−→
V , 〈, 〉

)
� åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, åñëè 〈, 〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Åñëè b = (b1, . . . , bn) � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
−→
V , òî

Gb = Gr(b1, . . . , bn) = (〈bi , bj〉) � ìàòðèöà Ãðàìà è

∀x , y ∈
−→
V 〈x , y〉 = [x ]T Gb [y ] , |x | =

√
〈x , x〉. Åñëè a = (a1, . . . , an) �

äðóãîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
−→
V , òî Ga = Ta→bGbTb→a = T−1b→aGbTb→a.
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Îïðåäåëåíèå îðôëàãà

Îïðåäåëåíèå

−→
V1 <

−→
V2 < · · · <

−→
Vk � îðôëàã, ïîðîæäåííûé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé (ËÍ)

ñèñòåìîé a = (a1, . . . , ak), aj ∈
−→
V , åñëè

−→
Vi = 〈a1, a2, . . . , ai 〉. ËÍ ñèñòåìû

a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bk) ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå îðôëàã, åñëè
−→
Vi = 〈a1, . . . , ai 〉 = 〈b1, . . . , bi 〉 è (a1, . . . , ai ), (b1, . . . , bi ) èìåþò îäíó è òó æå
îðèåíòàöèþ äëÿ ëþáîãî i
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Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà

~b1 = ~b1
~b2 = ~a2 − λ1~b1 (·~b1)
~b3 = ~a3 − µ1~b1 − µ2~b2 (·~b1, ·~b2), ~b1, ~b2, ~b3 - ÎÍÁ

Â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà ïîëó÷àåòñÿ ÎÍÁ (ÎÁ),
ïîðîæäàþùèé òîò æå îðôëàã, ÷òî è èñõîäíûé áàçèñ.
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Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà
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Îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå(
V ,
−→
V ,+

)
� àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè

1 ∀p ∈ V ∀~x ∈
−→
V ∃!q ∈ V p + ~x = q

2 ∀p, q ∈ V ∃!~x ∈
−→
V p + ~x = q (~x = −→pq = q − p)

3 ∀p ∈ V ∀~x , ~y ∈
−→
V (p + ~x) + ~y = p + (~x + ~y)

V � ìíîæåñòâî òî÷åê,
−→
V � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ.

p

q
~x

p

p + ~x

~x

p + ~x + ~y~x + ~y

~y
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Àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Åñëè
−→
V � åâêëèäîâî, òî

(
V ,
−→
V ,+

)
� åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè p è q � ýòî |p − q| = |−→p q|.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (W ;
−→
W ; +) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå W ⊂ V ,

−→
W ≤

−→
V . Òîãäà

W � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà V .

Óòâåðæäåíèå

(W ;
−→
W ; +) � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà W = p0 + ~W äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè p0 ∈ V .

Ïóñòü dim
−→
W = k, òîãäà p0 +

−→
W � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè k.
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Îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëîòîïà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî

Π (p0, a1, . . . , ak) = = {p0 + λ1a1 + · · ·+ λkak | λi ∈ [0, 1]}

� k-ìåðíûé ïàðàëëåëîòîï, ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ a1, . . . , ak ∈
−→
V ,

îòëîæåííûé îò òî÷êè p0 ∈ V .

Π(p0, a1, a2)

q

a1

a2

p0 λ1 a1

λ2 a2

Åãî îáúåì � ýòî Vol (Π) =
√

Gr (a1, . . . , ak).
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Îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü c1, . . . , cn−1 ∈ V ., dimV = n. Îáîáùåííûì âåêòîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ
c1, . . . , cn−1 íàçûâàåòñÿ âåêòîð b, òàêîé ÷òî

1 b ⊥ ci , i ∈ {1, . . . , n − 1}
2 |b| = Vol (Π (c1, . . . , cn−1)) =

√
Gr (c1, . . . , cn−1)

3 (c1, c2, . . . , cn−1, b) èìååò ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ.

Âåêòîð b ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí, îí îáîçíà÷àåòñÿ b = c1 × · · · × cn−1 è
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå b = det ([c1], [c2], . . . , [cn−1] , e) , ãäå
e = (e1, e2, . . . , en)T � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.
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Îïðåäåëåíèå àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü
(
V ,
−→
V ,+

)
,
(
V ′,
−→
V ′,+

)
� àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå

A : V → V ′ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè

∀p ∈ V ∀~x ∈
−→
V A (p + ~x) = A(p) +

−→
A (~x)

äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
−→
A :
−→
V →

−→
V ′.

A � àôôèííûé îïåðàòîð, åñëè V = V ′,
−→
V =

−→
V ′. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå−→

A â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
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Àôôèííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü A � àôôèííûé îïåðàòîð. Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

îïåðàòîð
−→
A îáðàòèì.

Ïóñòü e = (e1, . . . , en) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
−→
V , ei = (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . . , 0), (O, e1, . . . , en) � ñòàíäàðòíûé ðåïåð

àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà V . Êîîðäèíàòû [p] òî÷êè p ∈ V â ðåïåðå � ýòî

êîîðäèíàòû âåêòîðà [
−→
Op]e â áàçèñå e. Òîãäà

[Ap] = [p0] + [
−→
A ] [p],

ãäå p0 = A(O) è [
−→
A ] � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

−→
A :
−→
V →

−→
V â

áàçèñå e. Äåéñòâèòåëüíî, Ap = A
(
O +

−→
Op
)

= A(O) +
−→
A
(−→
Op
)
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Àôôèííûå îïåðàòîðû

Óïðàæíåíèå (6á.)

Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àôôèííûé îïåðàòîð àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
R2

(
R3
)

à) ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïðÿìóþ;

á) ïëîñêîñòü â ïëîñêîñòü;

â) ñîõðàíÿåò ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé;

ã) ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå îòðåçêîâ;

ä) ïåðåâîäèò ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ â ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ;

å) ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü â ïîâåðõíîñòü;
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Àôôèííûé îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè
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Àôôèííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
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Èçîìåòðèÿ

Îïðåäåëåíèå.

Îòîáðàæåíèå A : V → V àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ
íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè ∀p, q ∈ V |Ap −Aq| = |p − q|.

Òåîðåìà

A � èçîìåòðèÿ ⇔ A � àôôèííûé îïåðàòîð è
−→
A � îðòîãîíàëüíûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð, ò.å.
−→
A ïåðåâîäèò ÎÍÁ â ÎÍÁ.

(Áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçîìåòðèè A èìååì: [Ap] = [p0] + A[p], ãäå A = [
−→
A ]

� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò.å. A−1 = AT . Åñëè detA > 0, òî A íàçûâàåòñÿ

äâèæåíèåì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè
−→
A � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð,

òî A ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð
−−→
Op0.
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Ïðèìåð èçîìåòðèè
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Ïðèìåðû àôôèííûõ îïåðàòîðîâ è èçîìåòðèé

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ëåêöèÿ 1



Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Òåîðåìà

Ëþáîå äâèæåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà q ∈ V , ÷òî A(q) = q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèëëþñòðèðóåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ V = R2. Íóæíî

íàéòè òî÷êó q ∈ R2 òàêóþ, ÷òî

A(q) = p0 +
−→
A (
−→
Oq) = p = O +

−→
Oq,

(
−→
A −

−→
E )(
−→
Oq) =

−−→
p0O

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî (óïðàæíåíèå, 1á.), ÷òî îïåðàòîð
−→
A −

−→
E

íåâûðîæäåííûé. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî îïåðàòîð
−→
A � îðòîãîíàëüíûé

è ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Òîãäà

−→
Oq = −(~A− ~E)−1(

−−→
Op0)

À çíà÷èò,
q = O +

−→
Oq = O − (~A− ~E)−1(

−−→
Op0)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè q ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

[q] = −[(~A− ~E)]−1[p0]
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Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
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Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Áîëåå òîãî, îïåðàòîð A ïîâîðà÷èâàåò ïëîñêîñòü âîêðóã íåïîäâèæíîé
òî÷êè q. Ïóñòü r � ðåïåð, ïîëó÷åííûé èç ñòàíäàðòíîãî ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì èç òî÷êè O â òî÷êó q, òîãäà äëÿ êîîðäèíàò [·]r â ýòîì ðåïåðå
äëÿ ëþáîé òî÷êè p èìååì

[A(p)]r = [
−→
A ]r [p]r

Ïóñòü ~x =
−→
Op. Òîãäà −→qp = ~x −

−→
Oq. Ïîêàæèòå, ÷òî

−→
A (−→qp) = A(p)− q

(óïðàæíåíèå, 1 á.), ò.å.
−→
A (~y) = A(p)− q äëÿ ~y = −→qp (ñì. ðèñ. íà

ïðåäûäóùåì ñëàéäå).
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîð ôóíêöèÿ: x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))T ⊂ Rn, x i (t) : (a, b)→ Rn

Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè:

ẋ(t) = lim
∆t→0

x(t + ∆t)− x(t)

∆t
= (ẋ1(t), . . . , ẋn(t))

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè êàæäàÿ
ẋ i (t), (i = 1, 2, . . . , n) � ãëàäêàÿ íà (a, b), ò.å. äèôôåðåíöèðóåìà ñòîëüêî
ðàç, ñêîëüêî íàì íóæíî.
Ðàçëîæåíèå âåêòîð-ôóíêöèè x(t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

x(t) = x(t0)+
ẋ(t0)

1!
(t−t0)+

ẍ(t0)

2!
(t−t0)2+· · ·+ x (k)(t0)

k!
(t−t0)k +o((t−t0)k)
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ

Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ôîðìóëàì äëÿ
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò âåêòîð-ôóíêöèè, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è
ïðîèçâåäåíèÿ íà ìàòðèöó A

b∫
a

ẋ(t) dt = x(b)− x(a)

b∫
a

〈v , x(t)〉 dt = 〈v ,
b∫

a

x(t) dt〉, v ∈ Rn

b∫
a

Ax(t) dt = A

b∫
a

x(t) dt, A ∈ Rn×n
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Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå B : Rn1 × Rn2 × . . .× Rnk → Rm íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíûì,
åñëè B(x1, . . . , xk) ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Ïðèìåð. B(x , y) = [x ]TBe [y ] � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ãäå Be �
ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ïðè ýòîì â çàäàííîì áàçèñå e = (e1, . . . , en)
ýëåìåíòû ìàòðèöû Be îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì Bij = B(ei , ej). Åñëè
e′ = (e′1, . . . , e

′
n) � äðóãîé áàçèñ, òî Be′ = TT

e→e′BeTe→e′ .

Òåîðåìà (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé).

Ïóñòü B : Rn1 × . . .× Rnk → Rm � ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,
x1(t), . . . , xk(t) - âåêòîð ôóíêöèè,

xi (t) : I → Rn; x(t)
îïð
= B(x1(t), . . . , xk(t)). Òîãäà

dx(t)

dt
=

k∑
i=1

B(x1(t), . . . , xi−1(t), ẋi (t), xi+1(t) . . . , xk(t))
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Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëèëèí.îòîáðàæåíèé

Ñëåäñòâèÿ.

Ïóñòü x = x(t), y = y(t) � âåêòîð-ôóíêöèè. Òîãäà

1
d〈x(t),y(t)〉

dt
= 〈ẋ(t), y(t)〉+ 〈x(t), ẏ(t)〉

2 (x × y). = ẋ × y + x × ẏ

3
d
dt

(A(t) · B(t)) = Ȧ(t) · B(t) + A(t) · Ḃ(t), A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×k

4
d
dt

(det [x1(t), . . . , xn(t)]) =
∑n

i=1
det [x1, . . . , xi−1, ẋi , xi+1, . . . , xn] ,

xi (t) : I → Rn

5 |x(t)|. = 〈x(t),ẋ(t)〉
|x(t)|

Äîêàçàòåëüñòâî (5): |x | =
√
〈x , x〉 |x |. = 1

2
· 1√
〈x,x〉
· (〈ẋ , x〉+ 〈x , ẋ〉) = 〈x,ẋ〉

|x|

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ëåêöèÿ 1


