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Задачи в аудитории

С.В.Сизый с.252 №1, с. 253 № 3, с.273 № 1 б), с.283 № 1 а), б), е), с.295 №
1 а), г), ж)

Рекомендуемое домашнее задание

с. 253 № 2, 273 № 2, с.283 № 1 г), и), 2, с.295 № 1 е), з)
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С.В.Сизый с.252 № 1

Найти объем области U : −π
2
< u <

π

2
, −π < v < π, 0 < w < 5 на

цилиндре

f (u, v ,w) = t(R cos u cos v ,R cos u sin v ,R sin u,w).

V =

∫
U

√
g(u, v ,w)dudvdw .

fu = t(−R sin u cos v ,−R sin u sin v ,R cos u, 0),
fv = t(−R cos u sin v ,R cos u cos v , 0, 0); fw = t(0, 0, 0, 1);
g11 = R2, g12 = 0, g13 = 0, g22 = R2 cos2 u, g23 = 0, g33 = 1;

[Ip] =

 R2 0 0
0 R2 cos2 u 0
0 0 1

;

g(p) = det([Ip]) = R4 cos2 u,

V =

∫
U

√
g(u, v ,w)dudvdw =

∫ π
2

−π
2

R2 cos udu
∫ π

−π
dv

∫ 5

0
dw =

R2 sin u|
π
2
−π

2
· 2π · 5 = 20πR2.
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С.В.Сизый с.252 № 3

Найти объем поверхности трехмерной сферы в пространстве R4:

f (u, v ,w) = t(R cos u cos v cosw ,R cos u sin v cosw ,R sin u cosw ,R sinw).

U : −π
2
< u,w <

π

2
, −π < v < π.

fu = t(−R sin u cos v cosw ,−R sin u sin v cosw ,R cos u cosw , 0),
fv = t(−R cos u sin v cosw ,R cos u cos v cosw , 0, 0),
fw = t(−R cos u cos v sinw ,−R cos u sin v sinw ,−R sin u sinw ,R cosw);
p(u, v ,w),
g11(p) = 〈fu, fu〉 =
R2 sin2 u cos2 v cos2 w + R2 sin2 u sin2 v cos2 w + R2 cos2 u cos2 w = R2 cos2 w ,
g12(p) = g21(p) = 〈fu, fv 〉 =
R2 sin u cos v cos u sin v cos2 w − R2 sin u sin v cos u cos v cos2 w = 0,
g22(p) = 〈fv , fv 〉 = R2 cos2 u sin2 v cos2 w + R2 cos2 u cos2 v cos2 w =
R2 cos2 u cos2 w ,
g13(p) = g31(p) = 〈fu, fw 〉 = R2 sin u cos2 v cosw cos u sinw +
R2 sin u sin2 v cosw cos u sinw − R2 cos u cosw sin u sinw = 0,
g23(p) = g32(p) = 〈fv , fw 〉 =
R2 cos2 u sin v cosw cos v sinw − R2 cos2 u cos v cosw sin v sinw = 0,
g33(p) = 〈fw , fw 〉 = R2 cos2 u cos2 v sin2 w + R2 cos2 u sin2 v sin2 w +
R2 sin2 u sin2 w + R2 cos2 w = R2;
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Окончание № 3

[Ip] =

 R2 cos2 w 0 0
0 R2 cos2 u cos2 w 0
0 0 R2

;

g = R6 cos2 u cos4 w ;
√
g = R3 cos u cos2 w ;

V =

∫ π
2

−π
2

du

∫ π

−π
dv

∫ π
2

−π
2

R3 cos u cos2 wdw =∫ π
2

−π
2

R3 cos udu
∫ π

−π
dv

∫ π
2

−π
2

cos2 wdw = R3 · 2 · 2π
∫ π

2

−π
2

1+ cos 2w
2

dw =

2πR3

(∫ π
2

−π
2

dw +

∫ π
2

−π
2

cos 2wdw

)
= 2π2R3.
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С.В.Сизый с.273 № 1 б)

Найти нормальное гауссово поле вдоль заданной гиперповерхности, после
чего найти матрицу дифференциала нормального отображения:

f (u, v ,w) = t(cos u cos v , cos u sin v , sin u,w).

fu = t(− sin u cos v ,− sin u sin v , cos u, 0), fv = t(− cos u sin v , cos u cos v , 0, 0);
fw = t(0, 0, 0, 1)

fu × fv × fw =

∣∣∣∣∣∣∣∣
− sin u cos v − cos u sin v 0 e1

− sin u sin v cos u cos v 0 e2

cos u 0 0 e3

0 0 1 e4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−

∣∣∣∣∣∣
− sin u cos v − cos u sin v e1

− sin u sin v cos u cos v e2

cos u 0 e3

∣∣∣∣∣∣ =
t(cos2 u cos v , cos2 u sin v , sin u cos u, 0);
|fu × fv × fw| = cos u

√
cos2 u cos2 v + cos2 u sin2 v + sin2 u = cos u;

~N(u, v ,w) = t(cos u cos v , cos u sin v , sin u, 0);

[d ~Np] =


− sin u cos v − cos u sin v 0
− sin u sin v cos u cos v 0

cos u 0 0
0 0 0

.
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С.В.Сизый с.283 № 1 а)

Найти вторую фундаментальную форму следующих гиперповерхностей:
а) f (u, v) = t(R cos u cos v ,R cos u sin v ,R sin u).

fu = t(−R sin u cos v ,−R sin u sin v ,R cos u),
fv = t(−R cos u sin v ,R cos u cos v , 0);
fuu = t(−R cos u cos v ,−R cos u sin v ,−R sin u),
fuv = t(R sin u sin v ,−R sin u cos v , 0),
fvv = t(−R cos u cos v ,−R cos u sin v , 0);

fu × fv =

∣∣∣∣∣∣
−R sin u cos v −R cos u sin v e1

−R sin u sin v R cos u cos v e2

R cos u 0 e3

∣∣∣∣∣∣ =
R2t(− cos2 u cos v ,− cos2 u sin v ,− sin u cos u),
|fu × fv| = R2 cos u, ~N(u, v) = t(− cos u cos v ,− cos u sin v ,− sin u);
h11 = 〈fuu, ~N〉 = R cos2 u cos2 v + R cos2 u sin2 v + R sin2 u = R;
h12 = 〈fuv , ~N〉 = −R sin u sin v cos u cos v + R sin u cos v cos u sin v = 0;
h22 = 〈fvv , ~N〉 = R cos2 u cos2 v + R cos2 u sin2 v = R cos2 u;

[IIp] =
(

R 0
0 R cos2 u

)
.
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С.В.Сизый с.283, № 1б

Найти вторую фундаментальную форму гиперповерхности
f (u, v) = t(u cos v , u sin v , av).

Вспомним, что fu = t(cos v , sin v , 0); fv = t(−u sin v , u cos v , a);

fu × fv =

∣∣∣∣∣∣
cos v −u sin v e1

sin v u cos v e2

0 a e3

∣∣∣∣∣∣ = t(a sin v ,−a cos v , u);

|fu × fv| =
√
g =
√
a2 + u2.

Вычислим fuu = ~0; fuv = t(− sin v , cos v , 0); fvv = t(−u cos v ,−u sin v , 0).

Найдем h11 =
〈fu × fv , fuu〉√

g
= 0; h12 = h21 =

〈fu × fv , fuv 〉√
g

= − a√
u2 + a2

;

h22 =
〈fu × fv , fvv 〉√

g
= 0.

Запишем матрицу второй фундаментальной формы в точке p(u, v):

[IIp] =

 0 − a√
u2 + a2

− a√
u2 + a2

0

.
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С.В.Сизый с.283 № 1 е)

Найти вторую фундаментальную форму следующих гиперповерхностей:
е) z = ϕ(x , y).

f (x , y) = t(x , y , ϕ(x , y)), fx(x , y) = t(1, 0, ϕ̇x(x , y)), fy (x , y) = t(0, 1, ϕ̇y (x , y)),
fxx(x , y) =

t(0, 0, ϕ̈xx(x , y)), fxy (x , y) = t(0, 0, ϕ̈xy (x , y)),
fyy (x , y) =

t(0, 0, ϕ̈yy (x , y)),

fx × fy =

∣∣∣∣∣∣
1 0 e1

0 1 e2

ϕ̇x ϕ̇y e3

∣∣∣∣∣∣ = t(−ϕ̇x ,−ϕ̇y , 1); |fx × fy| =
√
ϕ̇2

x + ϕ̇2
y + 1;

~N =
1√

ϕ̇2
x + ϕ̇2

y + 1
t(−ϕ̇x ,−ϕ̇y , 1);

h11 = 〈fxx , ~N〉 =
ϕ̈xx√

ϕ̇2
x + ϕ̇2

y + 1
; h12 = 〈fxy , ~N〉 =

ϕ̈xy√
ϕ̇2

x + ϕ̇2
y + 1

;

h22 = 〈fyy , ~N〉 =
ϕ̈yy√

ϕ̇2
x + ϕ̇2

y + 1
;

[IIp] =
1√

ϕ̇2
x + ϕ̇2

y + 1

(
ϕ̈xx ϕ̈xy

ϕ̈xy ϕ̈yy

)
.
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С.В.Сизый с.295 № 1 а)

Найти матрицу основного оператора, полную и среднюю кривизны в
произвольной точке следующих гиперповерхностей:
а) f (u, v) = t(R cos u cos v ,R cos u sin v ,R sin u).

[Lp] = [Ip]−1[IIp];

[Ip] =
(

R2 0
0 R2 cos2 u

)
; [IIp] =

(
R 0
0 R cos2 u

)
;

[Lp] =

(
R−2 0
0 R−2 cos−2 u

)
·
(

R 0
0 R cos2 u

)
=

(
R−1 0
0 R−1

)
;

Все направления – главные; K = R−2, H = R−1.

А. Я. Овсянников Тема: Объем поверхности. Нормальное гауссово поле. Вторая фундаментальная форма



С.В.Сизый с.295 № 1 г)

Найти матрицу основного оператора, полную и среднюю кривизны в
произвольной точке следующих гиперповерхностей:
г) f (u, v) = t(u cos v , u sin v , u2).

fu = t(cos v , sin v , 2u), fv = t(−u sin v , u cos v , 0),
g11 = 1+ 4u2, g12 = 0, g22 = u2,

[Ip] =
(

1+ 4u2 0
0 u2

)
; [IIp] =

2√
4u2 + 1

(
1 0
0 u2

)
;

[Lp] =

(
1+ 4u2 0

0 u2

)−1

· 2√
4u2 + 1

(
1 0
0 u2

)
=

2
(4u2 + 1)3/2

0

0
2√

4u2 + 1

;

K =
4

(4u2 + 1)2
;

H =
1

(4u2 + 1)3/2
+

1√
4u2 + 1

.
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С.В.Сизый с.295 № 1 ж)

Найти матрицу основного оператора, полную и среднюю кривизны в
произвольной точке следующих гиперповерхностей:
ж) z = ϕ(x , y).

f (x , y) = t(x , y , ϕ(x , y)), fx(x , y) = t(1, 0, ϕ̇x(x , y)), fy (x , y) = t(0, 1, ϕ̇y (x , y)),
g11 = 1+ ϕ̇2

x , g12 = ϕ̇x ϕ̇y , g22 = 1+ ϕ̇2
y ,

[Ip] =
(

1+ ϕ̇2
x ϕ̇x ϕ̇y

ϕ̇x ϕ̇y 1+ ϕ̇2
y

)
; [IIp] =

1√
ϕ̇2

x + ϕ̇2
y + 1

(
ϕ̈xx ϕ̈xy

ϕ̈xy ϕ̈yy

)
;(

1+ ϕ̇2
x ϕ̇x ϕ̇y

ϕ̇x ϕ̇y 1+ ϕ̇2
y

)−1

=
1

1+ ϕ̇2
x + ϕ̇2

y

(
1+ ϕ̇2

y −ϕ̇x ϕ̇y

−ϕ̇x ϕ̇y 1+ ϕ̇2
x

)
;

[Lp] =
1

1+ ϕ̇2
x + ϕ̇2

y

(
1+ ϕ̇2

y −ϕ̇x ϕ̇y

−ϕ̇x ϕ̇y 1+ ϕ̇2
x

)
· 1√

ϕ̇2
x + ϕ̇2

y + 1

(
ϕ̈xx ϕ̈xy

ϕ̈xy ϕ̈yy

)
=

1

(1+ ϕ̇2
x + ϕ̇2

y )
3
2

(
(1+ ϕ̇2

y )ϕ̈xx − ϕ̇x ϕ̇y ϕ̈xy (1+ ϕ̇2
y )ϕ̈xy − ϕ̇x ϕ̇y ϕ̈yy

−ϕ̇x ϕ̇y ϕ̈xx + (1+ ϕ̇2
x )ϕ̈xy −ϕ̇x ϕ̇y ϕ̈xy + (1+ ϕ̇2

x )ϕ̈yy

)
;

K =
det(hij)
det(gij)

=
ϕ̈xx ϕ̈yy − ϕ̈2

xy

(1+ ϕ̇2
x + ϕ̇2

y )2
;

H =
1

2(1+ ϕ̇2
x + ϕ̇2

y )
3
2
((1+ ϕ̇2

y )ϕ̈xx − 2ϕ̇x ϕ̇y ϕ̈xy + (1+ ϕ̇2
x )ϕ̈yy ).
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