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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äëÿ ÷åãî íóæíî èçó÷àòü ñëîâà?

Ñèìâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èëè ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé îáúåêò êîìáèíàòîðíûõ èññëåäîâà-
íèé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Îòêóäà æå ïîñòóïàåò ¾çàêàç¿ íà
àíàëèç ñâîéñòâ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé? Ìîæíî, õîòÿ è äî-
ñòàòî÷íî óñëîâíî, âûäåëèòü ¾òðè èñòî÷íèêà¿ êîìáèíàòîðèêè
ñëîâ.

Îäèí èñòî÷íèê � ýòî ìàòåìàòèêà, â ïåðâóþ î÷åðåäü àëãåá-
ðà. Ïðèâåäåì ïðèìåð: ïóñòü S � ïîëóãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîæåñòâîì X . Òîãäà êàæäûé åå ýëåìåíò s åñòü ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ èç X : s = x1x2 . . . xn , ò. å. ýëåìåíò ïîëóãðóïïû
ïðåäñòàâëåí ñëîâîì. Êàêèì äîëæíî áûòü ñëîâî, ÷òîáû ïðåä-
ñòàâëÿòü ýëåìåíò s? Êàêîâû ñàìûå êîðîòêèå ñëîâà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå s? Ïðåäñòàâëÿþò ëè äâà çàäàííûõ ñëîâà îäèí è òîò
æå ýëåìåíò ïîëóãðóïïû (ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ)? Ïîäîáíûõ
âîïðîñîâ, îòâåòû íà êîòîðûå î÷åíü âàæíû â àëãåáðàè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ, íåìàëî.

Êðîìå àëãåáðû ñëîâàìè èíòåðåñóþòñÿ è äðóãèå ðàçäåëû
ìàòåìàòèêè. Óïîìÿíåì ëèøü îäèí èç íèõ � ñèìâîëè÷åñêóþ
äèíàìèêó, çàíèìàþùóþñÿ ¾ãðóáûì¿ àíàëèçîì ïîâåäåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ
â íåêîòîðîé îáëàñòè, à ìû èçìåðÿåì åå êîîðäèíàòû (äèñêðåò-
íî, ñ îïðåäåëåííûì âðåìåíí�ûì èíòåðâàëîì). Ðàçîáüåì îáëàñòü
ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé è êàæäîé ÷àñòè
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ñèìâîë. Òîãäà, çàìåíèâ
ðåçóëüòàò êàæäîãî èçìåðåíèÿ íà ñèìâîë ñîîòâåòñòâóþùåé åìó
÷àñòè ðàçáèåíèÿ, ìû ïðåîáðàçóåì òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ èçìåðå-
íèé â ñëîâî. Ýòî ñëîâî íàçûâàåòñÿ ñèìâîëè÷åñêîé òðàåêòîðèåé
òî÷êè, è åãî àíàëèç äàåò áîãàòóþ èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðå
äâèæåíèÿ.

Âòîðîé èñòî÷íèê � ýòî êîìïüþòåðíûå íàóêè. ßçûêè ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è òðàíñëÿòîðû ê íèì, êîäèðîâàíèå èíôîðìà-
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öèè, ñæàòèå è âîññòàíîâëåíèå äàííûõ, ïñåâäîñëó÷àéíûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, êðèïòîãðàôèÿ � âîò äàëåêî íå ïîëíûé ïå-
ðå÷åíü íàïðàâëåíèé òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè, â êîòîðûõ
íåîáõîäèì àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ. Íà ñòûêå àë-
ãåáðû è èíôîðìàòèêè ïîÿâèëèñü òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è
òåîðèÿ àâòîìàòîâ, òåñíî ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñëîâ.
Ïîÿñíÿþùèå ïðèìåðû äëÿ âòîðîãî èñòî÷íèêà èçëèøíè.

Â òðåòèé èñòî÷íèê ìîæíî îáúåäèíèòü âñå ïðî÷èå íàóêè (è
äàæå øèðå � ñôåðû, òðåáóþùèå èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ) è ïðèâåñòè òðè äîñòàòî÷íî íåïîõîæèõ ïðèìå-
ðà. Ïåðâûé, î÷åâèäíûé, ïðèìåð � ëèíãâèñòèêà; ýòà íàóêà, â
÷àñòíîñòè, àíàëèçèðóåò íå òîëüêî ñëîâà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóêâ, íî è ïðåäëîæåíèÿ � ¾ñëîâà¿ â àëôàâèòå ÷àñòåé ðå÷è.
Âòîðîé, ìåíåå î÷åâèäíûé, íî, áåçóñëîâíî, î÷åíü àêòóàëüíûé
ïðèìåð � ìîëåêóëÿðíàÿ áèîëîãèÿ. Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî
êóðñà áèîëîãèè, ãåíåòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ¾çàïèñàíà¿ â âè-
äå ìîëåêóë ÄÍÊ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé î÷åíü äëèííûå (îò
òûñÿ÷ äî ñîòåí ìèëëèîíîâ ýëåìåíòîâ) öåïî÷êè-¾ñëîâà¿ â ¾àë-
ôàâèòå¿ èç ÷åòûðåõ ¾ñèìâîëîâ¿ � íóêëåîòèäîâ. Ðàñøèôðîâêà
ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ, õðàíåíèÿ, âîññòàíîâëåíèÿ, ñ÷èòûâàíèÿ
è çàïèñè ãåíåòè÷åñêîé èíôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæ-
íåéøóþ (íî íå åäèíñòâåííóþ!) êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó ìîëåêó-
ëÿðíîé áèîëîãèè.

Íàêîíåö, ïðèìåð çàäà÷è, óñïåøíî ðåøåííîé ìåòîäàìè êîì-
áèíàòîðèêè ñëîâ, ìîæíî âçÿòü èç øàõìàò. Ïîñëåäíåå çíà÷è-
òåëüíîå èçìåíåíèå â ïðàâèëà øàõìàò áûëî âíåñåíî ïîñëå òîãî,
êàê â êîíöå 1930-õ ãã. ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê, ÷åìïèîí ìèðà
ïî øàõìàòàì Ìàêñ Ýéâå äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
øàõìàòíàÿ ïàðòèÿ, â êîòîðîé íèêàêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîçèöèé íå ïîâòîðÿåòñÿ. Òåì ñàìûì áûëî äîêàçàíî,
÷òî ïðàâèëî, ôèêñèðóþùåå íè÷üþ â ïàðòèè ïðè ¾ïîâòîðåíèè
õîäîâ¿, íåäîñòàòî÷íî äëÿ èçáåæàíèÿ âîçìîæíîñòè áåñêîíå÷íîé
èãðû. Ñ ïîäà÷è Ýéâå áûëî ïðèíÿòî ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå
ïðàâèëî: íè÷üÿ ôèêñèðóåòñÿ, åñëè â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 50 õî-
äîâ â ïàðòèè íå áûëî íè îäíîãî âçÿòèÿ ëèáî õîäà ïåøêîé.
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Ê ñîæàëåíèþ, â ðàìêàõ ïîñîáèÿ íåâîçìîæíî îõâàòèòü âñå
ðàçäåëû êîìáèíàòîðèêè ñëîâ, ðàçðîñøåéñÿ â ïîñëåäíèå äå-
ñÿòèëåòèÿ äî ñàìîñòîÿòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû.
Ïîýòîìó çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû äâà âàæíåéøèõ ñâîéñòâà
ñëîâ � ïåðèîäè÷íîñòü è èçáåãàåìîñòü, à òàêæå íåêîòîðûå èç-
âåñòíûå êîìáèíàòîðíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ñâîé-
ñòâàìè.

Íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü, îñèëèâøèé ýòó êíèãó, ïîëó÷èò
ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷åì è êàê çàíèìàåòñÿ êîìáèíàòîðèêà
ñëîâ. À ÷èòàòåëþ, êîòîðûé õî÷åò ïîëó÷èòü áîëåå ãëóáîêèå
è ñèñòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ ïî ýòîé äèñöèïëèíå, ðåêîìåíäóåì
îçíàêîìèòüñÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè òðóäàìè [14] è [8].

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

1. Îòïðàâíîé òî÷êîé â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå àëôàâèòà � ¾áàçîâîãî¿ ìíîæåñòâà (êàê ïðàâèëî, êî-
íå÷íîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ � ñ÷åòíîãî), ýëåìåíòû êî-
òîðîãî íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè èëè áóêâàìè. Ñèìâîëû áó-
äåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè a, b, c, d, x, y, z (ñ èíäåêñàìè), à àë-
ôàâèòû � áóêâàìè Σ , ∆ è A . Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áóêâ íàçûâàåòñÿ ñëîâîì. Ñëîâà ìû îáîçíà÷àåì áóêâà-
ìè P,Q,R, S, T, U, V,W,X, Y, Z (ñ èíäåêñàìè). Ñèìâîë λ áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëîâà � ïóñòîãî, ò. å. íå
ñîäåðæàùåãî áóêâ. Áóêâû â íåïóñòîì ñëîâå áóäåì íóìåðîâàòü
÷èñëàìè îò 1 äî n ; òàêèì îáðàçîì, íà ñëîâî ìîæíî ñìîòðåòü
êàê íà ôóíêöèþ èç íà÷àëüíîãî îòðåçêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà â
àëôàâèò. Ïîðÿäêîâûé íîìåð áóêâû â ñëîâå íàçûâàåòñÿ ïîçè-

öèåé. Îáîçíà÷åíèå W (i) óêàçûâàåò íà i-þ áóêâó ñëîâà W .
Êîëè÷åñòâî áóêâ â ñëîâå W íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýòîãî ñëîâà
è îáîçíà÷àåòñÿ |W | . Ìíîæåñòâî áóêâ, âõîäÿùèõ â ñëîâî W ,
îáîçíà÷àåòñÿ alph(W ) .

2. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ íàä ôèêñèðîâàííûì àë-
ôàâèòîì Σ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Σ+ ; äëÿ ìíîæåñòâà Σ+ ∪ {λ}
èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Σ∗ . Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî èç
Σ+ èëè Σ∗ íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ÿçûêîì èëè ïðîñòî ÿçû-
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êîì. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÿçûêîâ ìû èñïîëüçóåì áóêâû L , Λ , à
òàêæå ðàçëè÷íûå äâóõáóêâåííûå ñîêðàùåíèÿ.

3. Íà ìíîæåñòâå Σ+ (èëè Σ∗ ) ìîæíî ââåñòè áèíàðíóþ îïå-
ðàöèþ êîíêàòåíàöèè (ïðèïèñûâàíèÿ) ñëîâ: åñëè U = a1 . . . an ,
V = b1 . . . bm , òî UV = a1 . . . anb1 . . . bm . ×àñòî êîíêàòåíàöèþ
íàçûâàþò óìíîæåíèåì ñëîâ. Ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, ñëå-
äîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Σ+ ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëü-
íî êîíêàòåíàöèè, à ìíîæåñòâî Σ∗ � ìîíîèäîì (ñ íåéòðàëü-
íûì ýëåìåíòîì λ). Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû Σ+ è Σ∗ íîñÿò
íàçâàíèÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû íàä àëôàâèòîì Σ è ñâîáîäíîãî
ìîíîèäà íàä àëôàâèòîì Σ ñîîòâåòñòâåííî.

4. Ãîìîìîðôèçìîì ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïï Σ+ è ∆+ íàçûâà-
åòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f : Σ+ → ∆+ , ñîõðàíÿþùåå
êîíêàòåíàöèþ (ò. å. f(UV ) = f(U)f(V ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ
U, V ∈ Σ+ ). Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà áóêâû èç Σ . Â êîìáèíàòîðèêå
ñëîâ ãîìîìîðôèçìû ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïï îáû÷íî íàçûâàþò
ìîðôèçìàìè.

5. Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ èçó÷àåò íå òîëüêî êîíå÷íûå, íî
è ñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ. Ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èíäåêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè (ω -ñëîâà), íåïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè (ω∗ -
ñëîâà), à òàêæå âñåìè öåëûìè ÷èñëàìè (Z -ñëîâà). Áåñêîíå÷íûå
ñëîâà áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è îáû÷íûå, ëè-
áî âûäåëÿÿ øðèôòîì, ëèáî èñïîëüçóÿ èíäåêñ ∞ (ñïðàâà äëÿ
ω -ñëîâ, ñëåâà äëÿ ω∗ -ñëîâ). Ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ìû
íàçûâàåì ÿçûêàìè, êàê è ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ñëîâ.

6. Ñëîâî V íàçûâàåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà W (ãîâîðÿò òàêæå,
÷òî W ñîäåðæèò V ), åñëè W = PV Q äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ
P,Q . Ïðè ýòîì ìû ãîâîðèì, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì W ,
åñëè P = λ , è ñóôôèêñîì W , åñëè Q = λ . Ïðåôèêñ (ñóôôèêñ,
ïîäñëîâî) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îí íå ñîâïàäàåò ñ
ñàìèì ñëîâîì. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ¾áûòü ïðåôèêñîì¿, ¾áûòü
ñóôôèêñîì¿ è ¾áûòü ïîäñëîâîì¿ ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå ñëîâ; îíè íà-
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çûâàþòñÿ ïðåôèêñíûì, ñóôôèêñíûì è ïîäñëîâíûì ïîðÿäêîì
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåôèêñ, ñóôôèêñ è ïîäñëîâî áåñêîíå÷íîãî
ñëîâà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Åñëè V � ïîäñëîâî â W ,
íà÷èíàþùååñÿ â i-é è çàêàí÷èâàþùååñÿ â j -é ïîçèöèè, òî èñ-
ïîëüçóåòñÿ çàïèñü V = W (i . . . j) .

7. Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà èëè áåñêîíå÷íîãî ñëîâà â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñëîâ ìû íàçûâàåì ðàçáèåíèåì ýòîãî ñëîâà.
Ïîäñëîâà-¾ñîìíîæèòåëè¿ áóäåì íàçûâàòü áëîêàìè ðàçáèåíèÿ.

Ñòðóêòóðà èçëîæåíèÿ

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ, êàæäàÿ ãëàâà ðàçäåëåíà
íà ïàðàãðàôû (íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ ñêâîçíàÿ). Ïðåäïî÷òè-
òåëüíî ÷èòàòü ïîñîáèå ïîñëåäîâàòåëüíî, ïàðàãðàô çà ïàðàãðà-
ôîì; îäíàêî, âûáîðî÷íîå ÷òåíèå òàêæå äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó
ìíîãèå òåìû íå ñîäåðæàò (èëè ïî÷òè íå ñîäåðæàò) ññûëîê
íà óòâåðæäåíèÿ çà ïðåäåëàìè òåìû. Ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåð-
æäåíèÿ â òåêñòå ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òåîðåìû (óòâåðæäåíèÿ,
íàèáîëåå âàæíûå ïðèíöèïèàëüíî), èõ ñëåäñòâèÿ, à òàêæå ïðåä-
ëîæåíèÿ (óòâåðæäåíèÿ, èìåþùèå íåêîòîðîå ñàìîñòîÿòåëüíîå
çíà÷åíèå), ëåììû (èìåþùèå òîëüêî âñïîìîãàòåëüíîå çíà÷å-
íèå) è çàìå÷àíèÿ (î÷åâèäíûå èëè ïî÷òè î÷åâèäíûå). Êàæ-
äûé âèä óòâåðæäåíèé íóìåðóåòñÿ îòäåëüíî. Êðîìå òîãî, òåêñò
ñîäåðæèò ïðèìåðû è óïðàæíåíèÿ, òàêæå íóìåðóåìûå. Ñëîæ-
íûå óïðàæíåíèÿ îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé. Ñîäåðæàùèåñÿ â òåêñòå
ïðèìå÷àíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè óòâåðæäåíèÿìè è
íå íóìåðóþòñÿ.



Ãëàâà 1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

�1. Êîììóòèðóþùèå ñëîâà. Ñîïðÿæåííûå ñëîâà

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, íà ìíîæåñòâå ñëîâ íàä
äàííûì àëôàâèòîì îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ êîí-
êàòåíàöèè (ïðèïèñûâàíèÿ) ñëîâ, êîòîðóþ ìû îáû÷íî áóäåì
íàçûâàòü óìíîæåíèåì ñëîâ. Ïîíÿòèå ñòåïåíè ñëîâà ââîäèòñÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé îïåðàöèè. Ñëîâî,
íå ÿâëÿþùååñÿ ñòåïåíüþ íèêàêîãî äðóãîãî ñëîâà, íàçûâàåòñÿ
ïðèìèòèâíûì. Åñëè W = Zn , ãäå Z � ïðèìèòèâíî è n ≥ 1 ,
òî Z íàçûâàåòñÿ êîðíåì W .

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äâà ñëîâà êîììóòèðóþò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îáùèé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: èç òîãî,
÷òî U = Zn è V = Zm , ñëåäóåò UV = V U = Zm+n . Äîêàæåì
ïðÿìîå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïàðà ñëîâ U, V , ÷òî UV = V U , íî îáùèõ êîðíåé U
è V íå èìåþò. Ñðåäè âñåõ ïàð ñëîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì âûáåðåì
ïàðó, äëÿ êîòîðîé äëèíà UV ìèíèìàëüíà. Åñëè |U | = |V | , òî
U = V , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïóñòü áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè |U | < |V | . Òîãäà V = UV1 . Ïîñêîëüêó
UUV1 = UV1U , ïîëó÷àåì UV1 = V1U . Íî |UV1| < |UV | , à
ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà êîììóòèðóþùèõ ñëîâ U, V1 èìååò îáùèé
êîðåíü Z . Íî åñëè U = Zn , V1 = Zm , òî V = Zn+m , ò. å. Z ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì V . Ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ
çàâåðøåíî.

Ïðèìå÷àíèå.Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, èñïîëüçî-
âàííûé âûøå, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðè-

ìåðà è áóäåò íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ñëîâà U è V íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè íàéäóòñÿ
òàêèå P è Q , ÷òî U = PQ , V = QP .
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Çàìå÷àíèå 1.1. Ñëîâà U è V ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà V ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé áóêâ â U .

Çàìå÷àíèå 1.2. Îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ íàä äàííûì
àëôàâèòîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè UW = WV äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ U ,
V è W , òî ñëîâà U è V ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè. Ïðè ýòîì
åñëè U = PQ , V = QP , òî W = (PQ)nP äëÿ íåêîòîðîãî
n ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü UW = WV . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî n

UnW = Un−1(UW ) = Un−1WV = . . . = WV n.

Èç ðàâåíñòâà UnW = WV n ñëåäóåò, ÷òî áîëåå êîðîòêîå èç ñëîâ
Un , W ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì áîëåå äëèííîãî. Âûáåðåì n òàêîå,
÷òî |Un| < |W | ≤ |Un+1| . Òîãäà ñóùåñòâóþò P 6= λ è Q òàêèå,
÷òî W = UnP , WQ = Un+1 . Îòñþäà U = PQ , W = (PQ)nP
è V = QP . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

�2. Ñëîâà Ëèíäîíà. Êàíîíè÷åñêîå ðàçáèåíèå ñëîâà

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî, ÷òîáû ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä
çàäàííûì êîíå÷íûì àëôàâèòîì áûëî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.
Íàèáîëåå óäîáíûì äëÿ ýòîé öåëè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿäêà,
îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü êîíå÷íûé àëôàâèò Σ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì ≤ . Ïðîäîëæèì ýòî îòíîøå-
íèå íà âñå ìíîæåñòâî Σ+ . Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì U ≤ V , åñëè
ëèáî U � ïðåôèêñ V , ëèáî U = PxQ1 , V = PyQ2 äëÿ íåêî-
òîðûõ (âîçìîæíî, ïóñòûõ) ñëîâ P,Q1, Q2 è áóêâ x, y òàêèõ,
÷òî x < y . Ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Ñëîâîì Ëèíäîíà íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ïðèìèòèâíîå ñëîâî,
ìèíèìàëüíîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè â ñâîåì êëàññå ñîïðÿæåííî-
ñòè.

9



Çàìå÷àíèå 1.3. Âñå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè ñëîâà Ëèíäîíà
(è âîîáùå ëþáîãî ïðèìèòèâíîãî ñëîâà) ðàçëè÷íû. Ýòî íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.

Òàêèì îáðàçîì, ñëîâà Ëèíäîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
¾êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè¿ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè. Ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà ðàçëîæåíèþ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà â
ïðîèçâåäåíèå òàêèõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé. Ìû ïðèâå-
äåì äîêàçàòåëüñòâî èç êíèãè [9].

Òåîðåìà 1.1 (Ëèíäîí, 1975). Âñÿêîå ñëîâî äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîâ Ëèíäîíà, âçÿòûõ â íåâîçðàñ-
òàþùåì ïîðÿäêå. Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Ïðèìåð 1.1. Äëÿ ñëîâà W = bbabaaba (a < b) ðàçëîæåíèå
áóäåò òàêèì:

W = b b ab aab a.

Ëåììà 1.1. Ïðèìèòèâíîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøå
ëþáîãî ñâîåãî íåïóñòîãî ñîáñòâåííîãî ñóôôèêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòî: âñÿêèé ñóôôèêñ ñëîâà W ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà, ñî-
ïðÿæåííîãî ñ W . Ïîñêîëüêó ïðåôèêñ ñëîâà âñåãäà ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ìåíüøå ñàìîãî ñëîâà, òî ñëîâî W , áóäó÷è ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøå âñåõ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ñóôôèêñîâ,
îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì âñåõ ñîïðÿæåííûõ åìó ñëîâ.

Ïðÿìîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü W �
ñëîâî Ëèíäîíà, W = UV , U 6= λ è W > V . Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ.

1) V íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà W . Òîãäà V = PxQ1 ,
W = PyQ2 è x < y . Òîãäà V U = PxQ1U < W ; íî V U è
W � ñîïðÿæåííûå, à çíà÷èò, W íå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà,
ïðîòèâîðå÷èå.

2) W = V Z . Òîãäà UV = V Z è ê ýòèì ñëîâàì ïðèìåíèìî
ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïîëó÷àåì U = PQ , Z = QP , V = (PQ)nP ,
W = (PQ)n+1P . Ïîñêîëüêó W � ñëîâî Ëèíäîíà, èìååì

W = (PQ)n+1P = P (QP )n+1 < (QP )n+1P,
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îòêóäà (PQ)n+1 < (QP )n+1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

P (PQ)n+1 < P (QP )n+1 = W,

ò. å. W íå ìîæåò áûòü ñëîâîì Ëèíäîíà. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 1.2. Åñëè U è W � ñëîâà Ëèíäîíà è U < W , òî UW
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà è U < UW < W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî U < UW î÷åâèäíî, äîêàæåì,
÷òî UW < W . Ïîñêîëüêó U < W , âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1) W = UQ . Òîãäà W < Q ïî ëåììå 1.1, îòêóäà

UW = UUQ < UQ = W .

2) U = PxQ1 , W = PyQ2 , x < y . Òîãäà

UW = PxQ1W < PyQ2 = W .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî UW � ñëîâî Ëèíäîíà. Ïóñòü V � ñîá-
ñòâåííûé ñóôôèêñ UW . Åñëè V ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñóô-
ôèêñîì W , òî ïî ëåììå 1.1 W < V . Åñëè æå V = PW , òî P �
ñóôôèêñ U , ò. å. U < P ïî ëåììå 1.1, îòêóäà UW < PW = V .
Â èòîãå UW ìåíüøå ëþáîãî ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ñóôôèêñà, à
çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà ïî ëåììå 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíäîíà. Ïîñêîëüêó âñå ñëîâà äëè-
íû 1 ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè Ëèíäîíà, âñÿêîå ñëîâî ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êàê ïðîèçâåäåíèå ñëîâ Ëèíäîíà. Ïóñòü k � ìè-
íèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè ñëîâà
W â ïðîèçâåäåíèå ñëîâ Ëèíäîíà, U1, . . . , Uk � ñëîâà Ëèíäîíà
è W = U1 . . . Uk . Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíÿåòñÿ
Ui < Ui+1 , òî ïî ëåììå 1.2 UiUi+1 åñòü ñëîâî Ëèíäîíà, ÷òî
íåâîçìîæíî â ñèëó âûáîðà k . Çíà÷èò, Ui ≥ Ui+1 äëÿ âñåõ i ;
òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñëîâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñëîâ Ëèíäîíà, âçÿòûõ â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Èñïîëüçóåì ìåòîä ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà. Ïóñòü W �
ìèíèìàëüíîå ïî äëèíå ñëîâî, äîïóñêàþùåå íå åäèíñòâåííîå
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ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ñëîâ Ëèíäîíà, âçÿòûõ â íåâîçðàñ-
òàþùåì ïîðÿäêå, à W = U1 . . . Uk è W = V1 . . . Vm � äâà òàêèõ
ðàçëîæåíèÿ W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U1 6= V1 (áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè |U1| > |V1|). Òîãäà U1 = V1 . . . VpV

′ , ãäå V ′ �
ñîáñòâåííûé ïðåôèêñ Vp+1 . Ïóñòü V ′ 6= λ . Òîãäà, ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèÿìè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà, ñëîâ V1, . . . Vm
è ëåììîé 1.1, ïîëó÷àåì

U1 < V ′ < Vp+1 ≤ V1 < U1,

ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå V ′ = λ , òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

U1 < Vp ≤ V1 < U1,

ñíîâà ïðèõîäÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè,
÷òî U1 = V1 . Íî òîãäà ñëîâî W ′ = U2 . . . Uk = V2 . . . Vm
äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ, ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíè-
ìàëüíîñòüþ W . Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ãëàâà 2. ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑËÎÂÀ

Ïóñòü W � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
p ≤ |W | íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ñëîâà W , åñëè W (i) = W (i+p)
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , |W |−p . Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ñëîâà ÿâëÿåòñÿ
åãî ïåðèîäîì; ïåðèîä ñëîâà áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíûì,
åñëè îí ìåíüøå äëèíû ýòîãî ñëîâà. Ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ñëîâà
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç per(W ) .
Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè ñëîâî èìååò íåòðèâèàëüíûé ïåðèîä, òî
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå UV U , U 6= λ (äðóãèìè ñëîâàìè,
íåêîòîðûé åãî ïðåôèêñ ðàâåí íåêîòîðîìó åãî ñóôôèêñó).

Ïðèìåð 2.1. Ñëîâî abaabaa èìååò íåòðèâèàëüíûå ïåðèîäû
3 è 6. Ñëîâî aaabaaa èìååò íåòðèâèàëüíûå ïåðèîäû 4, 5 è 6.

Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëîâà Ëèíäîíà íå èìåþò
íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäîâ.

�3. Ñâîéñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, âñÿêîå äîñòàòî÷íî
äëèííîå ñëîâî ñ äâóìÿ çàäàííûìè ïåðèîäàìè èìååò òðåòèé,
ìåíüøèé ïåðèîä, ðàâíûé íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ çà-
äàííûõ. Ýòî ñâîéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ ìû íàçûâàåì ñâîé-

ñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ.

Ïðèìå÷àíèå. Äàëåå ìû âåçäå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íè îäèí èç
çàäàííûõ ïåðèîäîâ íå äåëèò äðóãîé (è, â ÷àñòíîñòè, íå ðà-
âåí 1), ÷òîáû íå ðàññìàòðèâàòü òðèâèàëüíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 2.1 (Ôàéí, Âèëüô, 1965). Åñëè ñëîâî U èìååò ïåðè-
îäû p è q è |U | ≥ p+ q−ÍÎÄ(p, q) , òî U èìååò òàêæå ïåðèîä
ÍÎÄ(p, q) .

Äàííàÿ òåîðåìà áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà íå äëÿ ñëîâ,
à äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, îäíàêî îêàçàëàñü íåîáû÷àéíî
ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì èìåííî â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ. Ìû
ïðèâåäåì îäíî èç êîìáèíàòîðíûõ äîêàçàòåëüñòâ, îïèðàþùååñÿ
íà ãðàôû áèíàðíûõ îòíîøåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ
âçàèìíî ïðîñòûõ ïåðèîäîâ. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
p > q . Äëÿ ñëîâà U ñ ïåðèîäàìè p è q ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷-
íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ = {(i, j)| j ∈ {i+q, i−q, i+p, i−p}}
íà ìíîæåñòâå {1, . . . , |U |} (ò. å. íà ìíîæåñòâå ïîçèöèé ñëîâà
U ). ×åðåç ρ∗ îáîçíà÷èì ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå
îòíîøåíèÿ ρ . Òîãäà, î÷åâèäíî, (i, j) ∈ ρ∗ âëå÷åò U(i) = U(j) , à
åñëè (i, j) 6∈ ρ∗ , òî â ïîçèöèÿõ i è j â ñëîâå U ìîãóò íàõîäèòüñÿ
êàê îäèíàêîâûå, òàê è ðàçíûå áóêâû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå (i, j) ∈ ρ∗ âûïîëíåíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû i è j íàõîäÿòñÿ â îäíîé êîìïî-
íåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà îòíîøåíèÿ ρ . Â èòîãå åñëè ãðàô îòíî-
øåíèÿ ρ äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà ñâÿçåí, òî ñëîâî èìååò ïåðèîä 1
(ò. å. âñå áóêâû â íåì îäèíàêîâû). Åñëè æå ãðàô îòíîøåíèÿ ρ
èìååò r êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áóêâ
â ñëîâå ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ îò 1 äî r .

Ïóñòü |U | = p+q . Òîãäà â ãðàôå îòíîøåíèÿ ρ âñå âåðøèíû
áóäóò èìåòü ñòåïåíü 2: âåðøèíàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà îò 1 äî p+q , à äëÿ âñÿêîãî i ∈ [1, p+q] ðîâíî äâà
çíà÷åíèÿ j ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì � ëèáî i+p è i+q , ëèáî
i+q è i−q , ëèáî i−q è i−p (ñì. ïðèìåð 2.2 íèæå).

Ðàññìàòðèâàåìûé ãðàô ñîäåðæèò q ðåáåð âèäà (i, i+p) è
p ðåáåð âèäà (i, i+q) . Ïîñòðîèì â íåì íàèäëèííåéøóþ öåïü,
íà÷èíàþùóþñÿ ñ âåðøèíû 1 è ðåáðà (1, p+1) . Ïîñêîëüêó âñå
âåðøèíû ãðàôà èìåþò ñòåïåíü 2, òî, ïîïàâ â âåðøèíó ïåðâûé
ðàç, ìû ìîæåì èç íåå âûéòè, íî íå ìîæåì çàòåì ïîïàñòü â íåå
âòîðè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, íàøà öåïü çàêîí÷èòñÿ ñíîâà â âåð-
øèíå 1; ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå ìû ïåðåõîäèëè èç âåðøèíû
i ëèáî (1) â âåðøèíó (i+p) , ëèáî (2) â âåðøèíó (i−q) . Ïóñòü
îáõîä ïîñòðîåííîãî öèêëà ñîñòîèò èç α øàãîâ (1) è β øàãîâ (2).
Òîãäà, âî-ïåðâûõ, âåëè÷èíà α+β íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ðåáåð â
ãðàôå, ò. å. p+q . Âî-âòîðûõ, 1 + αp− βq = 1 , îòêóäà αp = βq .
Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû p è q ÷èñëî α äîëæíî äåëèòüñÿ íà
q , à ÷èñëî β � íà p . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðåáåð â öèêëå
â òî÷íîñòè ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ðåáåð (è âåðøèí!) â ãðàôå, ò. å.
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âåñü ãðàô ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì öèêëîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
1) ãðàô ñâÿçåí, 2) îí îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì ïðè óäàëåíèè îäíîé
âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô îòíîøåíèÿ ρ äëÿ ñëîâà äëèíû
p+ q− 1 ñâÿçåí è óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî äëÿ âçàèìíî
ïðîñòûõ p è q .

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü ÍÎÄ(p, q) = d è
|U | = p+ q − d . Ðàññìîòðèì ñëîâà Ui = U(i)U(d+i)U(2d+i) . . .
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , d . Êàæäîå ñëîâî Ui èìååò âçàèìíî ïðîñòûå
ïåðèîäû p/d , q/d è äëèíó p/d+ q/d− 1 . Èç äîêàçàííîãî âûøå
ñëåäóåò, ÷òî Ui èìååò ïåðèîä 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî U èìååò
ïåðèîä d ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïðèìåð 2.2. Ãðàô îòíîøåíèÿ ρ íà ñëîâå äëèíû 10 ñ ïåðèî-
äàìè 3 è 7 èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1. Ãðàô ïåðèîäè÷íîñòè

Íàçîâåì äëèíîé âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ p è q âåëè÷èíó
L = L(p, q) òàêóþ, ÷òî ñëîâî äëèíû L ñ ïåðèîäàìè p è q
íåîáõîäèìî èìååò ïåðèîä ÍÎÄ(p, q) , à ñëîâî äëèíû L−1 ìîæåò
òàêîãî ïåðèîäà íå èìåòü. Òåîðåìà Ôàéíà � Âèëüôà óòâåðæäàåò,
÷òî L(p, q) ≤ p+ q −ÍÎÄ(p, q) .

Ïðåäëîæåíèå 2.1. L(p, q) = p+ q −ÍÎÄ(p, q) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå, âíà÷àëå äîêàæåì òðåáóåìîå
äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ p è q . Êàê ïîêàçàíî âûøå, ãðàô îòíî-
øåíèÿ ρ äëÿ ñëîâà äëèíû p + q ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì.
Òàê êàê q ≥ 2 , òî âåðøèíû (p+q) è (p+q−1) íå ÿâëÿþòñÿ
ñìåæíûìè ïî îïðåäåëåíèþ ρ . Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô îòíîøåíèÿ
ρ äëÿ ñëîâà äëèíû p+q−2 ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòîãî öèêëà óäàëå-
íèåì íåñìåæíûõ âåðøèí, à çíà÷èò, ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, ÿâëÿþùèõñÿ öåïÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî äëèíû
p+ q − 2 ìîæåò íå èìåòü ïåðèîäà 1.

Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Åñëè ñëîâî U ñîñòîèò ìåíåå
÷åì èç p + q − d áóêâ, ãäå d = ÍÎÄ(p, q) , òî õîòÿ áû îäíî
èç ñëîâ Ui (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû) èìååò äëèíó íå áîëåå
p/d+q/d−2 , à çíà÷èò, ìîæåò íå èìåòü ïåðèîäà 1; â ýòîì ñëó÷àå
ñàìî ñëîâî U íå èìååò ïåðèîäà d . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìå÷àíèå. Âî âñåõ îñòàâøèõñÿ óòâåðæäåíèÿõ òåêóùåãî è
ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôîâ ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó-
÷àÿ âçàèìíî ïðîñòûõ ïåðèîäîâ. Ýòî ïîçâîëèò áîëåå êîìïàêòíî
çàïèñûâàòü ôîðìóëû è ïðè íåîáõîäèìîñòè ëåãêî âîññòàíîâèòü
ðåçóëüòàò äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïðè ïîìîùè ñëîâ Ui .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò îäíî èç íàïðàâëåíèé
îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòà òåîðåìû Ôàéíà � Âèëüôà.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ñëîâî U èìååò âçàèìíî ïðîñòûå ïå-
ðèîäû p è q è |U | = p + q − r , ãäå 1 ≤ r ≤ q , òî U ñîäåðæèò
íå áîëåå r ðàçëè÷íûõ áóêâ. Ñëîâî ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè,
èìåþùåå r ðàçëè÷íûõ áóêâ, åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
èìåíîâàíèÿ áóêâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô îòíîøåíèÿ ρ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà
äëèíû p + q − r ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà îòíîøåíèÿ ρ äëÿ ñëîâà
äëèíû p + q (ò. å. ïðîñòîãî öèêëà) óäàëåíèåì r âåðøèí ñ
íîìåðàìè (p+q−r+1), . . . , (p+q) . Íèêàêèå äâå èç ýòèõ âåðøèí
íå ÿâëÿþòñÿ â èñõîäíîì ãðàôå ñìåæíûìè ïî îïðåäåëåíèþ ρ .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ãðàô ñîñòîèò èç r êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè. Ïîñêîëüêó â ïîçèöèÿõ èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
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äîëæíû ñòîÿòü îäèíàêîâûå áóêâû, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

�4. ×àñòè÷íûå ñëîâà. Âçàèìîäåéñòâèå ïåðèîäîâ

÷àñòè÷íûõ ñëîâ

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, îáû÷íîå ñëîâî ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ôóíêöèþ

W : {1, . . . , n} → Σ.

×àñòè÷íîå ñëîâî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïðîèçâåñòè îáîáùåíèå: âñþäó
îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ çàìåíèòü íà ÷àñòè÷íóþ. Òàêèì îáðà-
çîì, ÷àñòè÷íûì ñëîâîì äëèíû n íàä àëôàâèòîì Σ íàçûâàåòñÿ
÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ W èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n} âî ìíîæåñòâî
Σ . Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
D(W ) .

Ïîñêîëüêó ñëîâî îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (öåïî÷êà) àëôàâèòíûõ ñèìâîëîâ, íóæíî
îïðåäåëèòü ÷àñòè÷íîå ñëîâî è íà ÿçûêå êîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. À èìåííî, ÷àñòè÷íûì ñëîâîì íàä àëôàâèòîì Σ
áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íàä ðàñøèðåííûì àëôàâè-
òîì Σ∪{�} . Äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë � áóäåì íàçûâàòü äæîêå-

ðîì. Ìåæäó îïðåäåëåííûìè âûøå ÷àñòè÷íûìè ôóíêöèÿìè è
ñëîâàìè íàä ðàñøèðåííûì àëôàâèòîì ñóùåñòâóåò î÷åâèäíàÿ
áèåêöèÿ: äæîêåðû â ñëîâå ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèÿì, íà êîòî-
ðûõ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà. Íèæå, åñëè íå îãîâîðå-
íî ïðîòèâíîå, ïîä ÷àñòè÷íûì ñëîâîì ìû áóäåì ïîíèìàòü èìåí-
íî ñëîâî â ðàñøèðåííîì àëôàâèòå, òåì ñàìûì àâòîìàòè÷åñêè
ðàñïðîñòðàíÿÿ íà ÷àñòè÷íûå ñëîâà ïîíÿòèÿ äëèíû, ïîäñëîâà,
ïðåôèêñà, ñóôôèêñà è ò. ï.

×àñòè÷íûå ñëîâà ìîäåëèðóþò èíôîðìàöèþ, ÷àñòü êîòîðîé
ëèáî íå âàæíà, ëèáî íåäîñòóïíà. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé
èç ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî, ñèìâîë � íåñåò ðàçëè÷íóþ ñìûñëîâóþ
íàãðóçêó (â ïåðâîì ñëó÷àå � ýòî ¾çäåñü ñòîèò áóêâà, íåâàæíî
êàêàÿ¿, à âî âòîðîì � ¾çäåñü ñòîèò áóêâà, íåèçâåñòíî êàêàÿ¿).
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Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à ïðèáëè-
çèòåëüíîãî ïîèñêà â òåêñòå, äëÿ âòîðîãî � çàäà÷à âîññòàíîâëå-
íèÿ èíôîðìàöèè, ïîâðåæäåííîé ïðè ïåðåäà÷å èëè ïðè ïîð÷å
íîñèòåëÿ. Îáà ñëó÷àÿ (õîòÿ ÷àùå � âòîðîé) âñòðå÷àþòñÿ â
çàäà÷àõ ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è áèîèíôîðìàòèêè ïî ðàñ-
øèôðîâêå è àíàëèçó ãåíåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ ÷åòûðåõýëåìåíòíîãî
àëôàâèòà.

Ïðèìå÷àíèå. Äæîêåð íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåìåííóþ:
ðàçëè÷íûå åãî âõîæäåíèÿ â îäíî è òî æå ñëîâî ìîãóò ¾ìàñêè-
ðîâàòü¿ ðàçëè÷íûå áóêâû.

Ïðè èññëåäîâàíèè ÷àñòè÷íûõ ñëîâ åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ
îòâåòà íà ñëåäóþùèé îáøèðíûé âîïðîñ: êàêèå êîìáèíàòîð-
íûå ñâîéñòâà ñëîâ äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ÷àñòè÷íûå ñëîâà?
Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî
âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ äîïóñêàåò òàêîå îáîáùåíèå.

Ïîíÿòèå ïåðèîäà ñëîâà ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ÷àñòè÷íûõ
ñëîâ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïóñòü W � ÷àñòè÷íîå ñëîâî. Íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî p ≤ |W | íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïåðèîäîì W ,
åñëè W (i) = W (i+p) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , |W | − p òàêèõ, ÷òî
i, i+p ∈ D(W ) . Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ≤ |W | íàçûâàåòñÿ ïåðè-

îäîì W , åñëè W (i) = W (j) äëÿ âñåõ i, j ∈ D(W ) òàêèõ, ÷òî
i ≡ j(modp) . Îáà ýòèõ ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûì ïîíÿòè-
åì ïåðèîäà äëÿ ñëîâ, íî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû äëÿ ÷àñòè÷íûõ
ñëîâ: òàê, íàïðèìåð, ÷àñòè÷íîå ñëîâî ab�bc èìååò ëîêàëüíûé
ïåðèîä 2, íî íå èìååò ïåðèîäà 2.

Çàìå÷àíèå 2.2. ×àñòè÷íîå ñëîâî èìååò ïåðèîä p òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòî âõîäÿùèõ â íåãî äæîêåðîâ ìîæíî
ïîäñòàâèòü áóêâû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëó÷åííîå ñëîâî áóäåò
èìåòü ïåðèîä p .

Ñâîéñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñëîâ
ñôîðìóëèðóåì â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è äëÿ ñëîâ (ñì. ïðåäûäó-
ùèé ïàðàãðàô). Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëîêàëüíûõ ïåðè-
îäîâ ñâîéñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ,
åñëè ÷àñòè÷íîå ñëîâî ñîäåðæèò õîòÿ áû äâà äæîêåðà. Â ñà-
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ìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñêîëü óãîäíî äëèííîå ÷àñòè÷íîå ñëîâî
ñ ëîêàëüíûìè ïåðèîäàìè p è q è äæîêåðàìè íà ïîçèöèÿõ
(q+1) è (p+1) . Ëîêàëüíàÿ ïåðèîäè÷íîñòü íå íàðóøèòñÿ, åñëè
çàìåíèòü áóêâó â ïåðâîé ïîçèöèè íà ëþáóþ äðóãóþ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íîå ñëîâî, â êîòîðîì áóêâû íà
ïîçèöèÿõ 1 è ÍÎÄ(p, q)+1 ðàçëè÷íû è êîòîðîå, ñëåäîâàòåëüíî,
íå èìååò ïåðèîäà ÍÎÄ(p, q) .

Òåì íå ìåíåå äëÿ ïåðèîäîâ ñâîéñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ÷àñòè÷íîå ñëîâî U èìååò âçàèìíî ïðîñòûå
ïåðèîäû p è q , p > q , ñîäåðæèò k äæîêåðîâ è ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |U | ≥ qk + (p+ q − 1) , òî U èìååò ïåðèîä 1.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ôàéíà � Âèëüôà, ìû áóäåì
îïåðèðîâàòü ñ ãðàôàìè áèíàðíûõ îòíîøåíèé, îïðåäåëÿåìûõ
ïåðèîäàìè ñëîâà. Îäíàêî îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ρ , ñîïîñòàâ-
ëÿåìîãî ñëîâó ñ äâóìÿ ïåðèîäàìè, íåîáõîäèìî îòêîððåêòèðî-
âàòü äëÿ ïåðåíîñà íà ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ñëîâ.

Èòàê, ïóñòü ÷àñòè÷íîå ñëîâî U èìååò âçàèìíî ïðîñòûå ïå-
ðèîäû p è q . Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå D(U) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïàðà (i, j) ïðèíàäëåæèò ρ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà i = j(modp) è âñÿêîå m , ëåæàùåå ìåæäó i è j è
ðàâíîå èì ïî ìîäóëþ p , íå ïðèíàäëåæèò D(U) (ñîîòâåòñòâåííî
i = j(modq) è âñÿêîå m , ëåæàùåå ìåæäó i è j è ðàâíîå èì ïî
ìîäóëþ q , íå ïðèíàäëåæèò D(U)). Çàìåòèì, ÷òî, îòíîøåíèå
ρ äëÿ ñëîâ, îïðåäåëåííîå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïîäõîäèò
ïîä äàííîå îïðåäåëåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.3. ×àñòè÷íîå ñëîâî U èìååò ïåðèîä 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îòíîøåíèÿ ρ
ñâÿçåí.

Ëåììà 2.1. Åñëè ÷àñòè÷íîå ñëîâî U äëèíû p+q èìååò âçàèì-
íî ïðîñòûå ïåðèîäû p è q , p > q , ñîäåðæèò ðîâíî îäèí äæîêåð
â ïîçèöèÿõ 1, . . . , q, p+1, . . . , p+q è ëþáîå êîëè÷åñòâî äæîêåðîâ
â ïîçèöèÿõ q+1, . . . , p , òî U èìååò ïåðèîä 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
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ðåìû 2.1, ãðàô îòíîøåíèÿ ρ äëÿ ñëîâà äëèíû p+q ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì öèêëîì. Ãðàô äëÿ ÷àñòè÷íîãî ñëîâà òîé æå äëèíû
ïîëó÷àåòñÿ ¾èçúÿòèåì¿ èç ýòîãî öèêëà âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïîçèöèÿì, â êîòîðûõ ñòîÿò äæîêåðû. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò
¾èçúÿòèÿ¿ âåðøèíû t , ñîåäèíåííîé â ãðàôå ñ âåðøèíàìè (t+q)
è (t−q) , áóäåò òàêèì, êàê â ïðèìåðå íà ðèñ. 2, à, à ðåçóëü-
òàò ¾èçúÿòèÿ¿ âåðøèíû t , ñîåäèíåííîé â ãðàôå ñ âåðøèíàìè
(t+q) è (t+p) ëèáî ñ âåðøèíàìè (t−q) è (t−p) � òàêèì, êàê
â ïðèìåðå íà ðèñ. 2, á. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ñëîâå äëèíû
p+q ðàçìåñòèòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî äæîêåðîâ â ïîçèöè-
ÿõ q+1, . . . , p , òî äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷àñòè÷íîãî ñëîâà ãðàô
ïî-ïðåæíåìó áóäåò ïðîñòûì öèêëîì. Äîáàâëåíèå æå äæîêåðà
â îäíó èç ïîçèöèé 1, . . . , q, p+1, . . . , p+q ïðèâåäåò ê ðàçðûâó
öèêëà, íî ãðàô, òåì íå ìåíåå, îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì.
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Ðèñ. 2. Äîáàâëåíèå äæîêåðà â ãðàô ïåðèîäè÷íîñòè

Çàìå÷àíèå 2.4. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñëîâ äëèíû p+q−1 ëåì-
ìà 1 íåâåðíà. Ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëîâó äëèíû p+q−1 ,
ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, è ðàçìåùåíèå äæîêåðà â ëþáîé èç ïîçèöèé
1, . . . , q−1, p+1, . . . , p+q−1 ïðèâåäåò ê ðàçðûâó ýòîé öåïè è,
òàêèì îáðàçîì, ê íåñâÿçíîñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðàôà.
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Áóäåì íàçûâàòü äæîêåð ñóùåñòâåííûì äëÿ ÷àñòè÷íîãî
ñëîâà äëèíû p+q , åñëè îí ðàñïîëîæåí â åãî ïðåôèêñå èëè
ñóôôèêñå äëèíû q .

Ëåììà 2.2 Åñëè ÷àñòè÷íîå ñëîâî U ñî âçàèìíî ïðîñòûìè
ïåðèîäàìè p è q , p > q , èìååò ïîäñëîâî äëèíû p+ q , êîòîðîå
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ñóùåñòâåííîãî äæîêåðà, òî U èìååò
ïåðèîä 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óêàçàííîå ïîäñëîâî ðàñïîëîæåíî â U
â ïîçèöèÿõ t+1, . . . , t+p+q . Ïî ëåììå 2.1 âñå áóêâû, ñòîÿùèå
íà äàííûõ ïîçèöèÿõ, ðàâíû ìåæäó ñîáîé; ïóñòü îíè ðàâíû
a . Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ áóêâà â U ñîâïàäàåò ñ a .
Ðàññìîòðèì ïîçèöèþ s , çàíÿòóþ áóêâîé è íå ïðèíàäëåæàùóþ
âûáðàííîìó ïîäñëîâó; ïîìåòèì âñå ïîçèöèè, ðàâíûå s ïî ìî-
äóëþ q . Òîãäà îäíà èç ïîçèöèé t+1, . . . , t+q è îäíà èç ïîçèöèé
t+p+1, . . . , t+p+q îêàæóòñÿ ïîìå÷åííûìè. Ïî óñëîâèþ ëåììû
íå áîëåå ÷åì îäíà èç íèõ ñîäåðæèò äæîêåð; ñëåäîâàòåëüíî,
îäíà èç íèõ ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæèò áóêâó a . Ïîñêîëüêó âñå
áóêâû â ïîìå÷åííûõ ïîçèöèÿõ ðàâíû, ïîëó÷àåì U(s) = a .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Îöåíèì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó
÷àñòè÷íîãî ñëîâà W, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû è
íå èìåþùåãî ïåðèîäà 1. Ïî ëåììå 2.2 W äîëæíî ñîäåðæàòü íå
ìåíåå äâóõ ñóùåñòâåííûõ äæîêåðîâ â êàæäîì ïîäñëîâå äëè-
íû p + q . Ïîñêîëüêó â êàæäîì òàêîì ïîäñëîâå èìååòñÿ 2q
ïîçèöèé äëÿ ñóùåñòâåííûõ äæîêåðîâ, êàæäûé äæîêåð ìîæåò
ÿâëÿòüñÿ ñóùåñòâåííûì íå áîëåå ÷åì äëÿ 2q ïîäñëîâ. Äàëåå,
ïåðâûé äæîêåð â ñëîâå íå ìîæåò çàíèìàòü ïîñëåäíþþ ïîçèöèþ
â ïîäñëîâå ñ äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè äæîêåðàìè; ñëåäîâàòåëüíî,
îí ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ëèøü äëÿ 2q − 1 ïîäñëîâà. Òî æå
ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîñëåäíåãî äæîêåðà â ñëîâå.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ïîäñëîâà äëèíû p+ q íåîáõîäèìû
äâà ñóùåñòâåííûõ äæîêåðà, êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîäñëîâ â W íå
ïðåâûøàåò (2qk − 2)/2 , ò. å. qk − 1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëîâî
äëèíû |W | ñîäåðæèò |W | − p− q + 1 òàêèõ ïîäñëîâ. Èòàê,

|W | − p− q + 1 ≤ qk − 1,
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îòêóäà |W | ≤ qk + (p + q − 2) . Ïîñêîëüêó â óñëîâèè òåîðåìû
|U | ≥ qk+ (p+ q− 1) , òî U èìååò ïåðèîä 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî L = L(k, p, q) òàêîå, ÷òî ÷àñòè÷íîå
ñëîâî äëèíû L ñî âçàèìíî ïðîñòûìè ïåðèîäàìè p è q , p > q ,
è k äæîêåðàìè îáÿçàòåëüíî èìååò ïåðèîä 1, áóäåì íàçûâàòü
äëèíîé âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ p è q ïðè íàëè÷èè k äæî-

êåðîâ. Äëèíó âçàèìîäåéñòâèÿ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ôóíêöèåé
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà k ñ ïàðàìåòðàìè p è q . Òåîðåìà 2.2
äàåò ëèíåéíóþ îöåíêó äëèíû âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîêàçûâàÿ òåì
ñàìûì, ÷òî ñâîéñòâî âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñëîâ, êîëè÷åñòâî äæîêåðîâ â êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé äîëè îò äëèíû ñëîâà.
Ðàññìîòðèì, íàñêîëüêî òî÷íà îöåíêà, ïðèâåäåííàÿ â òåîðåìå
2.2. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 ýòà îöåíêà ñîâ-
ïàäàåò ñ îöåíêîé â òåîðåìå Ôàéíà � Âèëüôà, à ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü k ≥ 1 , p è q âçàèìíî ïðîñòû, p > q .
Òîãäà L(k, p, q) = qk+ (p+ q − 1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè q = 2 è k = sp äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî s .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q = 2 è k = sp . Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷-
íîå ñëîâî W äëèíû

|W | = qk + (p+ q − 2) = (2s+ 1)p,

ñîñòîÿùåå èç p áóêâ, çà êîòîðûìè ñëåäóþò p äæîêåðîâ, ñíîâà
p áóêâ, çàòåì p äæîêåðîâ, è ò. ä., ÷åðåäóÿ ïîäñëîâà èç p áóêâ
è p äæîêåðîâ. Ïîòðåáóåì, êðîìå òîãî, ÷òîáû âñå áóêâû, íàõî-
äÿùèåñÿ â ñëîâå W íà íå÷åòíûõ ïîçèöèÿõ, áûëè ðàâíû a , à íà
÷åòíûõ � b .

W = aba . . .︸ ︷︷ ︸
p

�� . . . �︸ ︷︷ ︸
p

aba . . .︸ ︷︷ ︸
p

. . . �� . . . �︸ ︷︷ ︸
p

aba . . .︸ ︷︷ ︸
p︸ ︷︷ ︸

(2s+1) áëîêîâ
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Ïîëó÷åííîå ÷àñòè÷íîå ñëîâî ïî ïîñòðîåíèþ èìååò ïåðèîäû p è
2 è ñîäåðæèò sp = k äæîêåðîâ, íå èìåÿ ïðè ýòîì ïåðèîäà 1. Ñ
ó÷åòîì òåîðåìû 2.2 äëèíà âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäîâ p è 2 ïðè
íàëè÷èè sp äæîêåðîâ â òî÷íîñòè ðàâíà óêàçàííîé â óñëîâèè
ïðåäëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèì, è ìû âûíóæäåíû åãî îïóñòèòü. Íàéòè
ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî â ðàáîòå [22].

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà 2.3 äàåò òî÷íóþ îöåíêó äëèíû
âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p è q è íå ñëèøêîì ìàëåíü-
êèõ k . Äîêàçàòåëüñòâî ï. 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðàæíåíèå
2.2, êîòîðîå íåñëîæíî âûïîëíèòü, èçó÷èâ ïðèìåð, ïðèâåäåí-
íûé â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ï. 2 ìíîãîêðàòíî ñëîæíåå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2; îíî
ïîëíîñòüþ ïðèâåäåíî â [30].

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü k ≥ 1 , p è q âçàèìíî ïðîñòû, p > q .
Òîãäà

1) L(k, p, 2) = (2bkpc+ 1)p+ (k mod p) + 1 ;

2) åñëè q ≥ 3 è k ≥ b3p
q c+ 3 , òî

L(k, p, q) <
pq

p+ q − 2
· k + 4(q − 1)

è äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî q íàéäóòñÿ òàêèå p è k , ÷òî

L(k, p, q) >
pq

p+ q − 2
· k + 4(q − 1)− ε.

�5. Ëîêàëüíûå ïåðèîäû è êðèòè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñëîâà
èçîáðàæåííûìè íà îòðåçêå [0, n] äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé òàê,
÷òî i-ÿ áóêâà çàíèìàåò îòðåçîê [i−1, i] :

W = . . .a1 a2 an
0 1 2 n−1 n

.
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×èñëî p ∈ N íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïåðèîäîì ñëîâà W â

òî÷êå k , k ∈ N , k < |W | , åñëè ñëîâî W (n1 . . . n2) èìååò ïåðèîä
p , ãäå n1 = max{k−p+1, 1} , n2 = min{k+p, |W |} . Äðóãèìè
ñëîâàìè, p åñòü ëîêàëüíûé ïåðèîä W â òî÷êå k , åñëè íàéäåòñÿ
ñëîâî Z äëèíû p òàêîå, ÷òî W è Z2 ¾íàêëàäûâàþòñÿ¿ äðóã
íà äðóãà îäíèì èç ÷åòûðåõ ñïîñîáîâ, óêàçàííûõ íà ðèñ. 3.

Z Z

k
à W =

Z Z

k
á W =

Z Z

k
â W =

Z Z

k
ã W =

Ðèñ. 3. Ëîêàëüíûé ïåðèîä â òî÷êå k

Ìèíèìàëüíûé ëîêàëüíûé ïåðèîä ñëîâà W â òî÷êå k îáî-
çíà÷èì ÷åðåç per(W,k) .
Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü W = aababaaa . Òîãäà per(W ) = 6 , à
âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ ïåðèîäîâ äàåò

per(W, 1) = 1 , Z = a ,
per(W, 2) = 5 , Z = babaa ,
per(W, 3) = 2 , Z = ab ,
per(W, 4) = 2 , Z = ba ,
per(W, 5) = 6 , Z = aaabab ,
per(W, 6) = 1 , Z = a ,
per(W, 7) = 1 , Z = a .

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ïåðèîä ñëîâà ÿâëÿåòñÿ åãî ëîêàëüíûì
ïåðèîäîì â ëþáîé òî÷êå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî k
per(W,k) ≤ per(W ) . Ðàçáèåíèå W = UV íàçûâàåòñÿ êðèòè-

÷åñêèì, åñëè per(W, |U |) = per(W ) . Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷å-
ñêîå ðàçáèåíèå îòìå÷àåò òî÷êó, â êîòîðîé ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà
ñëîâà (ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ) íàèáîëåå òî÷íî
îòðàæàåò åãî ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ ñëîâà èç ïðèìåðà 2.3
ïðîâåäåííûé àíàëèç îáíàðóæèë â òî÷íîñòè îäíî êðèòè÷åñêîå
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ðàçáèåíèå: W = aabab aaa . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî
êàæäîå ñëîâî îáëàäàåò êðèòè÷åñêèì ðàçáèåíèåì, ïðè÷åì òà-
êèì, ÷òî òî÷êà k ðàñïîëîæåíà äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íà÷àëó ñëî-
âà (èìååò ìåñòî ðèñ. 3, â èëè 3, ã), à èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
ñëåäóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 2.4 (òåîðåìà î êðèòè÷åñêîì ðàçáèåíèè, 1979). Âñÿêîå
ñëîâî W òàêîå, ÷òî |alph(W )| ≥ 2 , per(W ) = p , äîïóñêàåò
êðèòè÷åñêîå ðàçáèåíèå W = UV ñ óñëîâèåì |U | < p .

Îáîçíà÷èì Σ = alph(W ) è îïðåäåëèì íà Σ+ äâà ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêèõ ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà Σ ; ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêèé ïîðÿäîê íà Σ+ íàçîâåì ëåâûì è îáîçíà÷èì ≤l . Ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàòíîìó ëèíåé-
íîìó ïîðÿäêó íà Σ , íàçîâåì ïðàâûì è îáîçíà÷èì ≤r . Äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà äâå ëåììû.

Ëåììà 2.3. Åñëè U ≤l V è U ≤r V , òî U � ïðåôèêñ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-
ãî ïîðÿäêà, åñëè U � íå ïðåôèêñ V , òî U = PxQ1 , V = PyQ2 ,
ãäå x, y ∈ Σ , x < y . Íî óñëîâèå x < y íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
îäíîâðåìåííî â äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ íà
Σ . Çíà÷èò, îñòàåòñÿ ëèøü âàðèàíò, êîãäà U ÿâëÿåòñÿ ïðåôèê-
ñîì V .

Ëåììà 2.4. Ïóñòü W = UV , ãäå V � ìàêñèìàëüíûé â îòíî-
øåíèè íåêîòîðîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñóôôèêñ W .
Òîãäà åñëè ñëîâî T ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñóôôèêñîì U è
ïðåôèêñîì V , òî T = λ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàííîå â óñëîâèè âçàèìíîå ðàñïîëîæå-
íèå ñëîâ W , U , V , T èçîáðàæåíî íèæå:

T T

U V
W=

25



Ïóñòü V = TV ′ . Òîãäà V ′ � ñóôôèêñ W , îòêóäà V ≥ V ′ ,
ò. å. TV ′ ≥ V ′ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, TV ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì
W , îòêóäà TV ≤ V èëè TTV ′ ≤ TV ′ . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
âëå÷åò TV ′ ≤ V ′ . Â èòîãå ïîëó÷àåì TV ′ = V ′ , ò. å. T = λ .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Ïóñòü W = UV è W = U ′V ′ �
äâà ðàçáèåíèÿ W , ïðè÷åì V � ìàêñèìàëüíûé ñóôôèêñ W â
îòíîøåíèè ïîðÿäêà ≤l , à V ′ � ìàêñèìàëüíûé ñóôôèêñ W â
îòíîøåíèè ïîðÿäêà ≤r . Ïóñòü òàêæå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè |U | ≥ |U ′| . Äîêàæåì, ÷òî W = UV ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì
ðàçáèåíèåì.

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî U 6= λ . Ïóñòü U = λ . Â ýòîì ñëó÷àå
W = V = V ′ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W = xT , ãäå x ∈ Σ . Òîãäà
T � ñóôôèêñ W , îòêóäà T <l V , T <r V

′ ïî âûáîðó V è V ′ .
Ïî ëåììå 2.3 T ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì W , ò. å. W = Ty , y ∈ Σ .
Íî òîãäà

x = W (1) = T (1) = W (2) = T (2) = . . . = W (|W |) = y,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû |alph(W )| ≥ 2 . Äàííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ñëîâî U íå ïóñòî, ñëåäîâàòåëü-
íî, W = UV ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì (V 6= λ , ïîñêîëüêó λ �
ìèíèìàëüíîå ñëîâî â îòíîøåíèè ëþáîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
ïîðÿäêà).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âñÿ-
êèé ëîêàëüíûé ïåðèîä ñëîâà W â òî÷êå |U | ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì
W . Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî per(W, |U |) = per(W ) è
ðàññìàòðèâàåìîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì. Ïóñòü p �
ëîêàëüíûé ïåðèîä W â òî÷êå |U | ; ðàññìîòðèì ñëó÷àè, èçîáðà-
æåííûå íà ðèñ. 3, à�ã (k = |U | ; |Z| = p).

Ñëó÷àé ¾à¿ íåâîçìîæåí ââèäó ëåììû 2.4: Z ÿâëÿåòñÿ íåïó-
ñòûì ñóôôèêñîì U è ïðåôèêñîì V . Â ñëó÷àå ¾á¿ V åñòü
ïðåôèêñ Z , îòêóäà V < ZV â ëþáîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî V �
ìàêñèìàëüíûé ñóôôèêñ W â îòíîøåíèè ≤l . Òàêèì îáðàçîì,
ñëó÷àé ¾á¿ òàêæå íåâîçìîæåí. Â ñëó÷àå ¾ã¿, î÷åâèäíî, p ÿâ-
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ëÿåòñÿ ïåðèîäîì W , ïîñêîëüêó W åñòü ïîäñëîâî â Z2 . Â
îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå ¾â¿ íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî V èìååò
ïåðèîä p .

Ïîñêîëüêó |U | ≥ |U ′| , çàïèøåì U = U ′Z ′ ; òîãäà Z ′ ÿâëÿåò-
ñÿ ñóôôèêñîì Z , à V ′ = Z ′V . Ïîëîæèì, êðîìå òîãî, V = ZZ ′′ :

Z Z

U V

U ′ Z′ Z′ Z′′W =

Ïî îïðåäåëåíèþ V èìååì V >l Z
′′ , à ïî îïðåäåëåíèþ V ′

ïîëó÷àåì V ′ = Z ′V >r Z
′Z ′′ , îòêóäà V >r Z

′′ . Òîãäà ïî ëåììå
2.3 Z ′′ åñòü ïðåôèêñ V , ò. å. V = Z ′′T äëÿ íåêîòîðîãî T .
Òàêèì îáðàçîì, ZZ ′′ = Z ′′T è ê ýòèì ñëîâàì ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåäëîæåíèå 1.2: ñóùåñòâóþò òàêèå P,Q ∈ Σ+ , n ≥ 0 , ÷òî
Z = PQ , T = QP , Z ′′ = (PQ)nP . Òîãäà ñëîâî V = ZZ ′′ èìååò
ïåðèîä |PQ| = |Z| = p .

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ðàçáèåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ êðèòè÷åñêèì. Êðîìå òîãî, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè p �
ëîêàëüíûé ïåðèîä W â òî÷êå |U | , òî èìååò ìåñòî îäèí èç ñëó-
÷àåâ ¾â¿, ¾ã¿, îòêóäà |U | < p . Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû î êðèòè÷åñêîì ðàçáèåíèè â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòåðèé ïåðèîäè÷íîñòè Z -ñëîâ (íàïîìíèì,
÷òî Z -ñëîâàìè íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
àëôàâèòíûõ ñèìâîëîâ, èíäåêñèðîâàííûå öåëûìè ÷èñëàìè).
Îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà è ëîêàëüíîãî ïåðèîäà Z -ñëîâà äîñòàòî÷-
íî î÷åâèäíû, íî ìû âñå æå âîñïðîèçâåäåì èõ. ×èñëî p ∈ N
íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì Z -ñëîâà W , åñëè W(i) = W(i+p) äëÿ
ëþáîãî öåëîãî i . Z -ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îíî
èìååò ïåðèîä. ×èñëî p ∈ N íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïåðèîäîì

Z -ñëîâà W â òî÷êå k ∈ Z , åñëè ñëîâî W(k−p+1 . . . k+p) èìååò
ïåðèîä p .

Ñëåäñòâèå 2.1 (êðèòåðèé ïåðèîäè÷íîñòè Z -ñëîâ). Z -ñëîâî
W ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìè-
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íèìàëüíûå ëîêàëüíûå ïåðèîäû ñëîâà W ñóùåñòâóþò âî âñåõ
òî÷êàõ è îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðîé êîíñòàíòîé
N ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî: åñ-
ëèW èìååò ïåðèîä, òî îí ÿâëÿåòñÿ åãî ëîêàëüíûì ïåðèîäîì â
ëþáîé òî÷êå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó âíà÷àëå
çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå êîíå÷íûå ïîäñëîâà W èìåþò ïåðèîä p ,
òî è ñàìî W èìååò ïåðèîä p . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 ïåðèîä
ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäñëîâà W íå ïðåâîñõîäèò N .

Ïóñòü U1 � êîíå÷íîå ïîäñëîâî W, per(U1) = p1 . Åñëè âñå
êîíå÷íûå ïîäñëîâà èç W, ñîäåðæàùèå U1 , èìåþò ïåðèîä p1 ,
òî ïîëîæèì p = p1 . Åñëè æå â W åñòü ïîäñëîâî U2 = PU1Q ,
íå èìåþùåå ïåðèîäà p1 , òî ïîëîæèì p2 = per(U2) (p2 > p1 ),
ïîâòîðèì èññëåäîâàíèå äëÿ U2 è ò. ä. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {pi} ñòðîãî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì
N , îíà ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, íà íåêîòîðîì (k -ì) øàãå âñå êîíå÷íûå ïîäñëîâà èç W,
ñîäåðæàùèå Uk , áóäóò èìåòü ïåðèîä pk è ìû ïîëîæèì p = pk .
Ïîñêîëüêó âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäñëîâî èçW ñîäåðæèòñÿ â íåêî-
òîðîì êîíå÷íîì ïîäñëîâå, ñîäåðæàùåì Uk , òî âñå êîíå÷íûå
ïîäñëîâà èç W èìåþò ïåðèîä p . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.



Ãëàâà 3. ÈÇÁÅÃÀÅÌÎÑÒÜ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñâîéñòâó ñëîâ íå ñîäåðæàòü ïîä-
ñëîâ îïðåäåëåííîãî âèäà.

�6. Ñëîâà Òóý � Ìîðñà è íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íàèáîëåå çíàìåíèòûì
ìíîæåñòâîì ñëîâ âî âñåé êîìáèíàòîðèêå. Âïåðâûå ñëîâà Òóý �
Ìîðñà ïîÿâèëèñü íà ñöåíå â 1851 ãîäó â ðàáîòå ïî òåîðèè ÷èñåë
ìàëîèçâåñòíîãî ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ïðóý (ñì. [19]). Õîòÿ
íèêàêèõ ¾ñëîâ¿ â ýòîé ðàáîòå íå áûëî, àëãîðèòì èõ ïîñòðîå-
íèÿ áûë îïèñàí. Ìû íà÷íåì ñî ñâîéñòâà, äîêàçàííîãî â ýòîé
ðàáîòå, � î ñóùåñòâîâàíèè ¾ñâåðõóðàâíîâåøåííîãî¿ ðàçáèåíèÿ
íàòóðàëüíîãî ðÿäà íà äâà êëàññà.

Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N íà äâà êëàñ-
ñà, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî n ∈ N ,
k ∈ {1, . . . , n} ñóììà k -õ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ îäíîãî êëàñ-
ñà, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó {1, . . . , 2n+1} , ðàâíà ñóììå k -õ
ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ äðóãîãî êëàññà, ïðèíàäëåæàùèõ òîìó æå
ìíîæåñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû îäíîãî ìíîæåñòâà íàçîâåì ¾ñè-
íèìè¿, à äðóãîãî � ¾çåëåíûìè¿. Ðàçáèåíèå (èëè ¾ðàñêðàñ-
êó¿) íàòóðàëüíîãî ðÿäà ïðîèçâåäåì ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóê-
öèè: åäèíèöó îêðàñèì â ñèíèé öâåò. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè:
ïóñòü îòðåçîê [1, 2n] ðàñêðàøåí. Íà øàãå èíäóêöèè ðàñêðàñèì
îòðåçîê [2n+1, 2n+1] ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò 2n+i ïî-
ëó÷àåò öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòà ýëåìåíòà i . Â èòîãå îòðåçîê
[2n+1, 2n+1] ñòàíîâèòñÿ ¾íåãàòèâîì¿ îòðåçêà [1, 2n] .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 . . .
ñ ç ç ñ ç ñ ñ ç ç ñ ñ ç ñ ç ç ñ ç . . .

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòà ðàñêðàñêà îáëàäàåò òðåáóåìûìè
ñâîéñòâàìè, òàêæå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.

Áàçà èíäóêöèè: n = 1 (îòðåçîê [1, 4]). 1 + 4 = 2 + 3 .
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Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: íà îòðåçêå [1, 2n] ñóììà k -õ ñòå-
ïåíåé ñèíèõ ýëåìåíòîâ ðàâíà ñóììå k -õ ñòåïåíåé çåëåíûõ äëÿ
ëþáîãî k ≤ n− 1 .

Øàã èíäóêöèè: íà îòðåçêå [1, 2n+1] ñóììà k -õ ñòåïåíåé
ñèíèõ ýëåìåíòîâ ðàâíà ñóììå k -õ ñòåïåíåé çåëåíûõ äëÿ ëþáîãî
k ≤ n . Äîêàæåì ýòî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé k < n . Òîã-
äà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íà îòðåçêå [1, 2n] ñóììà k -õ
ñòåïåíåé ñèíèõ ýëåìåíòîâ ðàâíà ñóììå k -õ ñòåïåíåé çåëåíûõ.
Ñðàâíèì ñóììû k -õ ñòåïåíåé ñèíèõ è çåëåíûõ ýëåìåíòîâ íà
îòðåçêå [2n+1, 2n+1] . Ìíîæåñòâî âñåõ ñèíèõ (âñåõ çåëåíûõ) ýëå-
ìåíòîâ íà îòðåçêå [x, y] îáîçíà÷èì ÷åðåç [x, y]ñ (ñîîòâåòñòâåííî
[x, y]ç ).

∑
i∈[2n+1,2n+1]ñ

ik =
∑

i∈[1,2n]ç

(2n + i)k =
∑

i∈[1,2n]ç

k∑
m=0

Cmk 2nmik−m =

=
k∑

m=0

Cmk ·
∑

i∈[1,2n]ç

2nmik−m =
k∑

m=0

Cmk ·
∑

i∈[1,2n]ñ

2nmik−m =

=
∑

i∈[1,2n]ñ

k∑
m=0

Cmk 2nmik−m =
∑

i∈[1,2n]ñ

(2n + i)k =
∑

i∈[2n+1,2n+1]ç

ik.

Èòàê, ðàâåíñòâî k -õ ñòåïåíåé äëÿ ñëó÷àÿ k < n äîêàçàíî.
Ðàçáåðåì ñëó÷àé k = n . Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå ïðèâåäåííûì âûøå, âû÷èñëèì ðàçíîñòü ñóìì n-õ ñòåïåíåé
ñèíèõ è çåëåíûõ ýëåìåíòîâ íà îòðåçêå [2n+1, 2n+1] .∑
i∈[2n+1,2n+1]ñ

in−
∑

i∈[2n+1,2n+1]ç

in =
∑

i∈[1,2n]ç

(2n+ i)n−
∑

i∈[1,2n]ñ

(2n+ i)n =

=
n∑

m=0

Cmn ·
∑

i∈[1,2n]ç

2nmin−m −
n∑

m=0

Cmn ·
∑

i∈[1,2n]ñ

2nmin−m =

=
∑

i∈[1,2n]ç

in −
∑

i∈[1,2n]ñ

in.
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(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè:
âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå âíóòðåííèõ ñóìì ðàâíû.) Îòñþäà
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ñóìì n-õ ñòåïåíåé ñèíèõ è
çåëåíûõ ýëåìåíòîâ íà âñåì îòðåçêå [1, 2n+1] ðàâíà íóëþ. Øàã
èíäóêöèè çàâåðøåí.

Îòìåòèì, ÷òî ¾ðàñêðàñêà¿ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû åñòü
íå ÷òî èíîå, êàê ω -ñëîâî â áèíàðíîì àëôàâèòå {ñ, ç} . Ñ ýòèì
ω -ñëîâîì (è åãî ïðåôèêñàìè äëèíû 2n äëÿ íåêîòîðîãî n) ìû
áóäåì âñòðå÷àòüñÿ â ýòîé è ñëåäóþùåé ãëàâàõ ìíîãîêðàòíî.

Õðîíîëîãè÷åñêè ìû ïîäîøëè ê ðàáîòàì íîðâåæñêîãî ìà-
òåìàòèêà íà÷àëà ïðîøëîãî âåêà À. Òóý. Åìó ïðèíàäëåæèò
ðÿä âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îòêðûòèé; îäíàêî íå âïîëíå
óäà÷íîå ðàçìåùåíèå ïóáëèêàöèé (âñå � íà íîðâåæñêîì ÿçûêå,
â íàöèîíàëüíûõ æóðíàëàõ è ñáîðíèêàõ) ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî
íàó÷íûé ìèð ïîçíàêîìèëñÿ ñ åãî òðóäàìè ñïóñòÿ ïîëâåêà, óñïåâ
ïîâòîðèòü åãî îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ, èíîãäà è íå ïî îäíîìó
ðàçó.

Òóý áûë ïåðâûì ìàòåìàòèêîì, èçó÷àâøèì ñâîéñòâà ñèì-
âîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàê ÷òî åãî ñ ïîëíûì ïðàâîì
ìîæíî ñ÷èòàòü ¾äåäóøêîé¿ ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðèêè ñëîâ.
Ðàáîòû Òóý îòíîñÿòñÿ ê òîìó âðåìåíè, êîãäà òàêèå òåõíè÷åñêèå
äîñòèæåíèÿ, êàê ðàäèî è òåëåãðàô, ïîòðåáîâàëè íîâîãî ÿçûêà
äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, îñíîâàííîãî íà ìàëîì êîëè÷åñòâå àë-
ôàâèòíûõ ñèìâîëîâ. Íà ñöåíó âïåðâûå âûøåë áèíàðíûé àëôà-
âèò: äâà õîðîøî ðàçëè÷èìûõ ñèãíàëà � òî÷êà è òèðå � ëåãëè â
îñíîâó êîäèðîâêè àëôàâèòîâ åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ, èçâåñòíîé
êàê àçáóêà Ìîðçå. Òóý èçó÷àë âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè
àëôàâèòîâ èç äâóõ è òðåõ ñèìâîëîâ è ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî
îíè âåñüìà âåëèêè.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñàìûé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Òóý.

Òåîðåìà 3.2 (Òóý, 1906). Ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî äëèííîå
ñëîâî â áèíàðíîì àëôàâèòå, íå ñîäåðæàùåå ïîäñëîâ X3 äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî X .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà êîíñòðóêòèâíî: ìû ïî-
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ñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ñëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáóåìîìó
ñâîéñòâó. Òàêàÿ ñåðèÿ áóäåò ñîäåðæàòü ñêîëü óãîäíî äëèííûå
ñëîâà, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ñëîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû íàä
êîíå÷íûì àëôàâèòîì êîíå÷íî.

Îïðåäåëèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ â áèíàðíîì àëôà-
âèòå A = {a, b} ñîâìåñòíîé èíäóêöèåé:

U0 = a , V0 = b ,
Un+1 = UnVn , Vn+1 = VnUn .

Ñëîâà Un , Vn è åñòü ñëîâà Òóý � Ìîðñà.

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà
ñëîâ Òóý � Ìîðñà.
1. |Un| = |Vn| = 2n .
2. Un ïîëó÷àåòñÿ èç Vn ïåðåèìåíîâàíèåì áóêâ.
3. Un ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì Un+1 .
4. Un îïðåäåëÿåò ðàñêðàñêó Ïðóý îòðåçêà [1, 2n] íàòóðàëüíîãî
ðÿäà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü φ : A+ → A+ � ìîðôèçì, çàäàâàåìûé
ðàâåíñòâàìè φ(a) = ab , φ(b) = ba . Òîãäà Un+1 = φ(Un) ,
Vn+1 = φ(Vn) è, êàê ñëåäñòâèå, Un = φn(a) , Vn = φn(b) äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ n .

Ìîðôèçì φ , îïðåäåëåííûé â ëåììå 3.1, íàçûâàåòñÿ ìîð-
ôèçìîì Òóý.

Ëåììà 3.2. Ñëîâî U òîãäà è òîëüêî òîãäà ðàâíî φ(V ) äëÿ
íåêîòîðîãî V , êîãäà U ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè äëèíû 2,
êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí ab èëè ba . (Èíûìè ñëîâàìè, êî-
ãäà âñÿêîå ïîäñëîâî äëèíû 2, íà÷èíàþùååñÿ â U ñ íå÷åòíîé
ïîçèöèè, åñòü ab èëè ba .)

Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàçàòü ëåììû 3.1 è 3.2.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó 3.2, à èìåííî, òîò ôàêò,
÷òî ñëîâà Un íå ñîäåðæàò ïîäñëîâ âèäà X3 . (Ýòî ñâîéñòâî,
åñòåñòâåííî, áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ Vn , â ñèëó ñèììåòðèè.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî
êîíòðïðèìåðà. Ïóñòü n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òà-
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êîå, ÷òî Un ñîäåðæèò ïîäñëîâî X3 äëÿ íåêîòîðîãî X . Ñî-
ãëàñíî ëåììàì 3.1 è 3.2, ñëîâî Un ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà
áëîêè âèäà ab è ba . Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ X3

îòíîñèòåëüíî ãðàíèö ýòèõ áëîêîâ.

Ñëó÷àé 1. |X| = 2k .
1.1. X3 íà÷èíàåòñÿ â Un ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè. Òîãäà X = φ(V )
äëÿ íåêîòîðîãî V ñîãëàñíî ëåììå 3.2, îòêóäà X3 = (φ(V ))3

è, ïîñêîëüêó Un = φ(Un−1) , V 3 ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì Un−1 ,
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ n .
1.2. X3 íà÷èíàåòñÿ â Un ñ ÷åòíîé ïîçèöèè.

X X X

W = d

Òîãäà X(1) 6= X(2k) (îíè ëåæàò â îäíîì áëîêå) è X(1) 6= d
(îíè òàêæå ëåæàò â îäíîì áëîêå). Ñëåäîâàòåëüíî, X(2k) = d .
Ïîëîæèì Y = dX(1 . . . 2k−1) . Òîãäà Y 3 ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì
â Un è íà÷èíàåòñÿ â íåì ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè; ïðèìåíÿÿ ñëó÷àé
1.1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2. |X| = 2k − 1 .
2.1. X3 íà÷èíàåòñÿ â Un ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè.

X X X

W =

Òîãäà X(1) 6= X(2) (îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîì áëîêå â ïåðâîì
âõîæäåíèè X ), X(2) 6= X(3) (îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîì áëîêå
âî âòîðîì âõîæäåíèè X ), X(3) 6= X(4) (îíè íàõîäÿòñÿ â îä-
íîì áëîêå â ïåðâîì âõîæäåíèè X ) è ò. ä. Â èòîãå ïîëó÷àåì
X(1) = X(3) = . . . = X(2k−1) . Íî X(1) è X(2k−1) òàêæå íà-
õîäÿòñÿ â îäíîì áëîêå (íà ñòûêå ïåðâîãî è âòîðîãî âõîæäåíèÿ
X ). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2.2 (X3 íà÷èíàåòñÿ â Un ñ ÷åòíîé ïîçèöèè) ñèì-
ìåòðè÷åí ñëó÷àþ 2.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñëîâà Òóý � Ìîðñà íå ñîäåðæàò
ïîäñëîâ âèäà X3 (ò. å. êóáîâ). Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïðàêòè-
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÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâåñòè òî æå ñàìîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñèëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 3.3 (Òóý, 1906). Ñëîâà Òóý � Ìîðñà íå ñîäåðæàò
ïîäñëîâ âèäà X2c , ãäå c = X(1) , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ A+ .

Óïðàæíåíèå 3.3*. Äîêàçàòü òåîðåìó 3.3.

Ïðèìå÷àíèå. Ñëîâà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïîäñëîâ âèäà X3 ,
íàçûâàþòñÿ áåñêóáíûìè. Ñëîâà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïîäñëîâ
âèäà X2c , ãäå c = X(1) , íàçûâàþòñÿ ñèëüíî áåñêóáíûìè.

Ââèäó òåîðåì 3.2 è 3.3 åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî õîòÿ â áè-
íàðíîì àëôàâèòå ñóùåñòâóåò âñåãî øåñòü ñëîâ, íå ñîäåðæàùèõ
ïîäñëîâ âèäà X2 (êâàäðàòîâ), â àëôàâèòå èç òðåõ ñèìâîëîâ
ìîæíî áóäåò ïîñòðîèòü ñêîëü óãîäíî äëèííîå áåñêâàäðàòíîå
ñëîâî. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íî ïåðåä òåì, êàê äîêàçàòü î÷å-
ðåäíóþ òåîðåìó Òóý, íàì íåîáõîäèìî äàòü íåñêîëüêî îïðåäå-
ëåíèé.

Áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ {Wn} áóäåì íàçû-
âàòü ïðåôèêñíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî i ñëîâî Wi ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì ïðåôèêñîì â Wi+1 . Ïðåôèêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ∀k ∈ N ∃i ∈ N : |Wi| ≥ k ;
2) ∀k ∈ N ∀i, j ∈ N : |Wi|, |Wj | ≥ k ⇒Wi(k) = Wj(k) .

Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ñîïîñòàâèòü ïðåôèêñíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {Wi} ω -ñëîâî W∞ , íàçûâàåìîå ïðåäåëîì {Wi} , ïî
ïðàâèëó W∞(k) = Wi(k) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ñ óñëîâèåì
|Wi| ≥ k .
Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Un} è {Vn} ÿâëÿþò-
ñÿ ïðåôèêñíûìè. Èõ ïðåäåëû U∞ è V∞ ìû áóäåì íàçûâàòü
ω -ñëîâàìè Òóý � Ìîðñà.

Ïðèìå÷àíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ω -ñëîâî W ïîðîæäåíî
ìîðôèçìîì f , åñëèW åñòü ïðåäåë ïðåôèêñíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {fn(c)} äëÿ íåêîòîðîé áóêâû c .

Òåîðåìà 3.4 (Òóý, 1912). Ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî äëèííîå
áåñêâàäðàòíîå ñëîâî â àëôàâèòå èç òðåõ ñèìâîëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ω -ñëîâîT íàä àëôàâèòîì {0, 1, 2}
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

T(i) =


0, U∞(i)U∞(i+1) = ab,
1, U∞(i)U∞(i+1) = ba,
2, U∞(i) = U∞(i+1).

Äîêàæåì, ÷òî T íå ñîäåðæèò êâàäðàòîâ. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî
ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ñèìâîëà â T ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî,
00 è 11 íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â T ïî îïðåäåëåíèþ, à íàëè÷èå
22 îçíà÷àåò, ÷òî U∞ ñîäåðæèò aaa èëè bbb , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òåîðåìå 3.3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T(i . . . i+k−1) = T(i+k . . . i+2k−1) . Òî-
ãäà åñëè T(j) ∈ {0, 1} , i ≤ j ≤ i+k−1 , òî U∞(j) = U∞(j+k)
è U∞(j+1) = U∞(j+k+1) . Ïîñêîëüêó T íå ñîäåðæèò ñîñåäíèõ
äâîåê, ïîëó÷àåì

U∞(i . . . i+k−1) = U∞(i+k . . . i+2k−1),

è ïðè ýòîì U∞(i+k) = U∞(i+2k) . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ
òåîðåìîé 3.3.

�7. Èçáåãàåìûå ýêñïîíåíòû

Ýêñïîíåíòîé ñëîâà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå äëèíû ýòîãî ñëî-
âà ê åãî ìèíèìàëüíîìó ïåðèîäó. Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíòà
ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç óêëàäûâàåòñÿ â ñëîâå åãî ñàìûé äëèí-
íûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðåôèêñ è ñëóæèò, òåì ñàìûì, èíäåêñîì
¾ãëîáàëüíîé¿ ïåðèîäè÷íîñòè ñëîâà. Îáîçíà÷àåòñÿ ýêñïîíåíòà
ñëîâà U ÷åðåç exp(U) . Ýêñïîíåíòó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îáîá-
ùåíèå ïîíÿòèÿ ñòåïåíè íà ðàöèîíàëüíûå ïîêàçàòåëè (åñëè ñëî-
âî X ïðèìèòèâíî, òî exp(X2) = 2 , exp(X3) = 3 , à ýêñïîíåíòà
ñëîâà X2c , ãäå c = X(1) , ðàâíà 2 + 1/|X|).

Îäíàêî ÷àñòî ýêñïîíåíòà ïðàêòè÷åñêè íå äàåò èíôîðìàöèè
î ñòðóêòóðå ñëîâà. Òàê, íàïðèìåð, exp(ababababb) = 1 ; ïðè
ýòîì îñíîâíûì ýëåìåíòîì ñòðóêòóðû äàííîãî ñëîâà ÿâëÿåòñÿ
ïîäñëîâî (ab)4 ýêñïîíåíòû 4. Èíôîðìàòèâíûì ïîêàçàòåëåì
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ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ýêñïîíåíòà ñëîâà, îáîçíà÷àåìàÿ lexp(U)
è îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

lexp(U) = max{exp(V )| V � ïîäñëîâî U}.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíàÿ ýêñïîíåíòà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü
ïîâòîðÿåìîñòè ôðàãìåíòîâ âíóòðè ñëîâà. Îòìåòèì, ÷òî îïðå-
äåëåííûå â �6 áåñêóáíûå è áåñêâàäðàòíûå ñëîâà � ýòî â òî÷íî-
ñòè ñëîâà, ëîêàëüíàÿ ýêñïîíåíòà êîòîðûõ ìåíüøå 3 (ñîîòâåò-
ñòâåííî ìåíüøå 2), à ñèëüíî áåñêóáíûå ñëîâà èìåþò ëîêàëüíóþ
ýêñïîíåíòó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî U èçáåãàåò ýêñïîíåíòó β , åñ-
ëè lexp(U) < β . Ýêñïîíåíòó β áóäåì íàçûâàòü èçáåãàåìîé â

àëôàâèòå Σ , åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëîâ íàä Σ ,
èçáåãàþùèõ β . Åñëè ìíîæåñòâî ñëîâ íàä Σ , èçáåãàþùèõ β ,
êîíå÷íî, β áóäåì íàçûâàòü íåèçáåæíîé â àëôàâèòå Σ . Ïî-
ñêîëüêó êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â Σ , íå âëè-
ÿþò íà ñâîéñòâî èçáåãàåìîñòè, îáû÷íî ìû áóäåì ãîâîðèòü îá
n-èçáåãàåìûõ è n-íåèçáåæíûõ ýêñïîíåíòàõ, ïîëàãàÿ n = |Σ| .

Ôàêòè÷åñêè ìû óæå íà÷àëè èññëåäîâàíèÿ âûðàçèòåëüíûõ
âîçìîæíîñòåé àëôàâèòîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ èçáåãàåìûõ ýêñïî-
íåíò. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæíî ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü â âèäå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.1. Âñÿêàÿ ýêñïîíåíòà, áîëüøàÿ 2, ÿâëÿåòñÿ
2-èçáåãàåìîé. Ýêñïîíåíòà 2 ÿâëÿåòñÿ 2-íåèçáåæíîé è 3-èçáå-
ãàåìîé.

Óïðàæíåíèå 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ
1-íåèçáåæíîé.

Óïðàæíåíèå 3.5.Ïóñòü ýêñïîíåíòà β n-èçáåãàåìà. Äîêàçàòü,
÷òî
1) β ÿâëÿåòñÿ (n+1)-èçáåãàåìîé;
2) ëþáàÿ ýêñïîíåíòà, áîëüøàÿ β , ÿâëÿåòñÿ n-èçáåãàåìîé.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà RT (n) , íà-
çûâàåìóþ ãðàíèöåé ïîâòîðÿåìîñòè (repetition threshold), ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

RT (n) = inf{β | β n-èçáåãàåìà}.
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Çàäà÷à îöåíêè âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé àëôàâèòîâ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ýêñïîíåíò ñâîäèòñÿ òåì ñàìûì ê âû÷èñëåíèþ ôóíê-
öèè RT (n) . Ìû óæå çíàåì, ÷òî RT (2) = 2 , à RT (1) íå îïðå-
äåëåíà (ìîæíî ïîëîæèòü RT (1) = ∞). Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà îêîëî òðèäöàòè ëåò íàçàä.

Ãèïîòåçà (Äåæàí, 1972). Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè RT (n)
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 2 3 4 5 6 . . . n . . .

∞ 2 7/4 7/5 5/4 6/5 . . . n/(n−1) . . .

Äåæàí äîêàçàëà ýòó ãèïîòåçó äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 . Âíà÷àëå
îíà ïîêàçàëà (ïåðåáîðîì), ÷òî âñÿêîå ñëîâî íàä òðåõáóêâåííûì
àëôàâèòîì äëèíû ≥ 39 ñîäåðæèò ïîäñëîâî ýêñïîíåíòû ≥ 7/4 ,
îòêóäà RT (3) ≥ 7/4 . Äàëåå, Äåæàí ïîñòðîèëà ìîðôèçì d ñî
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(i) åñëè lexp(W ) ≤ 7/4 , òî lexp(d(W )) ≤ 7/4 .
Âîò ýòîò ìîðôèçì:

d(a) = abcacbcabcbacbcacba,
d(b) = bcabacabcacbacabacb,
d(c) = cabcbabcabacbabcbac.

Ñâîéñòâî (i) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñëîâà dn(a) èìåþò ýêñïîíåíòó,
íå ïðåâûøàþùóþ 7/4 ; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ á�îëüøàÿ
ýêñïîíåíòà 3-èçáåãàåìà, à çíà÷èò, RT (3) = 7/4 .

Óïðàæíåíèå 3.6*. Äîêàçàòü ñâîéñòâî (i).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â 1984 ã. Ïàíñüå äîêàçàë ãèïîòåçó
Äåæàí äëÿ ÷åòûðåõáóêâåííîãî àëôàâèòà. Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî
ñëó÷àè n = 3 , n = 4 ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèÿìè èç îáùåãî ïðà-
âèëà ãèïîòåçû: RT (n) = n/(n−1) . Äîêàæåì, ÷òî ýòî íèæíÿÿ
îöåíêà äëÿ RT (n) .

Ïðåäëîæåíèå 3.1 (Äåæàí, 1972). RT (n) ≥ n/(n−1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ýêñïîíåíòà n/(n−1) ÿâëÿåò-
ñÿ n-íåèçáåæíîé. Âîçüìåì êàêîå-ëèáî ñëîâî U äëèíû n íàä
n-áóêâåííûì àëôàâèòîì. Åñëè â íåì íàéäóòñÿ äâå îäèíàêîâûå
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áóêâû U(i) è U(j) , òî ôðàãìåíò U(i . . . j) èìååò ïåðèîä (j−i) ,
à çíà÷èò,

lexp(U) ≥ exp(U(i . . . j)) ≥ j − i+ 1
j − i

≥ n

n− 1
.

Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî äëèíû n , â êîòîðîì õîòÿ áû äâå áóê-
âû ñîâïàäàþò, èìååò ëîêàëüíóþ ýêñïîíåíòó íå ìåíüøóþ, ÷åì
n/(n−1) . Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ñëîâî V äëèíû
n+2 íàä òåì æå àëôàâèòîì. Åñëè ó íåãî åñòü ïîäñëîâî äëèíû
n ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè áóêâàìè, òî lexp(V ) ≥ n/n−1 , êàê
äîêàçàíî âûøå. Åñëè æå òàêîãî ïîäñëîâà íåò, òî, ïîñêîëüêó
÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóêâ ðàâíî n , ïîëó÷àåì V (1) = V (n+1) è
V (2) = V (n+2) . Íî òîãäà V èìååò ïåðèîä n è

lexp(V ) ≥ exp(V ) ≥ (n+2)/n > n/(n−1) .

Èòàê, íèêàêîå ñëîâî äëèíû n+2 â n-áóêâåííîì àëôàâèòå íå
èçáåãàåò ýêñïîíåíòó n/(n−1) . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ýêñïîíåíòà
n-íåèçáåæíà.

Â ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Äåæàí â îáùåì ñëó÷àå íèêòî
íå ñîìíåâàåòñÿ, îäíàêî îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà äî ñèõ ïîð íåò.
Êðàñèâàÿ èäåÿ, ïðåäëîæåííàÿ Ïàíñüå, òàê è íå ïîëó÷èëà ñâîå-
ãî âîïëîùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå èç-çà çíà÷èòåëüíûõ òåõíè÷å-
ñêèõ òðóäíîñòåé. Îäíàêî ýòà èäåÿ çàñëóæèâàåò òîãî, ÷òîáû
ïðèâåñòè åå çäåñü.

×òîáû äîêàçàòü ãèïîòåçó Äåæàí äëÿ n-áóêâåííîãî àëôà-
âèòà Σ , äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íàä Σ ω -ñëîâî, ëîêàëüíàÿ ýêñ-
ïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà RT (n) = n/(n−1) . Åñëè òàêîå ω -ñëîâî
ñóùåñòâóåò, òî îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â ëþáîì
åãî ïîäñëîâå äëèíû n−1 âñå áóêâû ðàçëè÷íû, à â ëþáîì åãî
ïîäñëîâå äëèíû n ëèáî âñå áóêâû ðàçëè÷íû, ëèáî ïåðâàÿ
ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé. Ýòî ñâîéñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ýêñïîíåíòà ëþáîãî ïîäñëîâà íå ïðåâîñõîäèò RT (n)
ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòû.
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Âñÿêîìó ω -ñëîâó T íàä Σ , îáëàäàþùåìó ýòèì ñâîéñòâîì,
ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü � áèíàðíîå ω -ñëîâî H ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

H(k) = 0 , åñëè T(k) = T(k+n−1) ,
H(k) = 1 , åñëè T(k) 6= T(k+n−1) .

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ
áóêâ, ω -ñëîâî íàä Σ ñ ðàññìàòðèâàåìûì ñâîéñòâîì. Òåì ñàìûì
ñâîéñòâà ýòîãî ω -ñëîâà íàä Σ , â òîì ÷èñëå è åãî ëîêàëüíàÿ ýêñ-
ïîíåíòà, ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, îò ω -ñëîâ
íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâèòîì ìû ïåðåõîäèì ê ω -ñëîâàì íàä
áèíàðíûì àëôàâèòîì, èçó÷àòü êîòîðûå íåèçìåðèìî ïðîùå. À
äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Äåæàí ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìîðôèçìà
íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì òàêîãî, ÷òî ïîðîæäàåìîå èì ω -ñëîâî
è áóäåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ òðåáóåìû-
ìè ñâîéñòâàìè.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà îòìåòèì ëþáîïûòíûé ôàêò:
ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû RT (n) íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î
òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñàìà ýêñïîíåíòà RT (n) n-èçáåãàåìîé; îäíà-
êî åñëè ãèïîòåçà Äåæàí ñïðàâåäëèâà, ýòà ýêñïîíåíòà âñåãäà
n-íåèçáåæíà.

�8. Ìîðôèçìû, èçáåãàþùèå ýêñïîíåíòû

Ñêàæåì, ÷òî ìîðôèçì f èçáåãàåò ýêñïîíåíòó β , åñëè äëÿ
ëþáîãî U èç óñëîâèÿ ¾U èçáåãàåò β¿ ñëåäóåò, ÷òî f(U) èçáåãà-
åò β . ßñíî, ÷òî åñëè íàä Σ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé (ò. å. íå
îòîáðàæàþùèé Σ â ñåáÿ) ìîðôèçì, èçáåãàþùèé ýêñïîíåíòó β ,
òî β èçáåãàåìà â Σ . Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà èçáåãàåìî-
ñòè ýêñïîíåíò â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèëèñü èìåííî
ïî ýòîìó ïðèíöèïó. Ìîðôèçìû, èçáåãàþùèå çàäàííóþ ýêñïî-
íåíòó, èíòåðåñíû è ñàìè ïî ñåáå; ïðè ýòîì, áåçóñëîâíî, íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìîðôèçìû, èçáåãàþùèå ëþáóþ
ýêñïîíåíòó, ïðåâîñõîäÿùóþ RT (n) (ïðî íèõ ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ¾îíè èçáåãàþò âñå, ÷òî ìîæíî èçáåæàòü¿). Èìåííî òàêèì
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ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçì Òóý φ (ñì. �6), êàê ïîêàçûâàþò ïðèâîäèìûå
íèæå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü W ∈ A+ è exp(W ) > 1 . Òîãäà
exp(φ(W )) = exp(W ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p < |W | � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ñëî-
âà W . Òîãäà, î÷åâèäíî, ñëîâî φ(W ) èìååò ïåðèîä 2p ; çíà÷èò,
exp(φ(W )) ≥ exp(W ) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó φ(W ) åñòü òàêæå
ïåðèîä t < 2p . Ïóñòü ÷èñëî t � ÷åòíîå. Äëÿ ëþáîãî i (2i−1)-ÿ
áóêâà â φ(W ) ñîâïàäàåò ñ (2i+t−1)-é, à (2i)-ÿ ñîâïàäàåò ñ
(2i+t)-é. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(W (i)) = φ(W (i+ t

2)) , îòêóäà
W (i) = W (i+ t

2) ; ò. å. ñëîâî W èìååò ïåðèîä t
2 , ìåíüøèé p ;

ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ p . Ñëåäîâàòåëüíî, t � íå÷åò-
íîå. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî t = 1 íåâîçìîæíî ïî ëåììå 3.2, à
çíà÷èò, t ≥ 3 .

Ïðåäñòàâèì ñëîâî φ(W ) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ PQ , ãäå
|P | = t . Ïîêàæåì, ÷òî ñëîâî Q íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ aa è bb .
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Q ñîäåðæèò aa . Òîãäà íà t ïîçèöèé ëåâåå
â ñëîâå φ(W ) òàêæå íàõîäèòñÿ ïîäñëîâî aa (ïî îïðåäåëåíèþ
ïåðèîäà). Òàê êàê t � íå÷åòíî, òî îäíî èç ýòèõ ïîäñëîâ íà÷è-
íàåòñÿ â φ(W ) ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 3.2.

Èòàê, Q ñîñòîèò èç ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðâàÿ è (2p−t+1)-ÿ áóêâû ñëîâà Q ðàçëè÷íû. Íî ýòè äâå
áóêâû ñóòü (t+1)-ÿ è (2p+1)-ÿ áóêâû ñëîâà φ(W ) , êîòîðûå ïî
îïðåäåëåíèþ ïåðèîäà ñîâïàäàþò ñ ïåðâîé áóêâîé ýòîãî ñëîâà, à
çíà÷èò, è ìåæäó ñîáîé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî ó ñëîâà φ(W ) íåò ïåðèîäîâ, ìåíüøèõ 2p , îòêóäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü W ∈ A+ è lexp(W ) ≥ 2 . Òîãäà
lexp(φ(W )) = lexp(W ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lexp(W ) = β . Èç îïðåäåëåíèé ìîð-
ôèçìà φ è ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòû î÷åâèäíî ñëåäóåò íåðàâåí-
ñòâî lexp(φ(W )) ≥ β . Äîêàæåì, ÷òî ïðè β ≥ 2 ñïðàâåäëèâî è
ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.

40



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî íàðóøà-
åòñÿ; âûáåðåì W òàêîå, ÷òî lexp(φ(W )) > lexp(W ) = β ≥ 2 .
Ïóñòü V � ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäñëîâî â φ(W )
òàêîå, ÷òî exp(V ) > β . Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñ-
ïîëîæåíèÿ V â ñëîâå φ(W ) . ×åðåç V ′ ïðè ýòîì áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìàêñèìàëüíîå ïîäñëîâî ñëîâà V , íà÷èíàþùååñÿ â φ(W )
ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè è çàêàí÷èâàþùååñÿ íà ÷åòíîé (ò. å. ÿâëÿ-
þùååñÿ ïðîèçâåäåíèåì áëîêîâ âèäà ab , ba).

Åñëè V = V ′ , òî ñëîâî φ−1(V ) ñóùåñòâóåò è ñîäåðæèòñÿ
â W . Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2 ýêñïîíåíòà ïîñëåäíåãî ñëîâà ðàâíà
ýêñïîíåíòå V , ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì lexp(W ) = β .

Ïóñòü V = V ′c , ãäå c � áóêâà, è p = per(V ) . Ïîñêîëü-
êó V ′ = φ(Z) äëÿ íåêîòîðîãî ïîäñëîâà Z ñëîâà W (ëåììà
3.2), òî èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî exp(V ′) ≤ β . Îòñþäà
exp(V ) > exp(V ′) è, çíà÷èò, p = per(V ) = per(V ′) , ïðè÷åì
ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ñëîâà V ′ ÷åòíûé ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2.
Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî V c = V ′cc íå èìååò ïåðèîäà p , òàê
êàê ñëîâî V ′ íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäñëîâî cc , íà÷èíàþùååñÿ
ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè (ëåììà 3.2). Òîãäà ñëîâî V d , ãäå d �
áóêâà, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ c , èìååò ïåðèîä p . Ñëåäîâàòåëüíî,
exp(V d) > exp(V ) ; îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî V d ≤ φ(W ) . Ïðîòè-
âîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ V .

Ñëó÷àé V = c V ′ (c ∈ A) ñèììåòðè÷åí òîëüêî ÷òî ðàçî-
áðàííîìó. Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå (V = c V ′d) çàìåòèì, ÷òî ïàðà
óñëîâèé exp(V ) > exp(V ′) è exp(V ) > 2 îáåñïå÷èâàåò ñîâïà-
äåíèå ìèíèìàëüíûõ ïåðèîäîâ ñëîâ V è V ′ . Äàëåå ïðîâîäèì
òî æå ðàññóæäåíèå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Òåì ñàìûì
äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ çàâåðøåíî.

Â ãë. 4 ìû åùå âåðíåìñÿ ê ìîðôèçìó Òóý è äîêàæåì óäè-
âèòåëüíûé ðåçóëüòàò: ìîðôèçì Òóý � åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è ïåðåèìåíîâàíèÿ áóêâ) ìîðôèçì
íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì, èçáåãàþùèé âñå 2-èçáåãàåìûå ýêñïî-
íåíòû.

À òåïåðü ïåðåéäåì ê àëôàâèòàì áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Åùå
Òóý äîêàçàë óäîáíûé àëãîðèòìè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè
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òîãî, ÷òî çàäàííûé ìîðôèçì èçáåãàåò ýêñïîíåíòó 2.

Òåîðåìà 3.5 (Òóý, 1912). Ïóñòü f : Σ+ → Σ+ � ìîðôèçì,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) åñëè |W | ≤ 3 è lexp(W ) < 2 , òî lexp(f(W )) < 2 ;
(2) åñëè a, b ∈ Σ è f(a) � ïîäñëîâî â f(b) , òî a = b .
Òîãäà f èçáåãàåò ýêñïîíåíòó 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü ìîðôèçì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1),(2)
òåîðåìû 3.5, a ∈ Σ , W ∈ Σ+ , W = c1 . . . cn , f(ci) = Ci . Òîãäà
åñëè f(W ) = Xf(a)Y , òî äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíÿåòñÿ a = ci ,
X = C1 . . . Ci−1 , Y = Ci+1 . . . Cn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ
ïîäñëîâà f(a) â ñëîâå f(W ) = C1 . . . Cn . Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2),
f(a) íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì ïîäñëîâîì íèêàêîãî áëîêà Ci
è íå ìîæåò ñîäåðæàòü íèêàêîé áëîê Ci â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî
ïîäñëîâà. Òàêèì îáðàçîì, f(a) ëèáî ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì
áëîêîì Ci , ëèáî ïåðåñåêàåò äâà ñîñåäíèõ áëîêà Ci è Ci+1 .
Ïîêàçàâ, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ìû è äîêàæåì ëåììó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(a) ïåðåñåêàåò äâà ñîñåäíèõ áëîêà, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà Ci = PQ , f(a) = QR , Ci+1 = RS ,
ãäå P,Q,R, S 6= λ .

f(a)

f(W ) = P Q R S

Ci Ci+1

Ðàññìîòðèì ñëîâî f(cia) = PQQR . Ïî óñëîâèþ (1)
lexp(cia) ≥ 2 , ò. å. ci = a . Àíàëîãè÷íî a = ci+1 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ci = ci+1 . Òîãäà ïîëó÷àåì |P | = |R| (ïîñêîëüêó PQ = QR),
à çíà÷èò, P = R (ïîñêîëüêó PQ = RS ). Â èòîãå PQ = QP ,
îòêóäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1, PQ = Zn äëÿ íåêîòîðîãî
ñëîâà Z è íåêîòîðîãî n > 1 . Òàêèì îáðàçîì, lexp(f(ci)) ≥ 2 ,
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (1). Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìèíè-
ìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà. Ïóñòü W � êðàò÷àéøåå áåñêâàäðàò-
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íîå ñëîâî íàä Σ òàêîå, ÷òî lexp(f(W )) ≥ 2 . Òîãäà äëÿ íåêîòî-
ðîãî íåïóñòîãî Y è ïîäõîäÿùèõ (âîçìîæíî, ïóñòûõ) X è Z
âûïîëíÿåòñÿ f(W ) = XY Y Z . Ïóñòü W = c1 . . . cn (n ≥ 4
ñîãëàñíî óñëîâèþ (1)) è ñîîòâåòñòâåííî f(W ) = C1 . . . Cn .
Çàìåòèì, ÷òî C1 íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïðåôèêñîì X : â ýòîì
ñëó÷àå ìû ìîãëè áû îòáðîñèòü ïåðâóþ áóêâó â W è ïîëó-
÷èòü áîëåå êîðîòêèé êîíòðïðèìåð. Ñëåäîâàòåëüíî, X ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ïðåôèêñîì C1 ; ïîëîæèì C1 = XC ′1 . Àíàëîãè÷íî
Cn = C ′nZ . Òîãäà

Y = C ′1C2 . . . Ci−1C
′
i = C ′′i Ci+1 . . . C

′
n,

ãäå Ci = C ′iC
′′
i , ïðè÷åì C ′′i 6= λ . Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïèñàííîì

íàìè ïðåäñòàâëåíèè òðè áëîêà � ïåðâûé, i-é è ïîñëåäíèé �
ìîãóò îêàçàòüñÿ ¾ðàçäðîáëåííûìè¿. Íî ïîñêîëüêó n ≥ 4 , èìå-
åòñÿ áëîê, öåëèêîì ðàñïîëîæåííûé âíóòðè Y . Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ïóñòü ýòî áëîê C2 . Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñàìîå ëåâîå
âõîæäåíèå ïîäñëîâà f(c2) â Y (ïîñêîëüêó W � áåñêâàäðàòíîå,
c1 6= c2 ; ñëåäîâàòåëüíî, f(c1c2) íå ñîäåðæèò äðóãèõ âõîæäåíèé
f(c2) ïî ëåììå 3.3). Ðàññìîòðèì ñàìîå ëåâîå âõîæäåíèå ïîäñëî-
âà f(c2) âî âòîðîé ¾ýêçåìïëÿð¿ Y . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî
áëîê Ci+1 . Â ñàìîì äåëå, ýòî íåêîòîðûé áëîê Cj ïî ëåììå 3.3;
åñëè îí ðàñïîëîæåí ïðàâåå, ÷åì Ci+1 , òî C

′′
i Ci+1 åñòü ïîäñëîâî

â C ′1 ; ïîñêîëüêó C ′′i 6= λ , Ci+1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäñëî-
âîì C1 , ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (2). Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
C2 = Ci+1 è C ′1 = C ′′i . Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (2), òåïåðü ëåãêî
ïîëó÷àåì, ÷òî 

C ′1 = C ′′i ,
C2 = Ci+1,
C3 = Ci+2,

. . .
Ci−1 = Cn−1,
C ′i = C ′n.

(3.1)

Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, n = 2i − 1 . Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîâî
f(c1cicn) = XC ′1C

′
iC
′′
i C
′
nZ . Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó X è

Z íàõîäèòñÿ êâàäðàò ñëîâà C ′1C
′
i ; ñîãëàñíî óñëîâèþ (1) ëåâàÿ
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÷àñòü òàêæå ñîäåðæèò êâàäðàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî c1 = ci
èëè ci = cn . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
c1 = ci . Òîãäà èç (3.1) è óñëîâèÿ (2) ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
c1 . . . ci−1 = ci . . . cn−1 . Ïðîòèâîðå÷èå ñ áåñêâàäðàòíîñòüþ W .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

�9. Îòíîøåíèå èçáåãàåìîñòè

Ñåé÷àñ ìû äàäèì îñíîâíîå îïðåäåëåíèå â òåîðèè èçáåãàåìî-
ñòè. Ïóñòü Σ è ∆ � äâà àëôàâèòà (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ).
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëîâî U ∈ Σ+ èçáåãàåò ñëîâî V ∈ ∆+ , åñëè U íå
ñîäåðæèò ïîäñëîâ âèäà h(V ) , ãäå h : Σ+ → ∆+ � íåêîòîðûé
ìîðôèçì.

Çàìå÷àíèå 3.2. h(V ) = h(V (1))h(V (2)) . . . h(V (k)) , ãäå
k = |V | . Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî h(V ) ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê V ïîäñòàíîâêè ôèêñèðîâàííûõ ñëîâ
èç Σ+ âìåñòî áóêâ èç ∆ .

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ââåäåííûìè ðàíåå: òàê,
íàïðèìåð, ñëîâî U èçáåãàåò öåëî÷èñëåííóþ ýêñïîíåíòó k òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U èçáåãàåò ñëîâî xk . Îäíàêî î÷å-
âèäíî, ÷òî ñâîéñòâî èçáåãàòü íåêîòîðîå ñëîâî äàëåêî íå âñåãäà
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñâîéñòâî ¾èçáåãàòü ýêñïîíåíòó¿, à ñâîé-
ñòâî èçáåãàòü ýêñïîíåíòó � ÷åðåç êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñâîéñòâ
¾èçáåãàòü ñëîâî¿.

Óïðàæíåíèå 3.7. Äîêàçàòü, ÷òî ñëîâî U ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
áåñêóáíûì (ò. å. èçáåãàåò ëþáóþ ýêñïîíåíòó, áîëüøóþ äâóõ)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U èçáåãàåò ñëîâà x3 è xyxyx .

Ïðèâîäèìàÿ íèæå ëåììà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îñíîâíîãî
îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü ñëîâî U èçáåãàåò ñëîâî V . Òîãäà
(1) U èçáåãàåò ñëîâî PV Q äëÿ ëþáûõ P,Q ;
(2) U èçáåãàåò ñëîâî h(V ) äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà h ;
(3) ëþáîå ïîäñëîâî U èçáåãàåò V .

Óïðàæíåíèå 3.8. Äîêàçàòü ëåììó 3.4.
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Íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åùå
íåñêîëüêî òåðìèíîâ. Ñëîâî âèäà h(V ) , ãäå h � ìîðôèçì, íà-
çûâàþò ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ñëîâà V . Êðîìå òîãî, ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî U èçîìîðôíî ñëîâó V , åñëè U ìîæíî
ïîëó÷èòü èç V ïåðåèìåíîâàíèåì áóêâ (ò. å. åñëè U ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì V ïðè èçîìîðôèçìå). Ñëîâà èç ∆+ ìû áóäåì èíîãäà
íàçûâàòü øàáëîíàìè.

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ
íà ìíîæåñòâà ñëîâ, ò. å. ÿçûêè. Ãîâîðÿò, ÷òî ÿçûê L ⊆ Σ+

èçáåãàåò ÿçûê Λ ⊆ ∆+ , åñëè âñÿêîå ñëîâî U ∈ L èçáåãàåò âñå
ñëîâà V ∈ Λ . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ÿçûê L èçáåãàåò
ÿçûê Λ , òî L ìîæíî äîïîëíèòü äî ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ èç
Σ+ , èçáåãàþùèõ âñå ñëîâà èç Λ . Â ñâîþ î÷åðåäü, Λ ìîæíî
äîïîëíèòü äî ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ èç ∆+ , èçáåãàåìûõ âñåìè
ñëîâàìè èç L . Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èìåííî òàêèì ¾ìàê-
ñèìàëüíûì¿ ÿçûêàì.

Äàäèì íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ îïðåäåëåíèé èç óíèâåðñàëü-
íîé àëãåáðû. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îïåðàòîð f
íà ìíîæåñòâå 2M ïîäìíîæåñòâ èç M íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
çàìûêàíèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ I, I1, I2 ∈ 2M îí óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

I ⊆ f(I) (âîçðàñòàíèå),
(I1 ⊆ I2) =⇒ (f(I1) ⊆ f(I2)) (ìîíîòîííîñòü),
f(f(I)) = f(I) (èäåìïîòåíòíîñòü).

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå 2M çàäàí îïåðàòîð çàìûêàíèÿ f .
Çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî I èç 2M ,
äëÿ êîòîðîãî f(I) = I . Ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî
äàííîãî îïåðàòîðà ïîäìíîæåñòâ èç 2M íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé

çàìûêàíèé íà ìíîæåñòâå M .

Âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ àëôàâèòà Σ è ∆ è ðàññìîòðèì
áèíàðíîå îòíîøåíèå π ⊆ Σ+×∆+ , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð ñëîâ
(U, V ) òàêèõ, ÷òî U èçáåãàåò V . Ìû áóäåì íàçûâàòü π îòíîøå-
íèåì èçáåãàåìîñòè. Îòíîøåíèþ òàêîãî âèäà ìîæíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ ïîëÿð-
íîñòÿìè îòíîøåíèÿ π . Îäíà èç ïîëÿðíîñòåé, îáîçíà÷àåìàÿ → ,
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îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî ÿçûêîâ íàä Σ âî ìíîæåñòâî ÿçûêîâ íàä
∆ , à äðóãàÿ (← ) � ìíîæåñòâî ÿçûêîâ íàä ∆ âî ìíîæåñòâî
ÿçûêîâ íàä Σ . Äëÿ L⊆Σ+ , Λ⊆∆+ ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

L→ = {X | ∀U∈L (U,X) ∈ π},
Λ← = {U | ∀X∈Λ (U,X) ∈ π}.

ßçûêè L→ è Λ← íàçûâàþòñÿ ïîëÿðàìè ÿçûêîâ L è Λ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Óïðàæíåíèå 3.9. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè →← è ←→ ÿâëÿ-
þòñÿ îïåðàòîðàìè çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâàõ Σ+ è ∆+ ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îïåðàòîðàì ñèñòå-
ìû çàìûêàíèé ñîñòîÿò â òî÷íîñòè èç ïîëÿðîâ ÿçûêîâ íàä ∆
(ñîîòâåòñòâåííî íàä Σ).

Áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè çàìêíóòûõ ÿçûêîâ íàä Σ è
∆ , îïðåäåëÿåìàÿ ïîëÿðíîñòÿìè, íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì

Ãàëóà ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ ñëîâ èç Σ+ , èçáåãàþùèõ çàäàííûé ÿçûê Λ⊆∆+ , ñîñòàâëÿ-
åò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Λ←⊆Σ+ , à ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ èç
∆+ , èçáåãàåìûõ çàäàííûì ÿçûêîì L⊆Σ+ , ñîñòàâëÿåò çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî L→⊆∆+ . Èòàê, äàííîå ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà
ñîäåðæèò îòâåòû íà âñå âîïðîñû òèïà ¾÷òî èçáåãàåò ÷òî?¿. Ñëå-
äóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî çàìêíóòûå ïîäìíîæå-
ñòâà ñîñòàâëÿþò õîðîøî èçâåñòíûé â òåîðèè ïîëóãðóïï êëàññ
ïîäìíîæåñòâ.

Ïîäìíîæåñòâî I ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè
äëÿ ëþáûõ x ∈ I , a, b ∈ S ýëåìåíò axb ïðèíàäëåæèò I . (Ýòî
óñëîâèå îáû÷íî çàïèñûâàþò êðàòêî â âèäå SIS ⊆ I .) Îòìåòèì,
÷òî èäåàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîäïîëóãðóïï
â S . Èäåàë I íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî x ∈ I è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà h : S → S ýëåìåíò
h(x) ïðèíàäëåæèò I .

Ïðåäëîæåíèå 3.4.

(1) ßçûê Λ ⊆ ∆+ çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûì èäåàëîì ïîëóãðóïïû ∆+ .
(2) ßçûê L ⊆ Σ+ çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Σ+\L
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûì èäåàëîì ïîëóãðóïïû Σ+ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèñòåìà çàìûêà-
íèé íà ∆+ ñîñòîèò èç ïîëÿðîâ ÿçûêîâ íàä Σ . Òàêèì îáðàçîì,
Λ=L→ äëÿ íåêîòîðîãî L⊆Σ+ . Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî
èç Λ . Âñÿêîå ñëîâî èç L èçáåãàåò X è ïî ëåììå 3.4 èçáåãàåò
âñå åãî ãîìîìîðôíûå îáðàçû è âñå ñëîâà, åãî ñîäåðæàùèå. Ïî
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè → âñÿêîå ñëîâî èç ∆+ , ñîäåðæàùåå X
èëè ÿâëÿþùååñÿ åãî ãîìîìîðôíûì îáðàçîì, ïðèíàäëåæèò Λ .
Èòàê, Λ � âïîëíå èíâàðèàíòíûé èäåàë ïî îïðåäåëåíèþ.

(2) Òàê êàê ñèñòåìà çàìûêàíèé íà Σ+ ñîñòîèò èç ïîëÿðîâ
ÿçûêîâ íàä ∆ , èìååì L=Λ← äëÿ íåêîòîðîãî Λ∈∆+ . Ïóñòü
U∈Σ+\L . Â ýòîì ñëó÷àå

U = Ph(X)Q,

ãäå P,Q∈Σ∗ è h : ∆+→Σ+ � ãîìîìîðôèçì. Âñÿêîå ñëîâî,
ñîäåðæàùåå U , î÷åâèäíî ñîäåðæèò h(X) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèíàäëåæèò Σ+\L . Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì
ïîëóãðóïïû Σ+ â ñåáÿ. Òîãäà ñëîâî f(U) ñîäåðæèò fh(X) è
òàêæå ïðèíàäëåæèò Σ+\L , ïîñêîëüêó fh ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Σ+\L � âïîëíå èíâàðèàíòíûé
èäåàë ïî îïðåäåëåíèþ.

�10. Èçáåãàåìûå è íåèçáåæíûå ñëîâà.

Ñëîâà Çèìèíà

Ñëîâî V íàçûâàåòñÿ n-èçáåãàåìûì, åñëè â àëôàâèòå èç n
ñèìâîëîâ íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëîâ, èçáåãàþùèõ V ; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå V íàçûâàåòñÿ n-íåèçáåæíûì. Èçáåãàåìûì
íàçûâàåòñÿ ñëîâî, n-èçáåãàåìîå äëÿ íåêîòîðîãî n , à íåèçáåæ-

íûì � ñëîâî, n-íåèçáåæíîå ïðè âñåõ n .
Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëîâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâà-

þòñÿ íà êëàññû: äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 ìîæíî ðàññìîòðåòü
êëàññ n-èçáåãàåìûõ, íî (n−1)-íåèçáåæíûõ ñëîâ; ê óêàçàí-
íûì êëàññàì äîáàâëÿåòñÿ åùå êëàññ íåèçáåæíûõ ñëîâ. Ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà óñèëèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ, ïî-
ïðåæíåìó íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè îáùèé àëãîðèòì, ïîçâî-
ëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó îïðåäåëèòü, â êàêîé êëàññ
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îíî ïîïàäàåò. Áîëåå òîãî, ëèøü ïðî ÷åòûðå êëàññà èçâåñòíî,
÷òî îíè íåïóñòû: ýòî êëàññ 2-èçáåãàåìûõ ñëîâ (ñîäåðæèò x3 ),
êëàññ 3-èçáåãàåìûõ 2-íåèçáåæíûõ ñëîâ (ñîäåðæèò x2 ), êëàññ
4-èçáåãàåìûõ 3-íåèçáåæíûõ ñëîâ (èçâåñòíûé ïðèìåð, ïðèâå-
äåííûé â [1], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîâî äëèíû 14 íàä ñåìèáóê-
âåííûì àëôàâèòîì) è êëàññ íåèçáåæíûõ ñëîâ (ñîäåðæèò x).
Òåì íå ìåíåå ïî ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó ìîæíî îïðåäåëèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè îíî èçáåãàåìûì èëè íåèçáåæíûì; â ñëåäóþùåì ïà-
ðàãðàôå ìû óêàæåì öåëûõ äâà àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿåìûõ
óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíûõ íåèçáåæíîñòè ñëîâà.

Îäíî èç òàêèõ óñëîâèé ñâÿçàíî ñ ¾ìàêñèìàëüíûìè¿ íåèç-
áåæíûìè ñëîâàìè � ñëîâàìè Çèìèíà, ñ êîòîðûìè ìû è ïîçíà-
êîìèìñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå. Íà÷íåì ìû ñ ïðîñòîãî ïðåäëîæå-
íèÿ, ¾ïîäñêàçàâøåãî¿ êîíñòðóêöèþ ñëîâ Çèìèíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ñëîâî xyx íåèçáåæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé àëôà-
âèò Σ è ïóñòü n = |Σ| . Âñÿêîå ñëîâî U ∈ Σ+ äëèíû íå
ìåíüøåé, ÷åì 2n+1 , ñîäåðæèò ïîäñëîâî âèäà cV c , ãäå c �
áóêâà, à V � íåïóñòîå ñëîâî. Íî òîãäà cV c = h(xyx) äëÿ
ìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(x) = c , h(y) = V . Òàêèì îáðàçîì,
U íå èçáåãàåò xyx ïî îïðåäåëåíèþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ñëîâà
íàä Σ , èçáåãàþùèå xyx , èìåþò äëèíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2n , à
òàêèõ ñëîâ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî. Èòàê, ñëîâî xyx n-íåèçáåæíî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n .

Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ñåðèþ ñëîâ íàä ñ÷åòíûì àëôàâèòîì
∆ = {x1, x2, . . . , xn, . . .} . (Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàæäîå ñëîâî â
ñåðèè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì íàä íåêî-
òîðûì êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì èç ∆ ; âñÿ æå ñåðèÿ öåëèêîì
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ëèøü íàä áåñêîíå÷íûì àëôàâèòîì.)

Z1 = x1,
Z2 = x1x2x1,
. . .
Zn+1 = Znxn+1Zn,
. . .
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Ñëîâà Zn íàçûâàþòñÿ ñëîâàìè Çèìèíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ñëîâà Çèìèíà íåèçáåæíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Áàçà
èíäóêöèè î÷åâèäíà: ëþáîå ñëîâî íàä ëþáûì àëôàâèòîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ñëîâà Z1 = x1 . (Áîëåå òîãî, â
ïðåäëîæåíèè 3.5 ìû äîêàçàëè, ÷òî ñëîâî Z2 íåèçáåæíî.) Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñëîâî Zn íåèçáåæíî è äîêàæåì íåèçáåæíîñòü
Zn+1 .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé àëôàâèò Σ . Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ñëîâ íàä Σ , èçáåãàþùèõ Zn . Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà
m , ÷òî âñÿêîå ñëîâî íàä Σ , äëèíà êîòîðîãî íå ìåíüøå m ,
ñîäåðæèò ïîäñëîâî h(Zn) äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà h .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî H âñåõ ìîðôèçìîâ èç
{x1, . . . , xn}+ â Σ+ òàêèõ, ÷òî îáðàç ëþáîé áóêâû èìååò äëè-
íó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ m . Ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî, îáîçíà÷èì
÷åðåç k åãî ìîùíîñòü.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íàä Σ äëèíû (k + 1)(m + 1)
è ðàçîáüåì åãî íà áëîêè äëèíû m , îñòàâëÿÿ ìåæäó ñîñåäíèìè
áëîêàìè ïðîìåæóòîê â îäèí ñèìâîë.

h(Zn) h(Zn)

. . . . . . . . .
0 m k(m+1)(k+1)(m+1)

Êàæäûé áëîê ñîäåðæèò îáðàç ñëîâà Zn ïðè íåêîòîðîì
ìîðôèçìå hi ∈ H . Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî áëîêîâ ïðåâîñõî-
äèò k , õîòÿ áû äâà áëîêà ñîäåðæàò îáðàçû Zn ïðè îäíîì è
òîì æå ìîðôèçìå h . Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå ñëî-
âî ñîäåðæèò ïîäñëîâî h(Zn)V h(Zn) , ãäå V 6= λ . Îïðåäåëèì
ìîðôèçì f : {x1, . . . , xn, xn+1}+ → Σ+ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(xi) = h(xi) äëÿ âñåõ x = 1, . . . , n , f(xn+1) = V . Òîãäà
f(Zn+1) = h(Zn)V h(Zn) .

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå ñëîâî íàä Σ äëèíû
(m+ 1)(k+ 1) ñîäåðæèò îáðàç ñëîâà Zn+1 ïðè íåêîòîðîì ìîð-
ôèçìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî Zn+1 |Σ|-íåèçáåæíî. Ïîñêîëüêó
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àëôàâèò Σ � ïðîèçâîëüíûé, ñëîâî Zn+1 íåèçáåæíî. Øàã èí-
äóêöèè äîêàçàí.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñëîâ
Çèìèíà, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.7.

1) |Zn|=2n − 1 ;
2) âñÿêàÿ áóêâà, ðàñïîëîæåííàÿ â ñëîâå Zn íà íå÷åòíîé ïîçè-
öèè, ðàâíà x1 , à âñÿêàÿ áóêâà, ðàñïîëîæåííàÿ â Zn íà ÷åòíîé
ïîçèöèè, íå ðàâíà x1 ;
3) Zn+1 = h(Zn) , ãäå h � ìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè
h(x1) = Z2 , h(xi) = xi+1 äëÿ âñåõ i ≥ 2 ;
4) åñëè â ñëîâå Zn ñòåðåòü âñå âõîæäåíèÿ áóêâû x1 , òî ïîëó-
÷èòñÿ ñëîâî, èçîìîðôíîå Zn−1 ;
5) åñëè ñëîâî Zn ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäñëîâîì ñëîâà
V ∈ {x1, . . . , xn}+ , òî lexp(V ) ≥ 2 è V ÿâëÿåòñÿ 3-èçáåãàåìûì.

Óïðàæíåíèå 3.10. Äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 3.7.

�11. Ñâÿçêè è ñòèðàíèÿ. Òåîðåìà

Áèíà � Ýðåíôîéõòà � Ìàêíàëòè � Çèìèíà

Ïóñòü U � íåêîòîðîå ñëîâî, Σ = alph(U) � êîíå÷íûé
àëôàâèò. Ïàðó ìíîæåñòâ (B,C) , ãäå B,C ⊆ Σ , áóäåì íàçûâàòü
ñâÿçêîé (îòíîñèòåëüíî U), åñëè äëÿ ëþáîãî äâóõáóêâåííîãî
ïîäñëîâà xy èç U áóêâà x ïðèíàäëåæèò B òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà y ïðèíàäëåæèò C .

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå òðåáóåò ïîÿñíåíèé; ïðîèëëþñòðè-
ðóåì åãî ïðè ïîìîùè ãðàôîâ. Ñîïîñòàâèì ñëîâó U åãî ãðàô

ñìåæíîñòè. Ýòî äâóäîëüíûé ãðàô, êàæäàÿ äîëÿ êîòîðîãî ïðî-
èíäåêñèðîâàíà ìíîæåñòâîì Σ . Âåðøèíà x èç ëåâîé äîëè ñî-
åäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ âåðøèíîé y èç ïðàâîé äîëè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â U åñòü ïîäñëîâî xy .

Ïðèìåð 3.1. Íà ðèñ. 4, à ïðèâåäåí ãðàô ñìåæíîñòè äëÿ ñëîâà
U = xyxzzyxz , à íà ðèñ. 4, á � ãðàô ñìåæíîñòè äëÿ ñëîâà
Çèìèíà Zn .
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à á

Ðèñ. 4. Ãðàôû ñìåæíîñòè

Óïðàæíåíèå 3.11. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (B,C) ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-
êîé îòíîñèòåëüíî U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
îáúåäèíåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå ñìåæíîñòè ñëîâà
U ìíîæåñòâî B åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ âåðøèí, à C �
ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâûõ âåðøèí.

Óïðàæíåíèå 3.12. Íàéäèòå âñå ñâÿçêè äëÿ ñëîâ, ãðàôû
ñìåæíîñòè êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.

Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ Σ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì (îòíîñèòåëü-

íî U), åñëè A ⊆ B\C äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçêè (B,C) . Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî áóêâ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îòíîñèòåëüíî U
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ýëåìåíòû íå âñòðå÷àþòñÿ â U
ðÿäîì.

Ïðèìåð 3.2. Îòíîñèòåëüíî ñëîâà U = xyxzzyxz ñâîáîäíû
ìíîæåñòâà {x} è {y} ; îòíîñèòåëüíî ñëîâà Zn ñâîáîäíû ìíî-
æåñòâî {x1} è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç {x2, . . . , xn} .

Íàçîâåì ñòèðàíèåì ìíîæåñòâà A ñëåäóþùåå ïðåîáðàçî-
âàíèå ñëîâà U : èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ ñëîâà U óäàëÿþò-
ñÿ âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A . Ïîëó÷åííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòü è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñòèðàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå σA . Ñòèðàíèå ìíîæå-
ñòâà A â ñëîâå U áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûì, åñëè A ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíûì îòíîñèòåëüíî U . Ðåçóëüòàò ñòèðàíèÿ ìíîæåñòâà A
â ñëîâå U áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç UA .

Ïðèìåð 3.3. Ìíîæåñòâî {x1} ñâîáîäíî â Zn ; ñëîâî (Zn){x1}
èçîìîðôíî Zn−1 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σA1 , . . . , σAk
ñòèðàíèé â ñëîâå U áó-

äåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé, åñëè
ìíîæåñòâî A1 ñâîáîäíî â U , ìíîæåñòâî A2 ñâîáîäíî â UA1 è
ò. ä.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.6 (Áèí, Ýðåíôîéõò, Ìàêíàëòè, Çèìèí, 1979�1982).
Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, n = |alph(U)| . Òîãäà ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ñëîâî U íåèçáåæíî;
2) ñëîâî Çèìèíà Zn íå èçáåãàåò U;
3) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé â U ,
ðåçóëüòàò êîòîðîé åñòü îäíîáóêâåííîå ñëîâî.

Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäëîæåííîå Ì. Â. Ñàïèðîì
â [19]. Ýêâèâàëåíòíîñòü äàííûõ óñëîâèé áóäåì äîêàçûâàòü ïî
öèêëó 1 ⇒ 3 ⇒ 2 ⇒ 1 . Èìïëèêàöèÿ 2 ⇒ 1 î÷åâèäíà. Â ñàìîì
äåëå, åñëè ñëîâî U � èçáåãàåìî, à Zn ñîäåðæèò ïîäñëîâî h(U)
äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà h , òî ïî ëåììå 3.4 èçáåãàåìî è ñëîâî
Zn , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 3.6; çíà÷èò, U íåèçáåæíî.

Äâå îñòàâøèåñÿ èìïëèêàöèè íåòðèâèàëüíû. Ìû íà÷íåì ñ
áîëåå ïðîñòîé èç íèõ, èìïëèêàöèè 3 ⇒ 2 . Ïðîèëëþñòðèðî-
âàòü ýòó èìïëèêàöèþ äîñòàòî÷íî ëåãêî. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé ó íàñ ïîëó÷èëîñü îäíîáóê-
âåííîå ñëîâî x , èçîìîðôíîå Z1 . Åñëè íà ïîñëåäíåì øàãå ìû
ñòåðëè áóêâó y , òî ñàìîå äëèííîå ñëîâî, êîòîðîå ó íàñ ìîãëî
áûòü ïåðåä ïîñëåäíèì øàãîì, åñòü yxy , èçîìîðôíîå Z2 . Àíà-
ëîãè÷íî åñëè ïåðåä ýòèì ìû ñòåðëè áóêâó z , òî ó íàñ áûëî
¾íå áîëüøå¿ ÷åì Z3 . Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ñëîâî áûëî ¾íå
áîëüøå¿ ÷åì Zn . Âñå æå íóæíî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé
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ãîìîìîðôíûé îáðàç êàæäîãî ñëîâà, âñòðåòèâøåãîñÿ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñòèðàíèé, ñîðäåðæèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì Zk .

3⇒ 2 . Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, a � áóêâà, íå âõîäÿ-
ùàÿ â U . Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëîâà, ïîëó÷à-
åìûå ¾íàñûùåíèåì¿ ñëîâà U ïðè ïîìîùè áóêâû a :

0[U, a]0 = U(1)aU(2)a . . . aU(|U |),
1[U, a]0 = aU(1)aU(2)a . . . aU(|U |),
0[U, a]1 = U(1)aU(2)a . . . aU(|U |)a,
1[U, a]1 = aU(1)aU(2)a . . . aU(|U |)a.

Çàìåòèì, ÷òî 1[Zk, a]1 èçîìîðôíî Zk+1 ; áîëåå òîãî, åñëè V �
ïîäñëîâî â Zk , α, β ∈ {0, 1} , òî α[Zk, a]β èçîìîðôíî ïîäñëîâó
â Zk+1 .

Ïóñòü A � ñâîáîäíîå ïîäìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî U , ïàðà
(B,C) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçêà è ïóñòü h � ãîìîìîðôèçì,
îïðåäåëåííûé íà (alph(U)\A)+ . Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì h∗

íà (alph(U))+ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h∗(x) =


a, x ∈ A,

0[h(x), a]0, x ∈ C\B,
0[h(x), a]1, x ∈ B ∩ C,
1[h(x), a]1, x ∈ B\(A ∪ C),
1[h(x), a]0, x ∈ alph(U)\(B ∪ C).

Äîêàæåì, ÷òî h∗(U) = α[h(UA), a]β . Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî íà ñòûêå h∗ -îáðàçîâ äâóõ áóêâ èç U âñåãäà áóäåò
ðîâíî îäíà áóêâà a . Ïî îïðåäåëåíèþ ñâÿçêè è ñâîáîäíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà â ñëîâå U
� çà áóêâîé èç B (ò. å. èç A , B ∩ C èëè B\(A ∪ C)) ñëåäóåò
áóêâà èç C ;
� çà áóêâîé íå èç B (ò. å. èç C\B èëè alph(U)\(B∪C)) ñëåäóåò
áóêâà íå èç C .
Òðåáóåìîå óñëîâèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ h∗ .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè h(UA) ñîäåðæèòñÿ â Zk , òî h∗(U)
ñîäåðæèòñÿ â Zk+1 . Ïîñêîëüêó îäíîáóêâåííîå ñëîâî � ðå-
çóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé â U � èìååò
ãîìîìîðôíûé îáðàç, ñîäåðæàùèéñÿ â îäíîáóêâåííîì æå ñëî-
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âå Z1 , ñàìî ñëîâî U èìååò ãîìîìîðôíûé îáðàç â ñëîâå Zm ,
ãäå (m−1) ðàâíî êîëè÷åñòâó ñòèðàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
îòñþäà m ≤ |alph(U)| = n . Ñ ó÷åòîì ï. 3 ïðåäëîæåíèÿ 3.7
ðàññìàòðèâàåìàÿ èìïëèêàöèÿ äîêàçàíà.

1⇒ 3. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé èìïëèêàöèè òðåáóåò íåñêîëüêèõ
âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå
ëåììû óäîáíåå ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü âíóòðè îáùåãî
äîêàçàòåëüñòâà.

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé, ñâîäÿùåé U ê îäíîáóêâåííîìó
ñëîâó, òî U èçáåãàåìî. Ïî ñëîâó U ìû âûáåðåì ïîäõîäÿùèé
àëôàâèò A è ïîñòðîèì ìîðôèçì γ íàä ýòèì àëôàâèòîì òàêîé,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A âñå ñëîâà γm(a) èçáåãàþò U . Äîêà-
çàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ìîðôèçìà γ . Ïóñòü r � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, à àëôàâèò A ñîñòîèò èç r2 ñèìâîëîâ aij , 1 ≤ i, j ≤ r .
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó r2× r , ñîñòàâëåííóþ èç ÷èñåë 1 . . . r ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 5, a):

M =



1 1 . . .
...

...
...

1 r . . .
2 1 . . .
...

...
...

2 r . . .
...

...
...

r 1 . . .
...

...
...

r r . . .



MA =



a11 a12 . . .
...

...
...

a11 ar2 . . .
a21 a12 . . .
...

...
...

a21 ar2 . . .
...

...
...

ar1 a12 . . .
...

...
...

ar1 ar2 . . .


à á

Ðèñ. 5. Ïîñòðîåíèå ìîðôèçìà γ
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Êàæäûé íå÷åòíûé ñòîëáåö ìàòðèöû M ðàâåí 1...1 . . . r...r,
à êàæäûé ÷åòíûé � 1...r . . . 1...r . Çàìåíèì â M ÷èñëà íà áóêâû
èç A ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êàæäîå ÷èñëî i â j -ì ñòîëá-
öå ìàòðèöû çàìåíÿåòñÿ íà aij . Ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû
MA (ðèñ. 5, á), ðàññìàòðèâàåìûå êàê ñëîâà, è áóäóò ÿâëÿòüñÿ
îáðàçàìè áóêâ ïðè îòîáðàæåíèè γ . Ïîëîæèì çíà÷åíèå γ(aij)
ðàâíûì ñëîâó, çàïèñàííîìó â ñòðîêå MA ñ íîìåðîì (i−1)r+j .
Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè îáðàçû áóêâ ïðè γ áóäåì íàçûâàòü
áëîêàìè.

Ïðèâîäèìàÿ íèæå ëåììà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ γ .

Ëåììà 3.5 Ìîðôèçì γ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
1. Äëèíà ëþáîãî áëîêà ðàâíà r .
2. Â êàæäîì áëîêå âñå áóêâû ðàçëè÷íû.
3. Íà j -ì ìåñòå â áëîêå ñòîèò ñèìâîë èç ìíîæåñòâà
Aj = {a1j , . . . , arj} .
4. Äâà ðàçëè÷íûõ áëîêà íå èìåþò îäèíàêîâûõ äâóõáóêâåííûõ
ïîäñëîâ.

Óïðàæíåíèå 3.13. Äîêàçàòü ëåììó 3.5.

Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè r > 6n + 1 (íàïîìíèì, ÷òî
n = |alph(U)|) âñå ñëîâà âèäà γm(a11) èçáåãàþò U . Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî γm(a11) ñîäåðæèò
h(U) äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà h . Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé
êîíòðïðèìåð: ìíîæåñòâî alph(U) èìååò ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íóþ äëÿ êîíòðïðèìåðà ìîùíîñòü n è ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì äëÿ äàííîãî n .

Ñëîâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè áëîêîâ, ìû áóäåì íà-
çûâàòü öåëûìè. Ïóñòü W � öåëîå ñëîâî, V � ïîäñëîâî W .
Òîãäà V = P1P2P3 , ãäå ëèáî P1 ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì áëîêà
(âîçìîæíî, ïóñòûì), P3 � ïðåôèêñîì áëîêà (âîçìîæíî, ïó-
ñòûì), à P2 åñòü ïðîèçâåäåíèå áëîêîâ, ëèáî P1 = P3 = λ ,
à P2 åñòü ïîäñëîâî áëîêà, íå ÿâëÿþùååñÿ íè ñóôôèêñîì, íè
ïðåôèêñîì.

Ëåììà 3.6. Ðàçáèåíèå V = P1P2P3 îäèíàêîâî äëÿ âñåõ âõîæ-
äåíèé V â W .
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Óòâåðæäåíèå ëåììû 3.6 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
ìîðôèçìà γ , äîêàçàííûõ â ëåììå 3.5.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç W áóäåì îáîçíà÷àòü íàèìåíüøåå öå-
ëîå ïîäñëîâî â γm(a11) , ñîäåðæàùåå h(U) . Ïóñòü x ∈ alph(U) .
Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.6 h(x) = Px1Px2Px3 . Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíûé áëîê B èç W . Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè W , B
ïåðåñåêàåòñÿ ñ U , à çíà÷èò, ìîæåò ñîäåðæàòü íåêîòîðûå ñëîâà
âèäà Pxi (çàìåòèì, ÷òî B ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â W íåîäíî-
êðàòíî). Ñîãëàñíî ï. 2 ëåììû 3.5 âõîæäåíèå êàæäîãî Pxi â
B åäèíñòâåííî. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå 3n ðàçëè÷íûõ ñëîâ Pxi ;
òàêèì îáðàçîì, â B âûáðàíî íå áîëåå 3n ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ.
Ïîñêîëüêó |B| = r > 6n + 1 , òî â B íàéäåòñÿ äâóõáóêâåííîå
ïîäñëîâî, âíóòðè êîòîðîãî íåò ãðàíèöû íèêàêîãî ïîäñëîâà Pxi

(3n ïîäñëîâ èìåþò íå áîëåå 6n ðàçëè÷íûõ ãðàíèö).
Çàôèêñèðóåì â B îäíî èç äâóõáóêâåííûõ ïîäñëîâ ñ äàííûì

ñâîéñòâîì è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç tB . Îòìåòèì, ÷òî âñÿêîå ñëîâî
Pxi ëèáî ñîäåðæèò tB , ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì. Êðîìå òîãî,
äëÿ ðàçíûõ áëîêîâ B1 è B2 ñëîâà tB1 è tB2 ðàçëè÷íû â ñèëó
ï. 4 ëåììû 3.5. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî tB ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé
ìåòêîé áëîêà B . Êàæäîìó ñëîâó tB ñîïîñòàâèì íîâóþ áóêâó
yB è ðàññìîòðèì ñëîâî W ′ íàä àëôàâèòîì A∪{yB| B � áëîê} ,
ïîëó÷åííîå èç W çàìåíîé êàæäîãî tB íà yB :

W ′ = P1y1Q1 . . . PkykQk,

ãäå Pi � ïðåôèêñû áëîêîâ, Qi � ñóôôèêñû áëîêîâ, è åñëè
yi = yj , òî Pi = Pj è Qi = Qj .

Îïðåäåëèì ìîðôèçì g ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáðàç g(x)
áóêâû x ∈ alph(U) åñòü ñëîâî h(x) , â êîòîðîì êàæäîå ïîäñëîâî
tB çàìåíåíî íà ñîîòâåòñòâóþùóþ áóêâó yB . Çàìåòèì, ÷òî g(U)
ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â W ′ . Â ñàìîì äåëå, âñÿêîå ïîäñëîâî tB ,
íàõîäÿùååñÿ âíóòðè h(U) , öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ñëîâå h(x) ; òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò h(U) ê g(U) åñòü â
òî÷íîñòè çàìåíà âñåõ âõîæäåíèé tB íà yB .

Ëåììà 3.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòèðàíèé σA1 , . . . , σAr â ñëî-
âå W ′ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé, ðå-
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çóëüòàò êîòîðîé åñòü ñëîâî y1 . . . yk . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòè-
ðàíèé σA1 , . . . , σAr â ñëîâå g(U) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé, ðåçóëüòàò êîòîðîé åñòü ñëîâî y1 . . . yk ,
êðîìå, áûòü ìîæåò, ïåðâîé è/èëè ïîñëåäíåé áóêâû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíî: íà
êàæäîì øàãå, êðîìå ïîñëåäíåãî, çà êàæäîé áóêâîé èç ñòèðà-
åìîãî ìíîæåñòâà Aj â òåêóùåì ñëîâå ñëåäóåò áóêâà èç Aj+1

èëè áóêâà y (ýòî ñëåäóåò èç ï. 3 ëåììû 3.5). Íà ïîñëåäíåì
æå øàãå çà áóêâîé èç ñòèðàåìîãî ìíîæåñòâà Ar îáÿçàòåëüíî
ñëåäóåò áóêâà y (òàêàÿ áóêâà ðàçäåëÿåò ñóôôèêñû äâóõ ëþáûõ
ñîñåäíèõ â W ′ áëîêîâ). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êðàéíèå áóêâû
y1 è yk ìîãóò êàê âõîäèòü, òàê è íå âõîäèòü â g(U) .

Ñâÿæåì òåïåðü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîáîäíûõ ñòèðà-
íèé â g(U) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé â ñà-
ìîì ñëîâå U . Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóþòñÿ åùå äâå ëåììû.

Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, f � ïðîèçâîëüíûé ìîð-
ôèçì, îïðåäåëåííûé íà alph(V ) , è D � íåêîòîðîå ïîäìíî-
æåñòâî â alph(f(V )) . Îïðåäåëèì D′ ⊆ alph(V ) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

D′ = {x| alph(f(x)) ⊆ D}.

Íà ìíîæåñòâå alph(V )\D′ îïðåäåëèì ìîðôèçì fD :

fD(x) = (f(x))D.

Íàïîìíèì, ÷òî VD′ åñòü ðåçóëüòàò ñòèðàíèÿ ìíîæåñòâà D′ â
ñëîâå V . Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.

Ëåììà 3.8. fD(VD′) = f(V )D .
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â V íàéäóòñÿ äâå ñîñåäíèå áóêâû

èç ìíîæåñòâà D′ , òî, ïîñêîëüêó f -îáðàçû ýòèõ áóêâ ñîñòîÿò
òîëüêî èç áóêâ, ïðèíàäëåæàùèõ D , â f(V ) íàéäóòñÿ äâå ñî-
ñåäíèå áóêâû, ïðèíàäëåæàùèå D . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî áóêâ
ñâîáîäíî â ñëîâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèêàêèå äâå áóê-
âû èç ýòîãî ìíîæåñòâà íå ñòîÿò â ñëîâå ðÿäîì, ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.9. Åñëè D ñâîáîäíî â f(V ) , òî D′ ñâîáîäíî â V .
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σA1 , . . . , σAr ñâîáîä-
íûõ ñòèðàíèé â g(U) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòî-
ðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ1, . . . , σr ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé â U .
Ðåçóëüòàò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòèðàíèé îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç UA′ . Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå, à âîçìîæíî è âñå, ñòèðàíèÿ
â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò ¾ñòèðàòü¿ ïóñòîå ìíîæåñòâî,
òàê ÷òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ UA′ = U . Ñîãëàñíî ëåììå 3.8
ïîëó÷àåì

gA(UA′) = (g(U))A,

à ïî ëåììå 3.7 ñëîâî g(U)A åñòü y1 . . . yk , áûòü ìîæåò, áåç ïåð-
âîé è/èëè ïîñëåäíåé áóêâû. Ñëåäîâàòåëüíî, ê ñëîâó gA(UA′)
ìîæíî ïðèìåíèòü ìîðôèçì α , îòîáðàæàþùèé êàæäóþ áóêâó
yB â ñîîòâåòñòâóþùèé áëîê B . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîä-
ñëîâî â W (èëè ñàìî W ). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîâî
α(gA(UA′)) ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â γm(a11) . Ïî îïðåäåëåíèþ α ,
α-îáðàç ëþáîãî ñëîâà åñòü ïðîèçâåäåíèå áëîêîâ; òàêèì îáðà-
çîì, ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèå γ−1 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñëîâî γ−1(α(gA(UA′))) ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â γm−1(a11) è
îäíîâðåìåííî îáðàçîì ñëîâà UA′ ïðè ìîðôèçìå γ−1αgA .

Ïîñêîëüêó |alph(UA′)| ≤ |alph(U)| = n è m−1 < m , ïàðà
(m−1, |alph(UA′)|) íå äàåò êîíòðïðèìåðîâ ïî íàøåìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ î ìèíèìàëüíîñòè ïàðû (m,n) . Ïîñêîëüêó γm−1(a11)
íå èçáåãàåò UA′ , ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîáîäíûõ
ñòèðàíèé â UA′ , ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îäíîáóêâåííîå
ñëîâî. Ñîåäèíèâ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ σ1 . . . σr , ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ UA′ , ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîáîäíûõ ñòèðàíèé â U , ðåçóëüòàòîì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ îäíîáóêâåííîå ñëîâî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîä-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òåì ñàìûì èìïëèêàöèÿ, à ñ íåé è âñÿ
òåîðåìà, äîêàçàíà.
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�12. Áèíàðíûå 2-èçáåãàåìûå ñëîâà

Íåñêîëüêî îòñòóïàÿ îò ñòðîãîñòè èçëîæåíèÿ, ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ
íàèáîëåå ¾îáùåóïîòðåáèòåëüíûìè¿ øàáëîíàìè � òàêèìè, áåç
êîòîðûõ íå îáõîäèòñÿ íè îäèí äîñòàòî÷íî äëèííûé ¾òåêñò¿ íàä
ëþáûì êîíå÷íûì àëôàâèòîì. Â äàííîì ïàðàãðàôå, íàïðîòèâ,
ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ øàáëîíàìè, áåç êîòîðûõ âïîëíå ìîæíî
îáîéòèñü äàæå â ìèíèìàëüíîì íåòðèâèàëüíîì àëôàâèòå. Ïðè
ýòîì ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî áèíàðíûìè øàáëîíàìè, ò. å. ñî-
äåðæàùèìè íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ áóêâ. Ïîëíîå îïèñàíèå
ìíîæåñòâà 2-èçáåãàåìûõ áèíàðíûõ ñëîâ äàåòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå, îáîáùàþùåé ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íåñêîëüêèìè
àâòîðàìè â 1989�1993 ãîäàõ.

Òåîðåìà 3.7 (ñì. [6]). Áèíàðíîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ 2-èçáåãàåìûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè åãî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ
íåò ïîäñëîâ ñëîâ èç ìíîæåñòâà

M = {xxyxx, xxyxy, xyxyy, xxyy, xyyx} .
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç âñåõ ìàêñèìàëü-

íûõ (â ñìûñëå ïîäñëîâíîãî ïîðÿäêà) 2-íåèçáåæíûõ áèíàðíûõ
ñëîâ (øàáëîíîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò èç ïðîñòîé è ñëîæ-
íîé ÷àñòè. Ïðîñòàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà � ïðîâåðèòü, ÷òî âñå
øàáëîíû èç M 2-íåèçáåæíû. Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåí
íà ðèñ. 6 äëÿ øàáëîíà xyyx . Áóäåì ñòðîèòü ïðåôèêñíîå äåðåâî
áèíàðíûõ ñëîâ ïîÿðóñíî, íà÷èíàÿ ñ êîðíÿ (â ñèëó ñèììåòðèè
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ñëîâà íà÷èíàþòñÿ ñ a). Ïðè ïî-
ñòðîåíèè óäàëÿåì óçëû, ïîìå÷åííûå ñëîâàìè, íå èçáåãàþùèìè
W . Òàêèì îáðàçîì, â äåðåâå îñòàþòñÿ òîëüêî óçëû, ïîìå÷åí-
íûå ñëîâàìè, èçáåãàþùèìè W ; êîíå÷íîñòü äåðåâà äîêàçûâàåò
2-íåèçáåæíîñòü øàáëîíà W .

Òàê, íàïðèìåð, ñëîâî abaaa íå èìååò â äåðåâå ïîòîìêîâ,
ïîñêîëüêó ñëîâî abaaaa ñîäåðæèò îáðàç øàáëîíà xyyx ïðè
x = y = a , à ñëîâî abaaab ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ýòîãî øàáëîíà
ïðè x = ab , y = a .
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Ðèñ. 6. Ñëîâà, èçáåãàþùèå øàáëîí xyyx
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Ñëîæíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðîâåðêå 2-èçáå-
ãàåìîñòè ¾ìèíèìàëüíûõ¿ øàáëîíîâ, íå âõîäÿùèõ â M , ò. å.
òàêèõ, âñå ñîáñòâåííûå ïîäñëîâà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäñëî-
âàìè ñëîâ èç M . À èìåííî, äëÿ êàæäîãî èç øàáëîíîâ xxx ,
xyxyx , xyxxy , xyyxy , xxyyx , xyyxx , xxyxyy íóæíî óêàçàòü
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ, èçáåãàþùèõ åãî. Êàê è
â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìîðôèç-
ìîâ. Íå ïðèâîäÿ äîêàçàòåëüñòâ, óêàæåì òîëüêî ìîðôèçìû, íà
îñíîâå êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ áåñêîíå÷íûå ñëîâà, èçáåãàþùèå òðå-
áóåìûå øàáëîíû. Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ïðåäåë ïðåôèêñíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(a)} , ãäå f � ìîðôèçì, a � áóêâà, ÷å-
ðåç f∞(a) . Â ïîñòðîåíèè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ó÷àñòâóþò õîðîøî
çíàêîìûé íàì ìîðôèçì Òóý φ (ñì. �6) è åùå ÷åòûðå ìîðôèçìà:

µ : {a, b, c} → {a, b, c},
µ(a) = abc,
µ(b) = ac,
µ(c) = b;

π : {a, b, c} → {a, b},
π(a) = aa,
π(b) = aba,
π(c) = abbb;

ν : {a, b} → {a, b},
µ(a) = aab,
µ(b) = bba;

ψ : {a, b, c} → {a, b},
ψ(a) = aaa,
ψ(b) = bbb,
ψ(c) = ababab.

Êàê èçâåñòíî èç ðåçóëüòàòîâ �6, ω -ñëîâî Òóý � Ìîðñà U∞ ,
ðàâíîå φ∞(a) , èçáåãàåò øàáëîíû xxx è xyxyx . Îñòàëüíûå
øàáëîíû èç ñïèñêà èçáåãàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν∞(a) èçáåãàåò xxyxyy;
ψ(µ∞(a)) èçáåãàåò xyxxy;
π(µ∞(a)) èçáåãàåò xxyyx.

Øàáëîí xyyxy èçîìîðôåí ¾ïåðåâåðíóòîìó¿ øàáëîíó xyxxy ,
è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî èçáåãàåò ω∗-ñëîâî, ïîëó÷àåìîå ¾ïåðåâîðà-
÷èâàíèåì¿ ψ(µ∞(a)) . Àíàëîãè÷íî ω∗-ñëîâî, ïîëó÷àåìîå ¾ïå-
ðåâîðà÷èâàíèåì¿ π(µ∞(a)) , èçáåãàåò øàáëîí xyyxx . Ñïèñîê
ìèíèìàëüíûõ èçáåãàåìûõ øàáëîíîâ èñ÷åðïàí.



Ãëàâà 4. ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÅ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ

ÔÎÐÌÀËÜÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ

Â ýòîé ãëàâå èëëþñòðèðóþòñÿ íåêîòîðûå ìåòîäû êîìáè-
íàòîðíîãî àíàëèçà ÿçûêîâ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ôàêòîðèàëüíûå ÿçûêè. Ôîðìàëüíûé ÿçûê íàçûâàåòñÿ ôàêòî-
ðèàëüíûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûì ñëîâîì îí ñîäåðæèò âñå åãî
ïîäñëîâà (â àíãëèéñêîì ÿçûêå � factors; ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ
òåðìèí). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÿçûê çàäàí ñâîéñòâîì, òî îí
áóäåò ôàêòîðèàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ñâîé-
ñòâî íàñëåäóåòñÿ ïîäñëîâàìè. Îòìåòèì äâà òèïà òàêèõ ñâîéñòâ.
Ïåðâûé òèï ñîñòàâëÿþò ñâîéñòâà ¾íå ñîäåðæàòü ïîäñëîâ îïðå-
äåëåííîãî âèäà¿ (â ÷àñòíîñòè, èçáåãàòü íåêîòîðûé íàáîð ñëîâ).
Ïðèìåð: ÿçûê áèíàðíûõ ñèëüíî áåñêóáíûõ ñëîâ OF . Êî âòîðî-
ìó òèïó îòíîñèòñÿ ñâîéñòâî ¾ÿâëÿòüñÿ ïîäñëîâîì¿ (â íåêîòî-
ðîì ôèêñèðîâàííîì ñëîâå, êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì; â êàêîì-
ëèáî èç ñëîâ çàäàííîãî ìíîæåñòâà). Ïðèìåð: ÿçûê Òóý � Ìîðñà
TM .

�13. Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü

Êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ ôàêòîðèàëüíîãî ÿçûêà L íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ cL : N → N òàêàÿ, ÷òî cL(n) ðàâíî êîëè-
÷åñòâó ñëîâ äëèíû n â ÿçûêå L . Êîìáèíàòîðíóþ ñëîæíîñòü
òàêæå îïðåäåëÿþò äëÿ êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ñëîâà W .
Â ýòîì ñëó÷àå cW (n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ
äëèíû n â ñëîâå W (ò. å. êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà åñòü
êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ÿçûêà ïîäñëîâ ýòîãî ñëîâà).

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ ëþáîãî ôàêòîðèàëüíîãî ÿçûêà L ëè-
áî ôóíêöèÿ cL(n) îãðàíè÷åíà, ëèáî cL(n) ≥ n+1 äëÿ âñåõ n .

Ìû îáîéäåì òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè è äîêàæåì ïðåäëîæå-
íèå òîëüêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå � äëÿ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè
áåñêîíå÷íîãî ñëîâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � áåñêîíå÷íîå ñëîâî (ω -ñëîâî äëÿ
îïðåäåëåííîñòè), L � ìíîæåñòâî åãî êîíå÷íûõ ïîäñëîâ. Ñëîâî
V ∈ L áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëæåíèåì ñëîâà U ∈ L , åñëè
V = Ud äëÿ íåêîòîðîé áóêâû d . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè U ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäñëîâîì â T, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà d , ÷òî Ud òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â T; ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå U ∈ L èìååò
õîòÿ áû îäíî ïðîäîëæåíèå. Ïîñêîëüêó ïðîäîëæåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ ñëîâ ðàçëè÷íû, òî ñëîâ äëèíû n+1 â ÿçûêå L íå ìåíüøå,
÷åì ñëîâ äëèíû n . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ
cL(n) íå óáûâàåò.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò m , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
cL(m) = cL(m+1) = C . Òîãäà âñÿêîå ïîäñëîâî â T äëèíû m
èìååò ðîâíî îäíî ïðîäîëæåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå
ïîäñëîâî â T äëèíû m+1 èìååò ðîâíî îäíî ïðîäîëæåíèå (åñëè
áû òàêîå ñëîâî èìåëî áîëåå îäíîãî ïðîäîëæåíèÿ, òî åãî ñóô-
ôèêñ äëèíû m òàêæå èìåë áû áîëåå îäíîãî ïðîäîëæåíèÿ).
Çíà÷èò, cL(m+2) = C è ïî èíäóêöèè cL(n) = C äëÿ âñåõ
n > m . Òîãäà ôóíêöèÿ cL(n) îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé C .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ cL(n) íåîãðàíè÷åíà, òî îíà
ñòðîãî âîçðàñòàåò. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå cL(1) ≥ 2 (åñëè
cL(1) = 1 , òî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà
åäèíèöå). Èòàê, cL(1) ≥ 1+1 è cL(n+1) > cL(n) äëÿ âñåõ n .
Çíà÷èò, cL(n) ≥ n+1 . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íîå ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèì, åñëè îíî èìååò ïåðèîä. Áóäåì íàçûâàòü ω -ñëîâî ôè-

íàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ó íåãî åñòü ñóôôèêñ, ÿâëÿþùèéñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì ω -ñëîâîì. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò
êëàññ ω -ñëîâ ñ îãðàíè÷åííîé êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. ω -ñëîâî èìååò îãðàíè÷åííóþ êîìáèíà-
òîðíóþ ñëîæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ
ôèíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω -ñëîâî T èìååò îãðàíè÷åííóþ êîì-
áèíàòîðíóþ ñëîæíîñòü. Êàê áûëî äîêàçàíî â ïðåäûäóùåì
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ïðåäëîæåíèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïîäñëîâà â T, äëèíà êî-
òîðûõ íå ìåíüøå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî n , èìåþò åäèí-
ñòâåííîå ïðîäîëæåíèå. Ïóñòü P1 åñòü ïðåôèêñ äëèíû n â T.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pk} ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
äëÿ ëþáîãî i ñëîâî Pi+1 åñòü ñóôôèêñ äëèíû n ïðîäîëæåíèÿ
ñëîâà Pi . Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû n êîíå÷íî, íàé-
äóòñÿ òàêèå i < j , ÷òî Pi = Pj . Òîãäà ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî Pi+1 = Pj+1 , Pi+2 = Pj+2 è ò. ä. Îáîçíà÷èì
p = j−i . Òîãäà i-ÿ áóêâà â T (ýòî ïåðâàÿ áóêâà â Pi ) ñîâïàäàåò
ñ (i+p)-é (ïåðâàÿ áóêâà â Pj ), (i+1)-ÿ áóêâà â T ñîâïàäàåò
ñ (i+p+1)-é è ò. ä. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñóôôèêñ ω -ñëîâà T,
íà÷èíàþùèéñÿ ñ i-é ïîçèöèè, èìååò ïåðèîä p ïî îïðåäåëåíèþ,
ò. å. T ÿâëÿåòñÿ ôèíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì.

Îáðàòíî, ïóñòü T � ôèíàëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ω -ñëîâî, à
åãî ñóôôèêñ, íà÷èíàþùèéñÿ c i-é ïîçèöèè, èìååò ïåðèîä p .
Òîãäà ïåðèîäè÷åñêèé ñóôôèêñ ñîäåðæèò íå áîëåå p ðàçëè÷íûõ
ïîäñëîâ îäíîé äëèíû. Òåì ñàìûì êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü
ω -ñëîâà T îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé i−1+p .

Êëàññ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, èìåþùèõ ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ
íåîãðàíè÷åííóþ êîìáèíàòîðíóþ ñëîæíîñòü cW (n) = n+1 , èç-
âåñòåí â êîìáèíàòîðèêå ïîä èìåíåì ñëîâ Øòóðìà. Ìû ïðèâå-
äåì ïðèìåð ñëîâà Øòóðìà, ïîðîæäàåìîãî ìîðôèçìîì î÷åíü
ïðîñòîãî âèäà. Ñëîâîì Ôèáîíà÷÷è íàçûâàåòñÿ ω -ñëîâî, ÿâëÿ-
þùååñÿ ïðåäåëîì ïðåôèêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn} , ãäå
Fn = ψn(a) , à ψ � ìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

ψ(a) = ab, ψ(b) = a.

Çàìåòèì, ÷òî äë�èíû ñëîâ Fn îáðàçóþò â òî÷íîñòè ÷èñëîâóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. 1)Fn = Fn−1Fn−2 ;
2) per(Fn) = |Fn−1| ;
3) ñëîâî Ôèáîíà÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ ôèíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì.

Óïðàæíåíèå 4.1*. Äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 4.3.
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(¾Çâåçäî÷êà¿ îòíîñèòñÿ ê ï. 2; ï. 1 òðèâèàëåí, à ï. 3 ñëåäóåò
èç ï. 2.)

Èç ïîñëåäíåãî ïóíêòà ïðåäëîæåíèÿ 4.3 ñëåäóåò, ÷òî êîì-
áèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà Ôèáîíà÷÷è íå ìåíüøå ÷åì n+1 .
Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ñëîâî Ôèáîíà÷÷è èìååò êîìáèíàòîðíóþ
ñëîæíîñòü, ðàâíóþ n+1 .

Ïóñòü F � ÿçûê ïîäñëîâ ñëîâà Ôèáîíà÷÷è. Ñäåëàåì ïðåä-
âàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ñëîâà bb è aaa íå ïðèíàäëåæàò F .

Çàìå÷àíèå 4.2. Îòîáðàæåíèå ψ−1 ìîæíî ïðèìåíèòü ê ëþ-
áîìó ñëîâó íàä {a, b} , íà÷èíàþùåìóñÿ ñ a è íå ñîäåðæàùåìó
ïîäñëîâ bb è aaa .

Óïðàæíåíèå 4.2. Äîêàçàòü çàìå÷àíèÿ 4.1 è 4.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.4 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ
ëåììó.

Ëåììà 4.1. Íå ñóùåñòâóåò ñëîâà X òàêîãî, ÷òî aXa ∈ F è
bXb ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî
êîíòðïðèìåðà. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíîå ïî äëèíå ñëîâî òàêîå,
÷òî aXa, bXb ∈ F . Òîãäà X 6= λ , X 6= a , ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ
áóêâû â X îáå ðàâíû a (âñå óñëîâèÿ ñëåäóþò èç çàìå÷àíèÿ
4.1). Ïîñêîëüêó ñëîâî Ôèáîíà÷÷è íà÷èíàåòñÿ ñ a , òî ñëîâî
bXb íå ìîæåò áûòü åãî ïðåôèêñîì; ñëåäîâàòåëüíî, abXb ∈ F
(bbXb 6∈ F ïî çàìå÷àíèþ 4.1). Ñîãëàñíî çàìå÷àíèÿì 4.1 è 4.2
ê ñëîâó abXb ìîæíî ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèå ψ−1 . Ïðè ýòîì
óñëîâèå abXb ∈ F îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâî abXb ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì Fn ; òîãäà ñëîâî ψ−1(abXb) ñîäåðæèòñÿ â Fn−1 , à
çíà÷èò, òàêæå ïðèíàäëåæèò F . Ïîëîæèì X = Y a :

ψ−1(abXb) = ψ−1(abY ab) = aψ−1(Y )a.

Èòàê, ñëîâî aψ−1(Y )a ïðèíàäëåæèò F . Òåïåðü ðàññìîòðèì
ñëîâî aXa = aY aa . Ñîãëàñíî çàìå÷àíèÿì 4.1 è 4.2 ñëîâî aXab
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ïðèíàäëåæèò F è ê íåìó ïðèìåíèìî îòîáðàæåíèå ψ−1 :

ψ−1(aXab) = ψ−1(aY aab) = [ïîñêîëüêó Y (1) = a] = bψ−1(Y )ba.

Äóáëèðóÿ ðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå äëÿ bXb , ïîëó÷àåì, ÷òî
bψ−1(Y )b ∈ F . Â ðåçóëüòàòå ñëîâî ψ−1(Y ) îáëàäàåò òåì æå
ñâîéñòâîì, ÷òî è X . Ïîñêîëüêó |ψ−1(Y )| < |X| , ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ X .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.4. Äîêàæåì òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè: î÷åâèäíî, cF (1) = 2 .
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïóñòü cF (k) = k+1 äëÿ âñåõ k ≤ n .
Øàã èíäóêöèè: äîêàæåì, ÷òî cF (n+1) = n+2 . Ñëîâî U ∈ F
íàçîâåì ñâîáîäíûì, åñëè Ua,Ub ∈ F . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
çíà÷åíèå cF (k+1) ðàâíî cF (k) ïëþñ êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ
ñëîâ äëèíû k (ýòî êîëè÷åñòâî íå ðàâíî íóëþ, òàê êàê ñëî-
âî Ôèáîíà÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ ôèíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì). Òàêèì
îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
k = 1, . . . , n−1 èìååòñÿ ðîâíî îäíî ñâîáîäíîå ñëîâî äëèíû k .
Ðàññìîòðèì ñëîâà äëèíû n . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà øàãà èíäóê-
öèè íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ñâîáîäíîå
ñëîâî äëèíû n . Åñëè ñëîâî äëèíû n ñâîáîäíî, òî åãî ñóôôèêñ
äëèíû n−1 òàêæå ñâîáîäåí. Íî òàêîé ñóôôèêñ � åäèíñòâåí-
íûé ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç X .
Åñëè â F èìååòñÿ ëèøü îäíî ñëîâî äëèíû n ñ ñóôôèêñîì
X , òî îíî, î÷åâèäíî, è áóäåò åäèíñòâåííûì ñâîáîäíûì ñëîâîì
äëèíû n . Åñëè æå îáà ñëîâà aX è bX ïðèíàäëåæàò F , òî õîòÿ
áû îäíî èç ñëîâ aXa, bXb íå ïðèíàäëåæèò F ïî ëåììå 4.1;
ñëåäîâàòåëüíî, ëèøü îäíî èç ñëîâ aX, bX ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.
Øàã èíäóêöèè äîêàçàí.

Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü f(x) = O(g(x)) îçíà÷àåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < C1 ≤ C2 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x èç
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

C1 · g(x) ≤ f(x) ≤ C2 · g(x).
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [8] äàåò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êîìáèíàòîð-
íûìè ñëîæíîñòÿìè ω -ñëîâ, ïîðîæäåííûõ ìîðôèçìàìè.

Òåîðåìà 4.1. Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ω -ñëîâà, ïîðîæäåí-
íîãî ìîðôèçìîì, ðàâíà O(1) , ëèáî O(n) , ëèáî O(n log logn) ,
ëèáî O(n log n) , ëèáî O(n2) . Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ýôôåêòèâ-
íî îïðåäåëÿþùèé ïî âèäó ìîðôèçìà, ê êàêîìó êëàññó ïðèíàä-
ëåæàò ôóíêöèè ñëîæíîñòè ω-ñëîâ, ïîðîæäåííûõ ýòèì ìîðôèç-
ìîì.

Óïðàæíåíèå 4.3*. Äîêàçàòü, ÷òî cTM (n) = O(n) .

Ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ
ω -ñëîâ, íå èñïîëüçóþùèå ìîðôèçìû. Ñîäåðæàòåëüíûå ïðè-
ìåðû ìîæíî íàéòè â [8]. Îòìåòèì çäåñü ñëåäóþùèå ôàêòû.
Âî-ïåðâûõ, íàä ëþáûì àëôàâèòîì Σ ñóùåñòâóåò ω -ñëîâî ñ
êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ O(|Σ|n) . Íàïðèìåð, òàêîé ñëîæíî-
ñòüþ áóäåò îáëàäàòü ω -ñëîâî X1X2 . . . Xn . . . , ãäå Xi � i-å ñëî-
âî íàä Σ â êàêîì-íèáóäü ôèêñèðîâàííîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå. Êðîìå òîãî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òàêîé ñëîæíîñòüþ áóäåò
îáëàäàòü ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëôàâèòíûõ ñèìâîëîâ
(õîòÿ ýòî óæå íå îòíîñèòñÿ ê ýôôåêòèâíûì ìåòîäàì ïîñòðîå-
íèÿ). Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå êîìáèíàòîðíûå
ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü ω -ñëîâà ñëîæíîñòè O(nk) äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k , ñëîæíîñòè O(αn) äëÿ ëþáîãî ðàöèî-
íàëüíîãî α , 1 < α ≤ |Σ| , è äàæå ïðîìåæóòî÷íîé ñëîæíîñòè,
òàêîé êàê, íàïðèìåð, O(α

√
n) (íàèáîëåå íîâûå ðåçóëüòàòû â

ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåäåíû â [7]).

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îòìåòèì äâà ðåçóëüòàòà î êîìáè-
íàòîðíîé ñëîæíîñòè ôàêòîðèàëüíûõ ÿçûêîâ, îïèñûâàåìûõ íå
áåñêîíå÷íûìè ñëîâàìè, à ñâîéñòâîì èçáåãàåìîñòè. Äëÿ ÿçûêà
CF áèíàðíûõ áåñêóáíûõ ñëîâ êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ýêñ-
ïîíåíöèàëüíà, ò. å. èìååò âèä O(αn) . Íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ
îöåíêà α ≈ 1, 455 è îäèí èç îáùèõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ
îöåíîê ïðèâåäåí â [25]. ×òî êàñàåòñÿ ÿçûêà OF áèíàðíûõ ñèëü-
íî áåñêóáíûõ ñëîâ, òî åãî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ïîëèíîìè-
àëüíà, íî âåäåò ñåáÿ íåðåãóëÿðíî. Òàê, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
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C1, C2 òàêèå, ÷òî

C1 · n1,22 ≤ cOF (n) ≤ C2 · n1,37,

íî ïðè ýòîì ïðåäåë

lim
n→∞

cOF (n)
nα

íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì α (ñì. [8]).

�14. ßçûê áèíàðíûõ ñèëüíî áåñêóáíûõ ñëîâ

Âàæíîñòü ÿçûêà OF âñåõ áèíàðíûõ ñèëüíî áåñêóáíûõ ñëîâ
è èíòåðåñ ê íåìó èññëåäîâàòåëåé íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëèñü íà
ïðîòÿæåíèè ãë. 3, ïîýòîìó çäåñü ìû ñðàçó ïðèñòóïèì ê ôîð-
ìóëèðîâêå è ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì. Ïðåäñòàâëåííûé
íèæå ñïèñîê âîïðîñîâ, ðàçóìååòñÿ, íå ïîëîí, íî äîñòàòî÷íî
ïðåäñòàâèòåëåí. Èòàê, ïîïûòàåìñÿ äàòü ¾ïîðòðåò¿ ÿçûêà OF .

1. ×òî èçáåãàåò? ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè èçáåãàåìîñòè?
Îòâåò. Èçáåãàåò âïîëíå èíâàðèàíòíûé èäåàë, ïîðîæäåííûé
ñëîâàìè xxx è xyxyx . ßâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, à
èìåííî � äîïîëíåíèåì óêàçàííîãî èäåàëà.
Ññûëêè. Óïðàæíåíèå 3.7, ïðåäëîæåíèå 3.4.

2. Êàêîâà åãî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü?
Îòâåò. Ïîëèíîìèàëüíà, íî íå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
O(nα) íè äëÿ êàêîãî α ; ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C1 è C2 òàêèå,
÷òî

C1n
1,22 ≤ cOF (n) ≤ C2n

1,37 .
Ññûëêè. �13, [8].

3. Êàêèìè ìîðôèçìàìè ñîõðàíÿåòñÿ?
Îòâåò. Áóäåò ïîëó÷åí íèæå, ñëåäñòâèå 4.1.
Ññûëêè. [20, 21].

4. Êàêîâà âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñëîâ?
Îòâåò. Áóäåò äàíî îïèñàíèå ÷åðåç ñëîâà èç ÿçûêà Òóý � Ìîð-
ñà, òåîðåìà 4.2.
Ññûëêè. [21].
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5. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè îò ñëîâ ïåðåéòè ê Z -ñëîâàì?
Îòâåò. ßçûêè OF è TM ñîâïàäóò (ñëåäñòâèå 4.2). Îïèñàíèå
ÿçûêà TMZ äàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Ññûëêè. [12, 29].

Áîëüøèíñòâî íåäîñòàþùèõ äåòàëåé ¾ïîðòðåòà¿ âîñïîëíÿ-
þò ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå òåîðåìà è åå ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 4.2. Ïðîèçâîëüíîå ñèëüíî áåñêóáíîå ñëîâî W ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå W = XY Z , ãäå
1) Y ∈ TM ;
2) X,Z ∈ A∗ è âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ

|X| ≤ |W |/4,
|Z| ≤ |W |/4,

|X|+ |Z| ≤ 3 · |W |/10.

Â ñâÿçè ñ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: ìîæíî ëè ÷òî-íèáóäü ñêàçàòü î ñòðóêòóðå ñëîâ X è Z ?
Òàê êàê X è Z ñèëüíî áåñêóáíû, òî îíè, î÷åâèäíî, óñòðîåíû
òàê æå, êàê è öåëîå ñëîâî W . Çàìåòèì åùå, ÷òî âåëè÷èíû |X| è
|Z| çàâèñèìû, êàê ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì äîñòàòî÷íî ñõåìàòè÷íî,
îñòàâëÿÿ ïðîâåðêó ðÿäà äåòàëåé â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé. Äî-
êàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû äâóõ
àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè ñèëüíî áåñêóáíûõ ñëîâ � ïðîñòîãî (àë-
ãîðèòì À) è ìîäèôèöèðîâàííîãî (àëãîðèòì ÀM ). Îïðåäåëåíèå
ýòèõ àëãîðèòìîâ è îáñóæäåíèå èõ ñâîéñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü,
îñíîâàíû íà ðÿäå âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ñ êîòîðûõ
ìû è íà÷íåì.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñëîâà íàä àëôàâè-
òîì A = {a, b} . Íàïîìíèì, ÷òî äâà ñëîâà íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè, åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåèìåíîâàíèåì
áóêâ. Ñëîâî W áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíûì, åñëè îíî äîïóñ-
êàåò ðàçáèåíèå W = cQ1 . . . Qnd , ãäå c, d ∈ {a, b, λ} , à êàæäîå
Qi ðàâíî ab èëè ba . Ðàâíîìåðíûå ñëîâà � ýòî â òî÷íîñòè ñëî-
âà, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ê íèì íóæíî äîáàâèòü
íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé áóêâå â êîíåö è/èëè â íà÷àëî, ÷òîáû
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ïîëó÷èëîñü ñëîâî èç φ(A+) , ãäå φ � ìîðôèçì Òóý � Ìîðñà.
Â ñâîþ î÷åðåäü, êî âñÿêîìó ñëîâó èç φ(A+) ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåîáðàçîâàíèå φ−1 , ñîêðàùàþùåå äëèíó ñëîâà âäâîå è ñîõðà-
íÿþùåå ïðè ýòîì ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèÿì 3.2, 3.3. Â äàëüíåéøåì ìèíèìàëüíîå ïî äëèíå ñëîâî
èç φ(A+) , ñîäåðæàùåå äàííîå ðàâíîìåðíîå ñëîâî W , áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç ξ(W ) . Åñëè òàêèõ ñëîâ äâà, êàê, íàïðèìåð,
äëÿ ñëîâà W = aba , äîãîâîðèìñÿ áðàòü òî èç íèõ, äëÿ êîòîðîãî
W ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì (ò. å. â äàííîì ïðèìåðå ξ(W ) = baba).

Çàìå÷àíèå 4.3. Ñëîâî ðàâíîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî ïîäñëîâà âèäà c2 , ãäå c � áóêâà, íà÷èíàþòñÿ ëèáî âñåãäà
ñ ÷åòíîé, ëèáî âñåãäà ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò êðèòåðèé ðàâíîìåðíîñòè
ñèëüíî áåñêóáíîãî ñëîâà.

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ñèëüíî áåñêóáíîå ñëîâî W íåðàâíîìåðíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðåôèêñ è/èëè ñóôôèêñ èçî-
ìîðôåí aabaa .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàâ-
íîìåðíîãî ñëîâà; äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Âûáåðåì â W ïîä-
ñëîâî c2V d2 òàêîå, ÷òî c, d ∈ A , |V | = 2k− 1 è k � ìèíèìàëü-
íîå èç âîçìîæíûõ.

Ñëó÷àé 1: k > 1 . Çàìåòèì, ÷òî V íå ñîäåðæèò ñåãìåíòîâ
aa, bb â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè k . Ñëåäîâàòåëüíî, áóêâû a è b
÷åðåäóþòñÿ â V . Î÷åâèäíî, ÷òî V (1) 6= c , V (2k−1) 6= d .
Â èòîãå W ñîäåðæèò ïîäñëîâî cV d , ñîñòîÿùåå ïî êðàéíåé
ìåðå èç ïÿòè ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåì W ∈ OF . Ñëó÷àé 1 íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 2: k = 1 . Ïîäñëîâî c2V d2 â ýòîì ñëó÷àå èçîìîðô-
íî aabaa . Îíî îáÿçàíî ÿâëÿòüñÿ ïðåôèêñîì èëè ñóôôèêñîì
W , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå W ñîäåðæèò ïîäñëîâî, èçî-
ìîðôíîå aaa èëè baabaab è íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî áåñêóáíûì.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, õà-
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ðàêòåðèçóþùèõ ñëîâà, êâàäðàòû êîòîðûõ âõîäÿò â ñèëüíî áåñ-
êóáíûå ñëîâà è ñëîâà Òóý � Ìîðñà.

Ïðåäëîæåíèå 4.6 Ïóñòü XX ∈ OF . Òîãäà |X| = 2k èëè
|X| = 3 · 2k äëÿ ïîäõîäÿùåãî k ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî X íå ìîæåò èìåòü
íå÷åòíóþ äëèíó, áîëüøóþ 3. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü |X| = 2k+1 ,
k ≥ 2 . Òàê êàê ñëîâî X ñèëüíî áåñêóáíî, òî X ñîäåðæèò
ïîäñëîâî c2 , ãäå c � áóêâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî XX íåðàâ-
íîìåðíî, òàê êàê ïîäñëîâî c2 íà÷èíàåòñÿ â íåì êàê ñ ÷åòíîé,
òàê è ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè ââèäó íå÷åòíîñòè |X| . Ïî ïðåäëîæå-
íèþ 4.5 ïîëó÷àåì, ÷òî XX èìååò ïðåôèêñ èëè ñóôôèêñ aabaa
(bbabb) . Ïóñòü XX èìååò ïðåôèêñ aabaa . Òàê êàê |X| ≥ 5 ,
òî ýòîò ïðåôèêñ ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì X , ïðè÷åì, î÷åâèäíî,
ñîáñòâåííûì. Òîãäà XX èìååò ïîäñëîâî aabaa ¾âíóòðè¿:

XX = aabaa aabaa

Çíà÷èò, XX 6∈ OF (ñð. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.5, ñëó-
÷àé 2), ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî |X| ÷åòíî. Ñíîâà
ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ñëîâî ìè-
íèìàëüíîé äëèíû òàêîå, ÷òî |X| = m · 2k , m ≥ 5 , k ≥ 1 è
XX ∈ OF . Çàìåòèì, ÷òî XX � ðàâíîìåðíîå ñëîâî (èíà÷å ïî
ïðåäëîæåíèþ 4.5 ïîëó÷èì, êàê è â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîäñëî-
âî aabaa ¾âíóòðè¿ XX ). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìîòðåòü
ñëîâî ξ(XX) . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: XX = ξ(XX) . Òàê êàê |X| � ÷åòíîå ÷èñëî, òî
ïîëó÷àåì X ∈ φ(A+) , òàê êàê XX ∈ φ(A+) . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèëüíî áåñêóáíîå ñëîâî φ−1(XX) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñëîâà
φ−1(X) , èìåþùåãî äëèíó m · 2k−1 , m ≥ 5 . Ïðîòèâîðå÷èå ñ
ìèíèìàëüíîñòüþ X .

Ñëó÷àé 2: XX 6= ξ(XX) . Òàê êàê |XX| è |ξ(XX)| � ÷åòíûå
÷èñëà, òî ξ(XX) = cXXd , ãäå c è d � áóêâû. Âñÿêèé áëîê
äëèíû 2, íà÷èíàþùèéñÿ â ξ(XX) ñ íå÷åòíîé ïîçèöèè, åñòü ab
èëè ba . Â ïðåäïîëîæåíèè X(1)=a èìååì
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X′ X′

ξ(XX) =
X Xc d

b a b a b a

Ïîêàæåì, ÷òî X ′X ′ ∈ OF . Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ñëîâî
X ′X ′ èìååò ïðåôèêñ bY bY b (Y ∈ A∗) , ïðè÷åì Y bY b = XX1 ,
ãäå X1 � íåïóñòîé ïðåôèêñ X (ïîñëåäíåå óñëîâèå åñòü ñëåä-
ñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî ñëîâî X ′b ñîäåðæèòñÿ â XX ). Åñëè |Y |
÷åòíà, òî |Y b| íå÷åòíà è ≥5 , òàê êàê |X|≥10 ; ñîãëàñíî äîêàçàí-
íîìó âûøå, XX íå ìîæåò ñîäåðæàòü Y bY b , ïðîòèâîðå÷èå. Åñ-
ëè æå |Y | íå÷åòíà, òî XX èìååò ïðåôèêñ Y bY bY (1) (ïî îïðå-
äåëåíèþ ξ ), ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, X ′X ′ ∈ OF ,
ïðè ýòîì |X ′| = |X| è ξ(X ′X ′) = X ′X ′ , ò. å. âòîðîé ñëó÷àé ìû
ñâåëè ê ïåðâîìó. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 4.4. Äîêàçàòü, ÷òî íèêàêîå ñëîâî XX íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåôèêñîì (ñóôôèêñîì) ñëîâà Un .

Ïðåäëîæåíèå 4.7. Ïóñòü XX ∈ TM . Åñëè |X| = 2k , òî X
èçîìîðôíî Uk . Åñëè |X| = 3 · 2k , òî X èçîìîðôíî UkVkUk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîâî XX ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Un . Áó-
äåì èçîáðàæàòü èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íà ðèñóíêàõ.

Ïóñòü |X| = 2k . Ðàçîáüåì Un íà áëîêè äëèíû 2k . Ïî
îïðåäåëåíèþ Un âñå îíè áóäóò ðàâíû Uk èëè Vk .

Ñëó÷àé 1.
X X

U(1) U(2) U(3)

Un=

Áëîêè U (1) è U (2) èìåþò îäèíàêîâûå ñóôôèêñû è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò; áëîêè U (2) è U (3) èìåþò îäèíàêîâûå
ïðåôèêñû è òàêæå ñîâïàäàþò. Ñëó÷àé 1 íåâîçìîæåí, òàê êàê
Un èçáåãàåò x3 .
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Ñëó÷àé 2.
X X

U(1) U(2)

Un=

Òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.

Ïóñòü òåïåðü |X| = 3 · 2k . Ðàçîáüåì Un è X íà áëîêè
äëèíû 2k .

Ñëó÷àé 1.
X1 X2 X3 X1 X2 X3

U(1) U(2) U(3) U(4) U(5) U(6) U(7)

Un=

Áëîêè U (1) è U (4) , U (2) è U (5) , U (3) è U (6) , U (4) è U (7)

ñîâïàäàþò. Òàê êàê Un èçáåãàåò xyxyx , cëó÷àé 1 íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 2.
X1 X2 X3 X1 X2 X3

U(1) U(2) U(3) U(4) U(5) U(6)

Un=

Â äàííîì ñëó÷àå êàæäûé èç áëîêîâ Xi ðàâåí Uk èëè Vk ;
ïðè ýòîì ëèáî X1 6=X2 , ëèáî X2 6=X3 . Ïóñòü X1 6=X2 . Òîãäà
X3=X1 ëèáî X3=X2 . Åñëè X3=X2 , òî áëîê U (6) íå çàêàí÷è-
âàåò ñëîâî Un ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 4.4. Ïðè ýòîì ñëåäóþùèé
áëîê íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íè X1 , íè X2 , ïîñêîëüêó Un ñèëüíî
áåñêóáíî. Òàêèì îáðàçîì, X3 6=X2 , ò. å. X3=X1 . Ïðåäïîëîæèâ
X2 6=X3 , ìû ïîëó÷èì X3=X1 ñèììåòðè÷íûì ðàññóæäåíèåì.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü îïðåäåëèì îñíîâíîé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì À. (Ïðåîáðàçóåò ñèëüíî áåñêóáíîå ñëîâî W äëèíû
≥ 2 â ñëîâî WA .)
Øàã 0. Ïîëîæèòü W0 = W , k = 0 .
Øàã 1. Åñëè Wk ∈ {ab, ba} èëè Wk íåðàâíîìåðíî, òî ïîëîæèòü
WA = Wk è îñòàíîâèòüñÿ.
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Øàã 2. Ïîëîæèòü Wk+1 = φ−1(ξ(Wk)) , k = k+ 1 ; âåðíóòüñÿ íà
øàã 1.

Ëåììà 4.2. Àëãîðèòì À îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ëþáîì èñõîäíîì
W ∈ OF .
Óïðàæíåíèå 4.5. Äîêàçàòü ëåììó 4.2.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü Wk 6∈ OF . Òîãäà Wk = XXc , ãäå c = X(1)
è XX ∈ OF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Wk = PXXcQ ,
ãäå c = X(1) è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè Q 6= λ . Òîãäà

ξ(Wk−1) = φ(Wk) = φ(P )φ(X)φ(X)cdφ(Q), c 6= d.

Ïðèìåíÿÿ ê ñëîâó Wk−1 îïåðàòîð ξ , ìû äîáàâèëè íå áîëåå
÷åì ïî îäíîé áóêâå â íà÷àëî è â êîíåö; ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
çàïèñàòü Wk−1 = P ′X ′X ′dQ′ , ãäå X ′ � ñëîâî, ïîëó÷àåìîå èç
φ(X) ïåðåñòàíîâêîé ïåðâîé áóêâû â êîíåö ñëîâà, d = X ′(1) , à
Q′ 6= λ . Ïðîâåäÿ äàííîå ðàññóæäåíèå äëÿ êàæäîãî èç k øàãîâ
ðàáîòû àëãîðèòìà, ïîëó÷èì, ÷òî è èñõîäíîå ñëîâî W = W0 íå
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî áåñêóáíûì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü Wk = PY Q , P,Q ∈ A+ è |Y |/|Wk| = α .
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå P ′, Q′ ∈ A+ , ÷òî W = P ′φk(Y )Q′ è
|φk(Y ))|/|W | ≥ α .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíÿåòñÿ

ξ(Wk−1) = φ(Wk) = φ(P )φ(Y )φ(Q),

ãäå |φ(P )| ≥ 2 è |φ(Q)| ≥ 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, Wk−1 = P1φ(Y )Q1 ,
ãäå P1, Q1 ∈ A+ è

|φ(Y )|
|Wk−1|

≥ |φ(Y )|
|φ(Wk)|

=
|Y |
|Wk|

= α.

Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò îòñþäà ïî èíäóêöèè.
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Ëåììà 4.5. Äëÿ ñëîâà WA èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ
ðàâåíñòâ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).

1)WA = ab, 4)WA = aabaa,
2)WA = aaa, 5)WA = aabaabZ, Z∈A∗,
3)WA = abbabba, 6)WA = Zabbabb, Z∈A∗.

Ïðè ýòîì WA = ab òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà W ∈ TM .

Óïðàæíåíèå 4.6. Äîêàçàòü ëåììó 4.5.
Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 4.5 è ëåììó 4.3.

Òðåáóåìîå â òåîðåìå ðàçëîæåíèå W = XY Z áóäåì èñêàòü â
çàâèñèìîñòè îò âèäà ñëîâà WA . Åñëè WA èìååò âèä 1) èç ëåì-
ìû 4.5, òî, ñîãëàñíî ýòîé æå ëåììå, ìîæíî âçÿòü X = Z = λ .
Ñëåäóþùèå äâå ëåììû îïðåäåëÿþò ðàçëîæåíèå W â ñëó÷àÿõ,
êîãäà WA èìååò âèä 2) èëè 3).

Ëåììà 4.6. Ïóñòü WA = aaa . Òîãäà W = XY Z , ãäå
X,Y, Z ∈ TM è ëèáî X = λ , |Z| ≤ |W |/8 , ëèáî Z = λ ,
|X| ≤ |W |/8 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü WA = Wt . Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.3 è
îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà À, ïîëó÷àåì, ÷òî Wt−1=ababa , à äëÿ
Wt−2 ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

1) Wt−2 = bbaabbaa;
2) Wt−2 = abbaabbaa;
3) Wt−2 = bbaabbaab.

Ñëó÷àé 1. Èìååì W = X ′Y ′Z ′ , ãäå X ′ ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì
φt−2(b) , Z ′ ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì φt−2(a) , Y ′ = φt−2(baabba) è
îáà ñëîâà X ′Y ′ ,Y ′Z ′ ïðèíàäëåæàò TM . Ïóñòü |X ′| ≥ |Z ′| .
Âîçüìåì λ â êà÷åñòâå X ; X ′Y ′ â êà÷åñòâå Y ; Z ′ â êà÷åñòâå
Z . Òîãäà òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî. Ñëó÷àé |Z ′| ≥ |X ′|
ñèììåòðè÷åí ðàçîáðàííîìó.

Ñëó÷àé 2. Èìååì W = X ′Y ′Z ′ , ãäå X ′ � ñóôôèêñ φt−2(ab) ,
Z ′ � ïðåôèêñ φt−2(a) , Y ′ = φt−2(baabba) , X ′Y ′ ∈ TM è
|X ′| ≥ 2t−2≥|Z ′| . Âçÿâ ñîîòâåòñòâåííî λ ,X ′Y ′ è Z ′ â êà÷åñòâå
X ,Y è Z , ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ñëó÷àé 3 ñèììåòðè÷åí ñëó÷àþ 2.
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Ëåììà 4.7. Ïóñòü WA = abbabba . Òîãäà W=XY Z , ãäå
X,Y, Z ∈ TM è ëèáî X = λ , |Z| ≤ |W |/4 , ëèáî Z = λ ,
|X| ≤ |W |/4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, ïóñòü WA = Wt . Ïîëüçóÿñü
ëåììîé 4.3 è îïðåäåëåíèåì àëãîðèòìà À, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
îäíî èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñëîâà Wt−1 :

1) Wt−1 = bbabaabbabaa;
2) Wt−1 = abbabaabbabaa;
3) Wt−1 = bbabaabbabaab.

Ñëó÷àé 1. Èìååì W = X ′Y ′Z ′ , ãäå X ′ � ñóôôèêñ φt−1(bba),
Z ′ � ïðåôèêñ φt−1(baa) , Y ′ = φt−1(baabba) è îáà ñëîâà X ′Y ′ ,
Y ′Z ′ ïðèíàäëåæàò TM . Ïóñòü |X ′| ≥ |Z ′| . Âîçüìåì λ â êà÷å-
ñòâå X ; X ′Y ′ â êà÷åñòâå Y ; Z ′ â êà÷åñòâå Z ; òðåáóåìîå óñëîâèå
âûïîëíåíî. Ñëó÷àé |Z ′| ≥ |X ′| ñèììåòðè÷åí ðàçîáðàííîìó.

Ñëó÷àé 2. Èìååì W=X ′Y ′Z ′, ãäå X ′ � ñóôôèêñ φt−1(abba) ,
Z ′ � ïðåôèêñ φt−1(baa) , Y ′ = φt−1(baabba) , X ′Y ′ ∈ TM è
|X ′| ≥ 3·2t−1 ≥ |Z ′| . Âçÿâ ñîîòâåòñòâåííî λ ,X ′Y ′ è Z ′ â
êà÷åñòâå X ,Y è Z , ìû ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ñëó÷àé 3 ñèììåòðè÷åí ñëó÷àþ 2.

Â ñëó÷àå êîãäà ñëîâî WA èìååò âèä 5) èëè 6) èç ëåììû
4.5, ìû íå ìîæåì íåìåäëåííî óêàçàòü òðåáóåìîå ðàçáèåíèå;
âìåñòî ýòîãî ìû îïðåäåëèì ìîäèôèêàöèþ èñõîäíîãî àëãîðèò-
ìà � àëãîðèòì ÀM , êîòîðûé ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê ñëîâàì
âèäà aabaaZ , Zaabaa .

Àëãîðèòì ÀM . (Ïðåîáðàçóåò ñèëüíî áåñêóáíîå ñëîâî W äëè-
íû ≥ 2 â ñëîâî WAM .)
Øàã 0. Ïîëîæèòü W0 = W , k = 0 .
Øàã 1. Åñëè Wk ∈ {ab, ba, aaa, bbb, abbabba, baabaab} , òî ïîëî-
æèòü WAM = Wk è îñòàíîâèòüñÿ.
Øàã 2. Åñëè ñëîâî Wk èìååò ïðåôèêñ (ñóôôèêñ) aabaa èëè
bbabb , òî ñòåðåòü ïåðâóþ è/èëè ïîñëåäíþþ áóêâó; ïîëó÷åííîå
ñëîâî îáîçíà÷èòü ÷åðåç W k .
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Øàã 3. Ïîëîæèòü Wk+1 = φ−1(ξ(W k)) , k = k + 1 ; âåðíóòüñÿ
íà øàã 1.

Óïðàæíåíèå 4.7. Äîêàçàòü ëåììû 4.2, 4.3 è 4.4, çàìåíèâ
àëãîðèòì À íà àëãîðèòì ÀM .

Èòàê, åñëè ñëîâî WA èìååò âèä 4), 5) èëè 6) èç ëåììû 4.5,
ïðèìåíèì ê ñëîâó W àëãîðèòì AM è ïîïûòàåìñÿ âîññòàíîâèòü
ñòðóêòóðó W ïî âèäó ñëîâà WAM .

Èç óïðàæíåíèÿ 4.7 è ëåììû 4.5 ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà ñëîâî WAM èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

WAM = ab,
WAM = aaa,
WAM = abbabba.

Äëÿ ïîèñêà ðàçáèåíèÿ W â ïåðâîì ñëó÷àå íàì ïîíàäîáÿòñÿ
äâà ñâîéñòâà ñëîâ Òóý � Ìîðñà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ìû
îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 4.8. Ïóñòü W ∈ TM , W = P1P2Z , ãäå Pi èçîìîðôíî
Uk , à |Z| ≥ 2k . Òîãäà ïðåôèêñ Z äëèíû 2k èçîìîðôåí Uk .

Ëåììà 4.9. Ïóñòü ñëîâî W ∈ TM èìååò ïðåôèêñ P1P2 è
ñóôôèêñ Q1Q2 , ãäå Pi èçîìîðôíî Ut , à Qi èçîìîðôíî Us ,
ïðè÷åì t ≥ s > 0 è |W | ≥ 3 · 2t . Òîãäà |W | äåëèòñÿ íà 2s .
Óïðàæíåíèå 4.8. Äîêàçàòü ëåììû 4.8 è 4.9.

Âåðíåìñÿ ê ñëîâó WAM .

Ëåììà 4.10 Åñëè WAM = ab , òî W = XY Z , ãäå
1) Y ∈ TM ;
2) |X| < |W |/4, |Z| < |W |/4, |X|+ |Z| ≤ 3 · |W |/10 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü WAM = Wm . Ïðîàíàëèçèðóåì ðàáîòó
àëãîðèòìà ÀM . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ñëîâî W çà èñêëþ÷å-
íèåì, âîçìîæíî, íåêîòîðîãî ïðåôèêñà è íåêîòîðîãî ñóôôèêñà,
¾ïîòåðÿâøèõñÿ¿ ïðè óäàëåíèè êðàéíèõ áóêâ â íåðàâíîìåðíûõ
ñëîâàõ Wt , ñîäåðæèòñÿ â Um+1=φm(ab) . Âîçüìåì â êà÷åñòâå
X óïîìÿíóòûé ïðåôèêñ, â êà÷åñòâå Z � óïîìÿíóòûé ñóôôèêñ
è â êà÷åñòâå Y � îñòàâøååñÿ ïîäñëîâî ñëîâà W . Ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå ëåììû î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïóñòü t′ � íàèáîëüøåå ñðåäè ÷èñåë t òàêèõ, ÷òî àëãî-
ðèòì AM óäàëÿåò ïåðâóþ áóêâó â ñëîâå Wt . Ïðåäïîëàãàÿ áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî â ñëîâå Wt′ áûëà óäàëåíà áóêâà a ,
ìû ïîëó÷àåì

W = XUt′Vt′Ut′S ,

ãäå X,S ∈ A+ ; è åñëè Wt′ 6= aabaa , òî S ñîäåðæèò Ut′ â
êà÷åñòâå ïðåôèêñà. Òàê êàê |X| ≤ |Ut′ | , ìû èìååì |X| < |W |/4 .
Ñèììåòðè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ êîíöà ñëîâà W ïîçâîëÿåò íàé-
òè â W ñóôôèêñ âèäà TUs′Vs′Us′Z èëè TVs′Us′Vs′Z è äîêàçàòü
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ |Z| . Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî Ws′ íå
ìîæåò áûòü ðàâíûì aabaa èëè bbabb , ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
àëãîðèòì óäàëÿåò ïåðâóþ áóêâó â ñëîâå. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî
T ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñóôôèêñà áëîê Us′ â ïåðâîì âàðèàíòå
è áëîê Vs′ âî âòîðîì.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè äëÿ |X|+|Z| .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè, ïîëüçóÿñü âûøåïðèâåäåííû-
ìè ðàññóæäåíèÿìè, ïðåôèêñ XUtVtUt è ñóôôèêñ UsUsVsUsZ
èëè VsVsUsVsZ äëÿ äàííîãî ñëîâà W . Åñëè |W | > 4 · 2t + |X| ,
òî W èìååò ïðåôèêñ XUtVtUtUt (ñì. âûøå çàìå÷àíèå î ïðå-
ôèêñå ñëîâà S ). Ìû ïðåäïîëàãàåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè, ÷òî t ≥ s . Åñëè óêàçàííûå íàìè ïðåôèêñ è ñóôôèêñ íå
ïåðåñåêàþòñÿ â W , òî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|X|+|Z| < |W |/4 . Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ. Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàòû ëåìì 4.8 è 4.9, à òàêæå ñèëüíóþ áåñêóáíîñòü ñëîâà W, ìû
íàéäåì äëÿ êàæäîãî s ìàêñèìàëüíîå ïî äëèíå ïåðåñå÷åíèå.

1) s = t . Ýòî ðàâåíñòâî èñêëþ÷àåò ñëó÷àé Wt = aabaa
(Wt = bbabb) .

W =
ñóôôèêñ

XUsVsUsUsVsUsZ
ïðåôèêñ

|X| ≤ 2s, |Z| ≤ 2s, |Y | = 6 · 2s;
|X|+ |Z| ≤ |W |/4.

2) s = t− 1 .
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W =
ñóôôèêñ

XUsVsVsUsUsVsUsZ
ïðåôèêñ

|X| ≤ 2 · 2s, |Z| ≤ 2s, |Y | = 7 · 2s;
|X|+ |Z| ≤ 3 · |W |/10.

Ñëîâî W = bbabbaabaa (X = bb, Z = a) î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøèì, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî

|X|+ |Z| = 3 · |W |/10 .

3) s ≤ t−2 . Ðàññìàòðèâàåìûå ïðåôèêñ è ñóôôèêñ ïðè ýòîì
óñëîâèè ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî òðåì áëîêàì Us (Vs) , òàê
êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñðåäè ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ òàêèõ áëîêîâ
â áëîêå Ut èëè Vt åñòü â òî÷íîñòè äâà áëîêà Us è äâà áëîêà
Vs ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâûå ÷åòûðå òàêèõ áëîêà â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñóôôèêñàõ ðàâíû ëèáî UsUsVsUs , ëèáî VsVsUsVs .
Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû
(|X|+|Z|)/|W | â äàííîì ñëó÷àå ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.

Ëåììà 4.11. Åñëè WAM = aaa , òî W = XY Z , ãäå Y ∈ TM è
|X|+ |Z|≤|W |/4 .
Ëåììà 4.12. Åñëè WAM = abbabba , òî W = XY Z , ãäå Y ∈ TM
è |X| ≤ |W |/4 , |Z| ≤ |W |/4 , |X|+ |Z| ≤ 7 · |W |/24 .

Óïðàæíåíèå 4.9*. Äîêàçàòü ëåììû 4.11 è 4.12, âîñïîëüçî-
âàâøèñü äîêàçàòåëüñòâàìè ëåìì 4.6 è 4.7.

Èòàê, â ëåììàõ 4.5�4.7, 4.10�4.12 ìû èññëåäîâàëè âñå âîç-
ìîæíûå ñëó÷àè äëÿ ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà À ê
ñèëüíî áåñêóáíîìó ñëîâó W . Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äëÿ W âû-
ïîëíåíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 4.2. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4.2
äîêàçàíà.

Îòìåòèì äâà ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû. Ïåðâîå èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ðåçóëüòàòîì î ñèëüíî áåñêóáíûõ Z -ñëîâàõ,
ïðèíàäëåæàùèì Ãîòøàëêó è Õýäëóíäó (ñì. [12]).
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Ñëåäñòâèå 4.1. Âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäñëîâî ñèëüíî áåñêóáíîãî
Z -ñëîâà ïðèíàäëåæèò ÿçûêó TM .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Êðîìå òîãî, òåîðåìà 4.2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàò Ñèáîëäà (ñì. [20]) î ìîðôèçìàõ, ñîõðà-
íÿþùèõ ìíîæåñòâî OF .

Ñëåäñòâèå 4.2. Ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ ïîëóãðóïïû A+ , ñî-
õðàíÿþùèõ ÿçûê OF , èñ÷åðïûâàåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè âèäà
θφn , ãäå θ � èçîìîðôèçì ïîëóãðóïïû A+ , φ � ìîðôèçì Òóý �
Ìîðñà, à n ≥ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìîðôèçì f : A+→A+ ïåðåâîäèò ìíî-
æåñòâî OF â ñåáÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî U ∈ TM .
Ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî äëèííûå ñëîâà P è Q òàêèå, ÷òî
V = PUQ ∈ TM . Âûáåðåì P è Q òàê, ÷òîáû êàæäîå èç íèõ
ñîäåðæàëî íå ìåíüøå âõîæäåíèé áóêâû a è áóêâû b , ÷åì ñëîâî
U . Èìååì f(V )∈OF . Ïðèìåíèâ ê ñëîâó f(V ) òåîðåìó 4.2,
ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî ñëîâà, à èìåííî f(U) ,
çàâåäîìî ëåæèò â TM . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî f
ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî TM .

Òàê êàê f(aa) = f(a)f(a) ∈ TM , òî ïî ïðåäëîæåíèþ 4.7
ñëîâî f(a) èçîìîðôíî ëèáî Uk , ëèáî UkVkUk äëÿ ïîäõîäÿ-
ùåãî k . Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ f(b) , f(ab) è f(ba) ,
òàê êàê ñëîâà f(bb) ,f(abab) ,f(baba) ïðèíàäëåæàò TM . Ëåãêî
ïðîâåðèòü (ïåðåáîðîì), ÷òî ýòî âîçìîæíî ëèøü êîãäà îäíî èç
ñëîâ f(a) , f(b) èçîìîðôíî Uk , à äðóãîå � Vk äëÿ îäíîãî è òîãî
æå k . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f = θφk . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

�15. Z -ÿçûê Òóý � Ìîðñà TMZ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, OFZ = TMZ ,
ò. å. Z -ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî áåñêóáíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñÿêîå åãî êîíå÷íîå ïîäñëîâî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ñëîâå Òóý � Ìîðñà. Ïîñêîëüêó, êàê óæå óïîìèíàëîñü, ÿçûê
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Òóý � Ìîðñà èìååò ëèíåéíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñëîæíîñòü, åñòå-
ñòâåííî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ÿçûê TMZ òàêæå ¾íåâåëèê¿
(íàïðèìåð, èìååò ëèøü ñ÷åòíóþ ìîùíîñòü). Îäíàêî, åñëè âãëÿ-
äåòüñÿ ïðèñòàëüíî, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòî íå òàê. Âãëÿäèìñÿ.

Áèíàðíîå Z -ñëîâî áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ÷èñëîâóþ
ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ¾ðàññòàâëåíû¿ áóêâû àëôàâèòà (ñð. �5):
êàæäîìó îòðåçêó [i−1, i] , ãäå i � öåëîå ÷èñëî, ïîñòàâëåíà
â ñîîòâåòñòâèå i-ÿ áóêâà Z -ñëîâà. Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûå
îïåðàöèè íàä Z -ñëîâàìè: îïåðàöèÿ àâòîìîðôèçìà Aut (çà-
ìåíà âñåõ áóêâ a íà b è íàîáîðîò), îïåðàöèÿ ðåâåðñà Rev
(ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå Z -ñëîâà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0) è
íàáîð îïåðàöèé ñäâèãà Shiftk, k � öåëîå (ñäâèã âñåãî Z -ñëîâà
íà k åäèíèö âïðàâî ïî ÷èñëîâîé ïðÿìîé). Äâà Z -ñëîâà áóäåì
íàçûâàòü èçîìîðôíûìè, åñëè îäíî èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
äðóãîãî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Â ýòîì ïàðàãðàôå
ìû ïåðå÷èñëèì âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà TMZ ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà è, â ÷àñòíîñòè, óáåäèìñÿ, ÷òî èõ � êîíòèíóóì.

Ïóñòü äàíî Z -ñëîâî W. Ðàçáèåíèå W íà áëîêè Un è Vn
(åñëè òàêîå ñóùåñòâóåò) áóäåì íàçûâàòü n-ðàçáèåíèåì (òðèâè-
àëüíîå 0-ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ âñÿêîãî Z -ñëîâà). Áóäåì
íàçûâàòü öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó x ãðàíè÷íîé äëÿ äàííîãî ðàç-
áèåíèÿ, åñëè áëèæàéøèå ê íåé áóêâû W ïðèíàäëåæàò ðàç-
íûì áëîêàì. Ïîðÿäêîì òî÷êè x îòíîñèòåëüíî W (degW(x))
áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìóì èç ÷èñåë n òàêèõ, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ
ãðàíè÷íîé äëÿ íåêîòîðîãî n-ðàçáèåíèÿW, ëèáî ∞ , åñëè ìàê-
ñèìóì íå ñóùåñòâóåò. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
x óñëîâèå degW(x) ≥ n âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
degW(x+ k · 2n) ≥ n äëÿ ëþáîãî k .

Ïðåäëîæåíèå 4.8. Äëÿ ëþáîãî W ∈ TMZ è ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n-ðàçáèåíèå W.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5 âñÿêîå ïîäñëîâî
èç W ðàâíîìåðíî, ò. å. äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà áëîêè U1 = ab
è V1 = ba ; íî òîãäà è ñàìî W ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå áëîêè.

Ðàññìîòðèì Z -ñëîâîW ′ , ïîëó÷àåìîå èçW îïåðàöèåé φ−1 :
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êàæäîìó áëîêó Qi ïîñòðîåííîãî ðàçáèåíèÿ W ñîîòâåòñòâóåò
áóêâà φ−1(Qi) â W ′ . (Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû ïåðâîé áóêâå W ′ ñîîòâåòñòâîâàë áëîê, ñîäåðæà-
ùèé ïåðâóþ áóêâóW.) Î÷åâèäíî,W ′ ∈ TMZ . Ïî äîêàçàííîìó
âûøå, ñóùåñòâóåò 1-ðàçáèåíèåW ′ , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, èí-
äóöèðóåò 2-ðàçáèåíèå W. Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì,
÷òî ñóùåñòâóåò n-ðàçáèåíèå W äëÿ âñåõ n .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ñóùåñòâóþò äâà
n-ðàçáèåíèÿ W. Ðàññìîòðèì ω -ïîäñëîâî W, íà÷èíàþùååñÿ
ñ ãðàíè÷íîé òî÷êè îäíîãî èç ðàçáèåíèé äâóìÿ îäèíàêîâûìè
áëîêàìè:

X X

Un Un ?

. . . . . .

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñëåäóþùèé çà UnUn áëîê âûáðàííî-
ãî ðàçáèåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ òîé æå áóêâû, ÷òî è Un (ò. å. ðàâåí
åìó). Ïðîòèâîðå÷èå ñ ñèëüíîé áåñêóáíîñòüþ W. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü W∈ TMZ , x � òî÷êà ïîðÿäêà ≥ n è
k < 2n . Òîãäà degW(x+k) < n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî degW(x+k) ≥ n . Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà òî÷êè Z -ñëîâîW äîïóñêàåò äâà n-ðàçáèåíèÿ.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäëîæåíèåì 4.8.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü W∈ TMZ. Òîãäà èç äâóõ ñîñåäíèõ
òî÷åê ïîðÿäêà ≥ n îäíà èìååò ïîðÿäîê n , à äðóãàÿ �
ïîðÿäîê > n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå òî÷êè, îòñòîÿùèå îò âûáðàííûõ íà ðàñ-
ñòîÿíèå, ìåíüøåå 2n , èìåþò ïîðÿäîê, ìåíüøèé n (ñëåäñòâèå
4.3). Òàêèì îáðàçîì, ðîâíî îäíà èç âûáðàííûõ òî÷åê áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ (n+1)-ðàçáèåíèÿ W.
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Ñëåäñòâèå 4.5. Z -ñëîâî W ∈ TMZ èìååò íå áîëåå îäíîé
òî÷êè ïîðÿäêà ∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 4.4 � î÷åâèäíî.

Z -ñëîâîW áóäåì íàçûâàòü Z -ñëîâîì áåñêîíå÷íîãî (êîíå÷-

íîãî) ïîðÿäêà, åñëè W èìååò (ñîîòâåòñòâåííî íå èìååò) òî÷êó
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåíèå 4.9. Âî ìíîæåñòâå TMZ ñóùåñòâóåò â òî÷íî-
ñòè äâà íåèçîìîðôíûõ Z -ñëîâà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàëè÷èå â Z -ñëîâå òî÷êè ïîðÿäêà ∞ îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 îòðåçîê ýòîãî ñëîâà äëèíû 2n ,
ïðèìûêàþùèé ñïðàâà èëè ñëåâà ê ýòîé òî÷êå, ðàâåí Un èëè
Vn . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâà îò äàííîé òî÷êè ñòîèò, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, ω -ñëîâî U∞ èëè V∞ , à ñëåâà � ω∗-ñëîâî ∞U èëè ∞V .
Ïåðåíåñåì òî÷êó ïîðÿäêà ∞ íàøåãî Z -ñëîâà â 0 ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåé îïåðàöèè Shift è çàìåòèì, ÷òî

Aut(∞UU∞) = ∞V V∞,
Aut(∞UV∞) = Rev(∞UV∞) = ∞V U∞,

à èç ∞UU∞ íåëüçÿ ïîëó÷èòü ∞UV∞ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ïîñòðîèì ïðèìåð ñèëüíî áåñêóáíîãî Z -ñëîâà êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîãî ¾ìåòîäà ðàñêà÷èâàíèÿ¿.

Âîçüìåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ è íà÷íåì ðàññòàâëÿòü íà íåé
áóêâû. Ïóñòü x0 = 1

3 , W0 = a = W(1) .
i-é øàã: åñëè Wi−1 = Ui−1 , òî äîïèñûâàåì ê íåìó Vi−1 ; åñëè

Wi−1 = Vi−1 , òî äîïèñûâàåì ê íåìó Ui−1 ; äîïèñûâàíèå ïðîèç-
âîäèì ñ òîãî êîíöà, êîòîðûé áëèæå ê òî÷êå x0 . Ïîëó÷åííûé
áëîê Ui èëè Vi è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñëîâîì Wi .

Òàêèì îáðàçîì,
W1 = W(0)W(1) = ba,
W2 = W(0 . . . 3) = baab,
W3 = W(−4 . . . 3) = abbabaab è ò. ä.
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Ïðåäåëüíûì ðåçóëüòàòîì îïèñàííîãî ïðîöåññà áóäåò Z -
ñëîâî W, êàæäîå ïîäñëîâî êîòîðîãî ëåæèò â íåêîòîðîì Wi ,
ò. å. ïðèíàäëåæèò TM . Çíà÷èò, ìû äåéñòâèòåëüíî ïîñòðîèëè
ýëåìåíò TMZ .

Òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà, çàíèìàåìîãî Wi

(i > 0) , èìååò ïî ïîñòðîåíèþ ïîðÿäîê n = i − 1 . Äîêàæåì
ýòî ïî èíäóêöèè. Òî÷êà x = 0 , ÿâëÿþùàÿñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà,
çàíÿòîãî W1 , èìååò ïîðÿäîê 0, òàê êàê îòðåçîê äëèíû 2, íàõî-
äÿùèéñÿ ñïðàâà îò íåå, ðàâåí aa . Øàã èíäóêöèè: ïóñòü x ,y �
ñåðåäèíû îòðåçêîâ, çàíèìàåìûõ Wi è Wi+1 ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà |x−y| = 2i−1 , ò. å. x è y ñóòü ñîñåäíèå òî÷êè ïîðÿä-
êà ≥ 2i−1 (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè). Ïî ñëåäñòâèþ 4.4
degW(y) ≥ i . Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè Wi+2 ðÿäîì ñ y îêàçû-
âàþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ áëîêà (ýòî äâà ñðåäíèõ áëîêà â ñëîâå,
íàïðèìåð, Ui+2 = UiViViUi ), òî îêîí÷àòåëüíî degW(y) = i .

Ñåðåäèíà îòðåçêà, çàíèìàåìîãî Wi , íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè 2n

3 îò òî÷êè x0 , à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê x0 òî÷êîé
ïîðÿäêà ≥ n ïî ñëåäñòâèþ 4.3. Â èòîãå èìååì

∀k ∀x (degW(x) ≥ k) =⇒ (|x− x0| ≥ 2k

3 ) .
Ñëåäîâàòåëüíî, Z -ñëîâî W íå èìååò òî÷êè ïîðÿäêà ∞ .

Ïðîèçâîëüíîìó Z -ñëîâóU∈ TMZ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}∞0 è {rn}∞0 ïî ñëåäóþùèì ïðàâè-
ëàì. Áëèæàéøàÿ ê x0 = 1

3 òî÷êà ïîðÿäêà ≥ n îòíîñèòåëüíî U
åñòü yn , à rn = |x0 − yn| . Äëÿ âñÿêîãî n ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç
äâóõ âîçìîæíîñòåé.

1) degU(yn) ≥ n + 1 . Òîãäà yn+1 = yn è ñîîòâåòñòâåííî
rn+1 = rn .

2) degU(yn) = n . Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 4.4 òî÷êè, îòñòîÿùèå
îò yn íà ðàññòîÿíèå 2n , èìåþò ïîðÿäîê ≥ n+1 . Òàêèì îáðàçîì,
îäíà èç ýòèõ òî÷åê åñòü yn+1 ; ò. å. |yn+1 − yn| = 2n . Ïîñêîëüêó
rk < 2k−1 äëÿ ëþáîãî k (íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òàê êàê rk � íå
öåëîå ÷èñëî), òî rn+1 = 2n − rn .

Òàêèì îáðàçîì, {rn} îäíîçíà÷íî êîäèðóåòñÿ áèíàðíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ {hn}∞0 ïî ïðàâèëó
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rn+1 = 2n − rn =⇒ hn = 1,
rn+1 = rn =⇒ hn = 0

(ìîæíî çàïèñàòü hn = sgn |rn+1−rn|). Áóäåì íàçûâàòü {hn}
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëîâà U. Íà ÿçûêå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìû è ñôîðìóëèðóåì
îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 4.3. (1) Âñÿêàÿ áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ áåñ-
êîíå÷íûì ÷èñëîì åäèíèö ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ
íåêîòîðîãî ñèëüíî áåñêóáíîãî Z -ñëîâà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

(2) Äâà ñèëüíî áåñêóáíûõ Z -ñëîâà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èçî-
ìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî÷òè ñîâïàäàþò (ò. å. ðàçëè÷àþòñÿ â êî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê).

Ñëåäñòâèå 4.6.Ìíîæåñòâî TMZ ñîäåðæèò êîíòèíóóì ïîïàð-
íî íåèçîìîðôíûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.6. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ
áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (èõ êîíòèíóóì) è îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà íåì: äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíò-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ
êîòîðîãî îíè ñîâïàäàþò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ω -ñëîâà; êàæäîå ω -ñëîâî, ñîâïàäàþùåå ñ äàííûì ñ
N -é áóêâû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïðåôèêñîì äëèíû
(N−1) ; òàêèì îáðàçîì, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äàííîãî ñëîâà
áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà A∗ , ò. å. ñ÷åòåí. Ñëåäîâàòåëüíî,
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè � êîíòèíóóì. Ñîãëàñíî ï. (2) òåîðå-
ìû 4.3 òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3. Íàì áóäåò óäîáíåå äîêàçàòü
âíà÷àëå ï. (2). Ïóñòü U 6= V ∈ TMZ . Äîêàçàòåëüñòâî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ñíà÷àëà
äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Ýòàï 1. Åñëè V=Aut(U), òî ïîðÿäêè âñåõ òî÷åê îòíîñè-
òåëüíî U è V ñîâïàäàþò, ò. å. ñîâïàäàþò è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ Z -ñëîâ.
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Ýòàï 2. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè V=Shiftm(U) , òî ñóùåñòâóåò
íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hU

n } è {hV
n }

ñîâïàäàþò. Ïóñòü k = max{degU(x) | x∈[x0, x0+m]} . Ðàññìîò-
ðèì òî÷êó x1 ïîðÿäêà k èç îòðåçêà [x0, x0+m] , à òàêæå òî÷êè
x2, x3 � áëèæàéøèå ê x1 òî÷êè ïîðÿäêà ≥ k . Ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ 4.4 îäíà èç íèõ (ïóñòü ýòî x2 ) èìååò ïîðÿäîê (k+1) , à
äðóãàÿ � ïîðÿäîê ≥(k+2) . Â èòîãå êàðòèíà òàêîâà (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ x2 è x3 ):

r r r r rU =
x3 x0 x1 x0+m x2

. . . . . .

Âèäíî, ÷òî x3 ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé òî÷êîé ïîðÿäêà ≥ k+2
êàê ê òî÷êå x0 , òàê è ê òî÷êå x0+m . Ïóñòü deg(x3) = j . Òîãäà
áëèæàéøåé ê x0 è x0+m òî÷êîé ïîðÿäêà (j+1) áóäåò òî÷êà
x3+2j . Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî yUn = yVn + m
ïðè âñåõ n ≥ k+2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

|yUn+1 − yUn | = |yVn+1 − yVn |,

îòêóäà hU
n = hV

n . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âçÿòü N = k + 2 .

Ýòàï 3. Íà ýòàïå 2 ìû ôàêòè÷åñêè ïîêàçàëè, ÷òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z -ñëîâà è àíàëîãè÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
x′0 , ñîâïàäàþò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà (ïðè ýòîì íàì íå
áûëî âàæíî, ÷òî |x0−x′0| � öåëîå ÷èñëî). Ðàññìîòðèì Z -ñëîâî
Rev(U) . Î÷åâèäíî, ÷òî, âçÿâ çà èñõîäíóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷-
êó x′0 = −1

3 , ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîâïàäàþùóþ
ñ {hU

n } . Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Z -ñëîâ U è Rev(U) ñîâïàäàþò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íî-
ìåðà N . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N âûðàæåíèÿ yUn − x0 è

y
Rev(U)
n − x0 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Èòàê, ìû ïðîâåðèëè òðåáóåìûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ýëåìåí-
òàðíûõ îïåðàöèé, ò. å. äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè çàêîí÷å-
íî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
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Ýòàï 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {hU
n } = {hV

n } , è ïîêàæåì, ÷òî
V= Aut(U).

Â ñàìîì äåëå, èç ðàâåíñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäêè âñåõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî U è
V òàêæå ðàâíû. Åñëè óñëîâèå V= Aut(U) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x , ÷òî â U è V ëèáî ñîâïàäàþò áóêâû
ñ íîìåðîì x è íå ñîâïàäàþò áóêâû ñ íîìåðîì (x+1) , ëèáî
íàîáîðîò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ êàðòèíà:

rU =
x

a a. . . . . .

rV =
x

a b. . . . . .

Ïî îïðåäåëåíèþ degU(x−1) = 0 , îòêóäà degU(x) ≥ 1 ïî
ñëåäñòâèþ 4.4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàðòèíà òàêîâà:

rU =
x

b a a b. . . . . .

rV =
x

b a b a. . . . . .

Òåïåðü ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì degV(x−2) = 1 , ò. å.
degV(x) ≥ 2 ïî ñëåäñòâèþ 4.4. Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ìû
ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ïîðÿäîê òî÷êè (x−2k) ðàâåí k ;
îòñþäà ïî ñëåäñòâèþ 4.4 ïîðÿäîê x ñòðîãî áîëüøå k . Òàêèì
îáðàçîì, x � òî÷êà ïîðÿäêà ∞ , ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

Ýòàï 5. Ïóñòü òåïåðü ó Z -ñëîâU èV ñîâïàäàþò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ k -ãî ÷ëåíà. Ðàññìîò-
ðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà çíàêè ðàçíîñòåé yUk − x0 è yVk − x0

ñîâïàäàþò:

r rU =
x0yk

. . . . . .

rrV =
x0yk

. . . . . .
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Òàê êàê hU
n = hV

n ïðè ëþáîì n ≥ k , òî ðàçíîñòè yUn − x0 è
yVn − x0 òàêæå áóäóò îäíîãî çíàêà; ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî

|yUn+1 − yUn | = |yVn+1 − yVn |

îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè ñíÿòèè ìîäóëåé. Ïóñòü m = yUk − yVk .
Äëÿ âñåõ òî÷åê x òàêèõ, ÷òî degU(x) ≥ k , âûïîëíÿåòñÿ

degU(x) = degShiftm(V)(x).

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 4.3 è 4.4 ïîðÿäîê (k−1) îòíîñèòåëüíî
äâóõ äàííûõ ñëîâ èìåþò â òî÷íîñòè âñå òî÷êè âèäà x + 2k−1 ,
ãäå x � òî÷êà ïîðÿäêà ≥k . Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ïîðÿäêè âñåõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî U è Shiftm(V)
ñîâïàäàþò. Èç äîêàçàííîãî íà ýòàïå 4 ñëåäóåò, ÷òî

U ∈ {Shiftm(V), Aut(Shiftm(V))}.

Ýòàï 6. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà çíàêè ðàçíîñòåé

yUk − x0 è yVk − x0 ïðîòèâîïîëîæíû:

r rU =
x0yk

. . . . . .

r rV =
x0 yk

. . . . . .

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå (ýòàï 3), õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Z -ñëîâ V è Rev(V) ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà N , ïðè÷åì äëÿ âñåõ n > N âûðàæåíèÿ yVn − x0 è

y
Rev(V)
n − x0 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Òàêèì îáðàçîì,
ñîãëàñíî äîêàçàííîìó íà ïðåäûäóùåì ýòàïå Z -ñëîâî U ñîâïà-
äàåò ëèáî ñ ïîäõîäÿùèì ñäâèãîì Rev(V) , ëèáî ñ àâòîìîðôèç-
ìîì òàêîãî ñäâèãà.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. (2) òåîðåìû çàâåðøåíî. Ïåðåéäåì ê
ï. (1) . Îïðåäåëèì óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî
áåñêóáíûõ Z -ñëîâ � ¾îáîáùåííûé ìåòîä ðàñêà÷èâàíèÿ¿.

Ïóñòü d ∈ {0, 1} , à {γi}∞1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì x0 = 2−d

3 , W0 = W(1) = a
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è îïðåäåëèì èíäóêòèâíî i-é øàã. Ïóñòü ñëîâî Wi−1 ðàâíÿëîñü
Um èëè Vm . Íà i-ì øàãå ê ýòîìó ñëîâó äîïèñûâàåòñÿ (ñ òîé
ñòîðîíû, êîòîðàÿ áëèæå ê òî÷êå x0 ) 2γi−1 øòóê ñëîâ Um è Vm
òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ñëîâî Wi ðàâíÿëîñü Um+γi èëè Vm+γi

(ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì).

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå Wk ðàâíÿåòñÿ UΓk
èëè VΓk

, ãäå

Γk =
k∑
i=1

γi .

Êàêóþ áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γi} ìû íè âûáðàëè, äàííûé
ìåòîä ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ Z -ñëîâà èç TMZ (âñÿêîå ïîä-
ñëîâî ïîëó÷åííîãî Z -ñëîâà ëåæèò â íåêîòîðîì Wk ∈ TM );
ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö, ïðèâîäèò
ê ïîñòðîåíèþ Z -ñëîâà ïî îáû÷íîìó ìåòîäó ðàñêà÷èâàíèÿ.

Ïóñòü {hn}∞0 � áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ áåñêîíå÷-
íûì ÷èñëîì åäèíèö. Âûáåðåì d è {γn}∞1 äëÿ ïîñòðîåíèÿ
Z -ñëîâà îáîáùåííûì ìåòîäîì ðàñêà÷èâàíèÿ. Ïóñòü d = h0 ,
γ1 åñòü íîìåð ïåðâîé åäèíèöû â {hn}∞1 , à äëÿ k > 1 ÷èñëî γk
åñòü ðàçíîñòü íîìåðîâ k -é è (k−1)-é åäèíèö â {hn}∞1 (ò. å. â
{hn}∞1 åäèíèöû ñòîÿò â òî÷íîñòè íà âñåõ ïîçèöèÿõ ñ íîìåðàìè,
ðàâíûìè ÷àñòè÷íûì ñóììàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γn}).

Ïóñòü îáîáùåííûé ìåòîä ñòðîèò ïî d è {γn} Z -ñëîâî W.
Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn} � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ äëÿ W.

Òî÷êó x íàçîâåì k -êðàéíåé, åñëè ïðè ïîñòðîåíèèW îíà ÿâ-
ëÿëàñü êîíöîì îòðåçêà, çàíèìàåìîãî Wk , íî ïîïàäàëà âíóòðü
îòðåçêà, çàíèìàåìîãî Wk+1 . Ïîêàæåì, ÷òî k -êðàéíÿÿ òî÷êà
èìååò ïîðÿäîê Γk . Â ñàìîì äåëå, ñëîâî Wk ðàâíî UΓk

èëè
VΓk

; ïðè äàëüíåéøåì ïîñòðîåíèè äîáàâëÿþòñÿ ñåãìåíòû, ãà-
ðàíòèðîâàííî ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèåì áëîêîâ UΓk

è/èëè
VΓk

. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê k -êðàéíåé òî÷êè íå ìåíüøå Γk
ïî îïðåäåëåíèþ. Äàëåå, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äðóãèì êîíöîì
îòðåçêà, çàíèìàåìîãî Wk , ÿâëÿåòñÿ (k+1)-êðàéíÿÿ òî÷êà. Åå
ïîðÿäîê ñòðîãî áîëüøå Γk , òàê êàê γk+1>0 . Íî ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîíöàìè ýòîãî îòðåçêà ðàâíî 2Γk , îòêóäà ïî ñëåäñòâèþ
4.4 ïîðÿäîê k -êðàéíåé òî÷êè â òî÷íîñòè ðàâåí Γk .
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Òåïåðü ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äëÿ W. Çàìåòèì, ÷òî k -êðàéíÿÿ òî÷êà (k ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ áëè-
æàéøåé ê x0 = 1

3 (è âîîáùå ê ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (0, 1))
òî÷êîé ïîðÿäêà ≥Γk . Áîëåå òîãî, áëèæàéøàÿ ê x0 òî÷êà ïîðÿä-
êà ≥ Γk+1 (k ≥ 0) îòñòîèò îò k -êðàéíåé òî÷êè íà ðàññòîÿíèè
2Γk è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ (k+1)-êðàéíåé òî÷êîé:

�
�
�

r r r r r rW =
0 1

x0k−êðàéíÿÿ (k+1)−êðàéíÿÿ

. . . . . .

Òàêèì îáðàçîì, y1, . . . , yΓ1 ñîâïàäàþò ñ 1-êðàéíåé òî÷êîé
è â îáùåì ñëó÷àå yΓk+1, . . . , yΓk+1

ñîâïàäàþò ñ (k+1)-êðàéíåé
òî÷êîé. Òî÷êà y0 ñîâïàäàåò, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñ 0-êðàéíåé
òî÷êîé ïðè d = 1 è ñ 1-êðàéíåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî hW

0 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y0 �
0-êðàéíÿÿ òî÷êà, ò. å. d = 1 . Ïóñòü i > 0 . Èìååì hW

i = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà i = Γk äëÿ íåêîòîðîãî k . Â ðåçóëüòàòå
{hW

n } = {hn} , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàçàòåëüñòâî ï. (1) è âñåé òåîðåìû çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 4.4. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñÿ-
êîå ñèëüíî áåñêóáíîå Z -ñëîâî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (ñ òî÷íîñòüþ
äî àâòîìîðôèçìà) ìîæíî ïîñòðîèòü îáîáùåííûì ìåòîäîì ðàñ-
êà÷èâàíèÿ ñ ïîìîùüþ âûáðàííîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì åäèíèö.

Çàìå÷àíèå 4.5. Áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ¾ïî÷òè íó-
ëåâîãî¿ êëàññà (ò. å. ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì åäèíèö) ÿâëÿþòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ Z -ñëîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òàêèì
îáðàçîì, ýòîìó ¾âûðîæäåííîìó¿ êëàññó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äâà âûðîæäåííûõ êëàññà Z -
ñëîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ýòèì çàâåðøåíà õàðàêòåðèçàöèÿ
ñèëüíî áåñêóáíûõ Z -ñëîâ íà ÿçûêå áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.
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Åñëè òåïåðü çàìåòèòü, ÷òî áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóòü òî æå ñàìîå, ÷òî ω -ñëîâà â äâóõáóêâåííîì àëôàâèòå,
òî ìû ïîëó÷èì âïå÷àòëÿþùóþ ðàçíèöó â ìàñøòàáàõ ìåæäó
ìíîæåñòâàìè Z -ñëîâ è ω -ñëîâ:

AZ

OFZ

Aω

��
�
��

�
��*

Ýòîé èëëþñòðàöèåé ìû è çàêîí÷èì êóðñ êîìáèíàòîðèêè ñëîâ.
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