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Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ìèíîð ìàòðèöû (îïðåäåëåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ìèíîðîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû,

ñòîÿùåé íà ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû.

Ïîðÿäêîì ìèíîðà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê òîé ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëåì

êîòîðîé ýòîò ìèíîð ÿâëÿåòñÿ.

Åñëè A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, òî âñÿêèé åå ìèíîð åñòü
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Ïîðÿäîê óêàçàííîãî ìèíîðà ðàâåí k .
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Ìèíîð ìàòðèöû (êîììåíòàðèè)

Îäíà è òà æå ìàòðèöà ìîæåò èìåòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìèíîðîâ îäíîãî

è òîãî æå ïîðÿäêà.

Âñÿêèé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ åå ìèíîðîì 1-ãî

ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A 6= O, òî â A åñòü íåíóëåâûå ìèíîðû.

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ åå

(åäèíñòâåííûì) ìèíîðîì n-ãî ïîðÿäêà.

Ââåäåííîå â � 8 ïîíÿòèå ìèíîðà ýëåìåíòà êâàäðàòíîé ìàòðèöû

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ââåäåííîãî íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå

ïîíÿòèÿ ìèíîðà ìàòðèöû: åñëè A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n, à 1 6 i , j 6 n, òî ìèíîð Mij ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A

ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû.
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�àíã ìàòðèöû ïî ìèíîðàì

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Åñëè A 6= O, òî ðàíãîì ìàòðèöû A ïî

ìèíîðàì íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé èç ïîðÿäêîâ íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ýòîé

ìàòðèöû. �àíã íóëåâîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí 0.

�àíã ìàòðèöû A ïî ìèíîðàì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rm(A).

Â äàëüíåéøåì áóäóò îïðåäåëåíû åùå äâå ðàçíîâèäíîñòè ïîíÿòèÿ ðàíãà

ìàòðèöû (ðàíãè ìàòðèöû ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì).
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�àíã ïî ìèíîðàì è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (1)

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Óìíîæåíèå ñòðîêè ìàòðèöû íà íåíóëåâîé ñêàëÿð, ïðèáàâëåíèå îäíîé

ñòðîêè ê äðóãîé è ïåðåñòàíîâêó ñòðîê áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû.

Ëåììà 16.1

Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû íàä ïîëåì íå ìåíÿþò åå

ðàíãà ïî ìèíîðàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì, à B �

ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç òðåõ îñíîâíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ìèíîð ìàòðèöû

A. Ìàòðèöó, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìèíîð M, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç AM . Åñëè ìàòðèöà AM ðàñïîëîæåíà â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè

i
1

, i
2

, . . . , ik è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè j
1

, j
2

, . . . , jk ìàòðèöû A, òî

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííîé â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèöû B ñ

òåìè æå íîìåðàìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′
. ßñíî, ÷òî M ′

� ìèíîð ìàòðèöû

B, è ïîðÿäêè ìèíîðîâ M è M ′
ñîâïàäàþò. �àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
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�àíã ïî ìèíîðàì è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (2)

Ñëó÷àé 1: B ïîëó÷åíà èç A óìíîæåíèåì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà

íåíóëåâîé ñêàëÿð t. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ìèíîð ìàòðèöû A. Åñëè

ìàòðèöà AM íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî M ′ = M. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå 2-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé âëå÷åò, ÷òî M ′ = tM.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî M = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M ′ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè íåíóëåâûõ ìèíîðîâ â

ìàòðèöàõ A è B ñîâïàäàþò, è ïîòîìó rm(A) = rm(B).

Ñëó÷àé 2: B ïîëó÷åíà èç A ïðèáàâëåíèåì j-é ñòðîêè ìàòðèöû A ê åå i-é

ñòðîêå. Ïóñòü M � íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A. Ïîêàæåì,

÷òî â ìàòðèöå B òîæå åñòü íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà. Åñëè ìàòðèöà

AM íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî M ′ = M 6= 0. Åñëè

AM ñîäåðæèò ýëåìåíòû êàê i-é, òàê è j-é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî, â ñèëó

7-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, âíîâü ïîëó÷àåì, ÷òî M ′ = M 6= 0.

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî AM ñîäåðæèò ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ìàòðèöû A,

íî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ åå j-é ñòðîêè. Åñëè M ′ 6= 0, òî íóæíûé íàì

�àêò óñòàíîâëåí. Ïóñòü òåïåðü M ′ = 0. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ìàòðèöà AM ðàñïîëîæåíà â ïåðâûõ k ñòðîêàõ è ïåðâûõ k ñòîëáöàõ

ìàòðèöû A, i = 1 è j = k + 1 (â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå

àíàëîãè÷íî).
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�àíã ïî ìèíîðàì è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (3)

Èñïîëüçóÿ 6-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
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Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèé èç îïðåäåëèòåëåé, âîçíèêøèõ â ýòîé öåïî÷êå

ðàâåíñòâ, ÷åðåç D . Ïîñêîëüêó M +D = M ′ = 0, èìååì
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�àíã ïî ìèíîðàì è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (4)

Â ìàòðèöå, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç D , ïîìåíÿåì

ìåñòàìè ñíà÷àëà ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè, çàòåì âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêè,

. . . , íàêîíåö, (k − 1)-þ è k-þ ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå, ñäåëàâ k − 1

ïåðåñòàíîâêó ñòðîê, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü:
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Ýòîò îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû B (ìàòðèöà,

îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ, ðàñïîëîæåíà â ïåðâûõ k ñòîëáöàõ è â

ñòðîêàõ ñî âòîðîé ïî (k + 1)-þ ìàòðèöû B). Îáîçíà÷èì ýòîò ìèíîð ÷åðåç

D ′
. �àâåíñòâî (1) è 4-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé âëåêóò, ÷òî

D ′ = (−1)k−1D = (−1)kM 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B ñîäåðæèò

íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà k .

Èòàê, åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà, òî òåì æå

ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ìàòðèöà B. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê

íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû B íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíûé

ïîðÿäîê íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû A. Èíûìè ñëîâàìè, rm(A) 6 rm(B).
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�àíã ïî ìèíîðàì è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (5)

×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû B ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì òðåõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: óìíîæåíèåì j-é ñòðîêè ìàòðèöû B íà −1,
ïðèáàâëåíèåì j-é ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ê åå i-é ñòðîêå è ïîâòîðíûì

óìíîæåíèåì j-é ñòðîêè ïîëó÷åííîé ïîñëå ýòîãî ìàòðèöû íà −1. Ïåðâàÿ è

òðåòüÿ èç ýòèõ îïåðàöèé, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè ðàçáîðå ñëó÷àÿ 1), íå

ìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû ïî ìèíîðàì, à âòîðàÿ, êàê ìû òîëüêî ÷òî

óáåäèëèñü, ìîæåò ðàçâå ëèøü óâåëè÷èòü åãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

rm(B) 6 rm(A) è ïîòîìó rm(A) = rm(B).

Ñëó÷àé 3: B ïîëó÷åíà èç A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê. Â ñèëó 4-ãî ñâîéñòâà

îïðåäåëèòåëåé âñÿêèé ìèíîð ìàòðèöû B ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåí

íåêîòîðîìó ìèíîðó ìàòðèöû A. Îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî

ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ó ìàòðèö A è B ñîâïàäàþò.
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�àíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì (1)

Ëåììà 16.2

�àíã ïî ìèíîðàì ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû íàä ïîëåì ðàâåí ÷èñëó åå

íåíóëåâûõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = (aij ) � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà íàä

ïîëåì, ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê êîòîðîé ðàâíî k . Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé

ìèíîð áîëåå ÷åì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A (åñëè îí ñóùåñòâóåò, ò. å. åñëè A

ñîäåðæèò áîëåå k ñòðîê è áîëåå k ñòîëáöîâ) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì

ìàòðèöû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, è ïîòîìó ðàâåí 0 ïî 3-ìó

ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, rm(A) 6 k . Äëÿ çàâåðøåíèÿ

äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò íåíóëåâîé

ìèíîð ïîðÿäêà k .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 16. �àíã ìàòðèöû ïî ìèíîðàì



�àíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì (2)

Ìàòðèöà A èìååò âèä

A =
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, . . . , akik 6= 0. Ìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâûõ k ñòðîêàõ

ìàòðèöû A è ñòîëáöàõ ýòîé ìàòðèöû ñ íîìåðàìè i
1

, i
2

, . . . , ik , ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåòðåóãîëüíîé, è âñå ýëåìåíòû íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷íû îò 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû, ÿâëÿþùèéñÿ ìèíîðîì k-ãî

ïîðÿäêà ìàòðèöû A, îòëè÷åí îò 0.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 16. �àíã ìàòðèöû ïî ìèíîðàì



Ñëåäñòâèå î ÷èñëå íåíóëåâûõ ñòðîê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû

Èç ëåìì 16.1 è 16.2 âûòåêàåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû ïî

ìèíîðàì: íàäî ïðèâåñòè ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó è ïîñìîòðåòü,

ñêîëüêî â ïîëó÷åííîé ìàüðèöå èìååòñÿ íåíóëåâûõ ñòðîê. Êðîìå òîãî, èç

ëåìì 16.1 è 16.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äàåò îòâåò íà

âîïðîñ, ñ�îðìóëèðîâàííûé â � 7 ïîñëå çàìå÷àíèÿ 7.2.

Ñëåäñòâèå 16.1

Åñëè äàííóþ ìàòðèöó íàä ïîëåì ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïðèâîäèòü ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó, òî âñå ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû

áóäóò èìåòü îäíî è òî æå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 16. �àíã ìàòðèöû ïî ìèíîðàì


