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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê A,

åñëè AB = BA = E , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñëè ìàòðèöà, îáðàòíàÿ

ê A, ñóùåñòâóåò, òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ

ê A, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A
−1

.

Â îïðåäåëåíèè íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ðàçìåðàõ ìàòðèöû A è îáðàòíîé ê

íåé ìàòðèöû.

Çàìå÷àíèå 15.1

Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé, à

îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà,

÷òî è A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê A, ÷åðåç B. Ïóñòü

A ∈ R
m×n

, à B ∈ R
r×s

. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ AB âûòåêàåò, ÷òî

n = r , à èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ BA � ÷òî m = s. Íî òîãäà

AB ∈ R
m×m

, à BA ∈ R
n×n

. Ïîñêîëüêó AB = E = BA, ïîëó÷àåì, ÷òî m = n.

Òàêèì îáðàçîì, A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n.
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Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû (1)

Òåîðåìà 15.1

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

1) (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû) Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê A, ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà.

2) Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà, òî ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê A,

åäèíñòâåííà è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå

A
−1 =

1

|A|
· (A∨)⊤. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |A| = 0 è

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B, îáðàòíàÿ ê A. Òîãäà |AB| = |A| · |B| = 0 ïî òåîðåìå

8.1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû âûòåêàåò, ÷òî

|AB| = |E | = 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü.
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Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà. Ïîëîæèì

B = 1

|A|
· (A∨)⊤. Äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà B îáðàòíà ê A. Â ñàìîì äåëå,

èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 14.1, ïîëó÷àåì, ÷òî

AB = A ·

(

1

|A|
· (A∨)⊤

)

=
1

|A|
·
(

A · (A∨)⊤
)

=
1

|A|
· |A| · E = E ,

è, àíàëîãè÷íî, BA = E . Èòàê, ìàòðèöà B îáðàòíà ê A. Òåì ñàìûì ìû

çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî ï. 1).

2) Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû â ñïåöèàëüíîé ïðîâåðêå íå

íóæäàåòñÿ, òàê êàê âûòåêàåò èç ëåììû 4.1, à òîò �àêò, ÷òî ìàòðèöà

1

|A|
· (A∨)⊤ îáðàòíà ê A, äîêàçàí âûøå.

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî

ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî

æå ïîðÿäêà n íàä íåêîòîðûì ïîëåì ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö

îáðàçóåò ãðóïïó. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.
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Çàìå÷àíèå îá îïðåäåëåíèè îáðàòíîé ìàòðèöû

Ìàòðèöà B, îáðàòíàÿ ê A, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì ðàâåíñòâàì:

AB = E è BA = E . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, îäíàêî, ÷òî íà

ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü îäíî èç íèõ.

Çàìå÷àíèå 15.2

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöà B òàêîâà, ÷òî AB = E . Òîãäà

ìàòðèöà A îáðàòèìà è B = A
−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 8.1 |A| · |B| = |AB| = |E | = 1. Â

÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |A| 6= 0. Èç òåîðåìû 15.1 òåïåðü âûòåêàåò,

÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìà. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà AB = E ñëåâà íà

A
−1

, ïîëó÷èì A
−1(AB) = A

−1

E . Íî A
−1(AB) = (A−1

A)B = EB = B, à

A
−1

E = A
−1

. Òàêèì îáðàçîì, B = A
−1

.
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Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû

Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû

Åñëè A è B � íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå

ïîðÿäêà íàä ïîëåì F , t ∈ F è t 6= 0, òî:

1) (A−1)−1 = A;

2) (AB)−1 = B
−1

A
−1

;

3) (tA)−1 = 1

t
· A−1

;

4) (A⊤)−1 = (A−1)⊤;

5) |A−1| = 1

|A|
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1) è 2) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáùèõ

ñâîéñòâ îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, óêàçàííûõ â êóðñå ¾Âåäåíèå â

ñïåöèàëüíîñòü¿. Ñâîéñòâî 3) âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 15.2 è òîãî, ÷òî

(tA) ·
(

1

t
· A−1

)

=
(

t ·
1

t

)

· (AA−1) = 1 · E = E .

Ñâîéñòâî 4) ëåãêî âûòåêàåò èç �îðìóëû (1) è 1-ãî ñâîéñòâà

îïðåäåëèòåëåé. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.1, èìååì

|A| · |A−1| = |AA−1| = |E | = 1. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 5).
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Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GLn(F ) ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Èç òåîðåìû 8.1 âûòåêàåò, ÷òî ýòî

ìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Åñëè A ∈ GLn(F ),
òî, â ñèëó êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè ìàòðèöû, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà, îáðàòíàÿ

ê A, à èç ñâîéñòâà 5) ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî A
−1 ∈ GLn(F ).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî GLn(F ) ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé èëè îáùåé

ëèíåéíîé ãðóïïîé ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Ýòî åùå îäèí ïðèìåð

åñòåñòâåííî âîçíèêàþùåé â íàøåì êóðñå íåàáåëåâîé ãðóïïû (íàðÿäó ñ

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Sn).
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Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû

Îäèí èç ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû äàåò �îðìóëà (1). Ýòó

�îðìóëó óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðè n = 2: ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå îíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä:

(

a b

c d

)−1

=
1

ad − bc
·

(

d −b

−c a

)

. (2)

Íî ïðè áîëüøèõ n ýòîò ñïîñîá òðåáóåò âûïîëíåíèÿ áîëüøîãî îáúåìà

âû÷èñëåíèé, êîòîðûé ê òîìó æå î÷åíü áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà

ìàòðèöû: åñëè ìàòðèöà A èìååò ïîðÿäîê n, òî íåîáõîäèìî ñîñ÷èòàòü îäèí

îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà è n
2

îïðåäåëèòåëåé (n − 1)-ãî ïîðÿäêà. Íà
ñëåäóþùåì ñëàéäå áóäåò óêàçàí ìåíåå òðóäîåìêèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ

îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ñïîñîáå íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü íè îäíîãî

îïðåäåëèòåëÿ, à ñ ðîñòîì n îáúåì íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé ðàñòåò

ìåäëåííî.
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå A, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

AX = E , ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Èç àëãîðèòìà 7.1

âûòåêàåò

Àëãîðèòì 15.1 (àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû)

Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Çàïèøåì

ìàòðèöó (A | E) ðàçìåðà n × 2n. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåðâûå

n ñòîëáöîâ) ê åäèíè÷íîìó âèäó. Â ïðàâîé ÷àñòè (ò. å. â ïîñëåäíèõ n

ñòîëáöàõ) ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò çàïèñàíà ìàòðèöà A
−1

.
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Îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

è ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

�àññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B, ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Óìíîæèâ îáå åãî ÷àñòè ñëåâà íà ìàòðèöó A
−1

(ñóùåñòâóþùóþ â ñèëó êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè ìàòðèöû), ïîëó÷èì ñëåâà

A
−1(AX ) = (A−1

A)X = EX = X , à ñïðàâà � A
−1

B. Òàêèì îáðàçîì,

ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïî �îðìóëå X = A
−1

B. Àíàëîãè÷íî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå âèäà XA = B, ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ðåøàåòñÿ ïî �îðìóëå X = BA
−1

, à óðàâíåíèå âèäà

AXB = C , ãäå A è B � íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû, � ïî

�îðìóëå X = A
−1

CB
−1

.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïåðâîå èç ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì

àáçàöå óðàâíåíèé, ò. å. óðàâíåíèå AX = B, â ñëó÷àå, êîãäà B (à çíà÷èò è

X ) � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ñòîëáöà. Êàê ìû çíàåì, â ýòîì

ñëó÷àå AX = B � ýòî ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

îñíîâíîé ìàòðèöåé A. Òîò �àêò, ÷òî ìàòðèöà A êâàäðàòíà, îçíà÷àåò, ÷òî

ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé. Åñëè |A| 6= 0, òî ïî òåîðåìå Êðàìåðà

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ýòî

ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî �îðìóëå X = A
−1

B.
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