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Âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â � 4 áûëè ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö, â � 6 �

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñêàëÿð, à â � 7 � îïåðàöèÿ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû. Â òåõ æå ïàðàãðà�àõ óêàçàí ðÿä ñâîéñòâ ýòèõ

îïåðàöèé. Çäåñü ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå áîëåå ãëóáîêèå ñâîéñòâà

óêàçàííûõ îïåðàöèé, à â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì îäíó íîâóþ

îïåðàöèþ (îáðàùåíèå ìàòðèöû).
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Îòñóòñòâèå çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â êîëüöå ìàòðèö

14.1. Îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö

Â ëþáîì ïîëå F âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå çàêîíîì

ñîêðàùåíèÿ: åñëè x , y , z ∈ F , xz = yz è z 6= 0, òî x = y . Â êîëüöå ìàòðèö

ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü A è B � ìàòðèöû

ðàçìåðà m × n, ãäå n > 1, à X � ìàòðèöà ðàçìåðà n × 1, ò. å. ñòîëáåö

äëèíû n, â êîòîðîì ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû

0. Òîãäà AX � ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A, à BX � ïåðâûé ñòîëáåö

ìàòðèöû B. Åñëè ìàòðèöû A è B ðàçëè÷íû, íî èõ ïåðâûå ñòîëáöû

ñîâïàäàþò, òî AX = BX è X 6= O, íî A 6= B. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû A, B è X òàêèå, ÷òî XA = XB è X 6= O, íî A 6= B (â

êà÷åñòâå A è B ìîæíî âçÿòü ðàçëè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × n, ãäå

m > 1, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïåðâûå ñòðîêè, à â êà÷åñòâå X � ìàòðèöó

ðàçìåðà 1 ×m, ò. å. ñòðîêó äëèíû m, â êîòîðîé ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí 1, à

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0).
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Îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ

Íî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé îñëàáëåííûé àíàëîã óêàçàííîãî âûøå ñâîéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 14.1 (îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö)

Ïóñòü A è B � ìàòðèöû ðàçìåðà m × n íàä ïîëåì F . Åñëè äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû X ðàçìåðà n × 1 íàä F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AX = BX , òî

A = B. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå âåðíî, åñëè äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Y

ðàçìåðà 1 ×m íàä F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî YA = YB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A = (aij ) è B = (bij).
Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai è Bi i-å ñòîëáöû ìàòðèö A è

B ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç Xi � ìàòðèöó ðàçìåðà n× 1, ò. å. ñòîëáåö äëèíû

n, â êîòîðîì i-é ýëåìåíò ðàâåí 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. ßñíî,

÷òî AXi = Ai è BXi = Bi . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AXi = BXi , ïîëó÷àåì, ÷òî i-å

ñòîëáöû ìàòðèö A è B ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷àåì, ÷òî A = B. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî (íàäî òîëüêî ðàññìàòðèâàòü íå ñòîëáöû, à ñòðîêè ìàòðèö A è

B, à â êà÷åñòâå Xi áðàòü ìàòðèöó ðàçìåðà 1×m, ò. å. ñòðîêó äëèíû m, â

êîòîðîé i-é ýëåìåíò ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0).

Îòìåòèì, ÷òî â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè äîêàçàíî àíàëîãè÷íîå

ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò ìàòðèöû

14.2. Ìíîãî÷ëåíû, àííóëèðóþùèå ìàòðèöó

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì F . Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî n > 0

îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ìàòðèöó An
ñëåäóþùèì îáðàçîì: A0 = E , ãäå E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A, à åñëè n > 0, òî

An = An−1 · A. ßñíî, ÷òî ìàòðèöà An
ïðè ëþáîì n îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòíîé ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F , à A �

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä F . Çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f îò ìàòðèöû A

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà f (A) = anA
n + an−1

An−1 + · · ·+ a
0

E .

ßñíî, ÷òî f (A) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä F òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A.
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Ìíîãî÷ëåíû, àííóëèðóþùèå ìàòðèöó. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Îïðåäåëåíèå

�îâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f àííóëèðóåò ìàòðèöó A, åñëè f � íåíóëåâîé

ìíîãî÷ëåí è f (A) = O.

×òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, àííóëèðóþùåãî ìàòðèöó A, ââåäåì

ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì F . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A− xE , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå

ïîðÿäêà, ÷òî è A, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî x .

Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ
A
(x).
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Ñòàðøèé ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

Åñëè A = (aij), à ïîðÿäîê A ðàâåí n, òî

χ
A
(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

− x a
12

. . . a
1n

a
21

a
22

− x . . . a
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà, ïîÿâèòñÿ ëèøü îäíî ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå xn
, à èìåííî, �

(a
11

− x)(a
22

− x) · · · (ann − x). Ïîýòîìó ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x)

èìååò âèä (−1)nxn
. Â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà χ

A
(x) ðàâíà ïîðÿäêó

ìàòðèöû A.
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Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè (1)

Òåîðåìà 14.1 (òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàä

ïîëåì F àííóëèðóåò ýòó ìàòðèöó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå

ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà > 1 íàä ïîëåì F . Ìàòðèöà

(Aij ), ò. å. ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê

ýëåìåíòàì ìàòðèöû A, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé, ïðèñîåäèíåííîé ê A, è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A∨
.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Çàìå÷àíèå î ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöå

Çàìå÷àíèå 14.1

Åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî

A · (A∨)⊤ = (A∨)⊤ · A = |A| · E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = A · (A∨)⊤. Ïîëîæèì X = (xij ). ßñíî, ÷òî
xij = ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Â ñèëó 8-ãî

è 9-ãî ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé ïîëó÷àåì, ÷òî

xij =

{

|A|, åñëè i = j ,

0, åñëè i 6= j .

Ñëåäîâàòåëüíî, A · (A∨)⊤ = |A| · E . �àâåíñòâî (A∨)⊤ · A = |A| · E
ïðîâåðÿåòñÿ òî÷íî òàê æå.
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Ìàòðèöà íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ è ìíîãî÷ëåí íàä êîëüöîì ìàòðèö

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè âîçíèêíåò ìàòðèöà,

ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêóþ òàêóþ

ìàòðèöó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

�àññìîòðèì ìàòðèöó

A =





3x2 + x − 5 2x − 1 x2 + 1

−2 x2 + 2x + 1 −x2

2x2 + x + 3 x − 2 x2 − x + 1



 .

ßñíî, ÷òî

A =





3 0 1

0 1 −1
2 0 1



 · x2 +





1 2 0

0 2 0

1 1 −1



 · x +





−5 −1 1

−2 1 0

3 −2 1



 .

Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû íàä

êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ.
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Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè. Ïóñòü

χ
A
(x) = anx

n + an−1

x
n−1 + · · ·+ a

0

.

Ïîëîæèì B(x) =
(

(A− xE)∨
)⊤

. Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B(x) ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû A− xE , ò. å., ñ

òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ìèíîðû (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû. ßñíî, ÷òî

ýòè ìèíîðû ñóòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 n − 1 íàä ïîëåì F . Â ñèëó

ñêàçàííîãî íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå ìàòðèöó B(x) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 n − 1 íàä êîëüöîì F n×n

. Èíûìè ñëîâàìè,

B(x) = Bn−1

xn−1 + · · ·+ B
1

x + B
0

, ãäå B
0

,B
1

, . . . ,Bn−1

� íåêîòîðûå

êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Èç çàìå÷àíèÿ 14.1 âûòåêàåò,

÷òî (A− xE)B(x) = |A− xE | · E = χ
A
(x) · E . Ñëåäîâàòåëüíî,

(A− xE)(Bn−1

x
n−1 + · · ·+ B

1

x + B
0

) = anx
n
E + an−1

x
n−1

E + · · ·+ a
0

E .

�àñêðûâàÿ ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå,

èìååì

−Bn−1

x
n + (ABn−1

− Bn−2

)xn−1 + · · ·+ (AB
1

− B
0

)x + AB
0

=

= anx
n
E + an−1

x
n−1

E + · · ·+ a
0

E .
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Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè (3)

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, èìååì

anE = −Bn−1

, an−1

E = ABn−1

− Bn−2

, . . . , a
1

E = AB
1

− B
0

, a
0

E = AB
0

.

Óìíîæàÿ ñëåâà ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà An
, âòîðîå � íà An−1

, . . . ,

ïðåäïîñëåäíåå � íà A, ïîñëåäíåå � íà E , ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð

ðàâåíñòâ:

anA
n = −AnBn−1

,

an−1

An−1 = AnBn−1

− An−1Bn−2

,

an−2

An−2 = An−1Bn−2

− An−2Bn−3

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
1

A = A2B
1

− AB
0

,

a
0

E = AB
0

.

Ñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, èìååì

anA
n + an−1

An−1 + · · ·+ a
1

A+ a
0

E = O, ò. å. χ
A
(A) = O.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû (1)

Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò àííóëèðóþùèé åå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Íî

íåêîòîðûå ìàòðèöû ìîãóò àííóëèðîâàòüñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ìåíüøåé

ñòåïåíè. Íàïðèìåð, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, î÷åâèäíî,

àííóëèðóåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãî÷ëåíîì f (x) = x − 1.

Îïðåäåëåíèå

Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ

óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé àííóëèðóåò A è èìååò íàèìåíüøóþ

ñòåïåíü ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

Ëåììà 14.1

Ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, è ïðèòîì

òîëüêî îäèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí,

àííóëèðóþùèé äàííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ñóøåñòâóåò. Îòñþäà âûòåêàåò

ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

�àçäåëèâ ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí íà åãî ñòàðøèé êîý��èöèåíò, ïîëó÷èì

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Äîêàæåì åãî åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f
1

è f
2

�

ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû îäíîé è òîé æå ìàòðèöû A.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû (2)

Òîãäà deg f
1

= deg f
2

è ℓc(f
1

) = ℓc(f
2

). Ñëåäîâàòåëüíî, ℓm(f
1

) = ℓm(f
2

).
Ïîëîæèì g = f

1

− f
2

. Î÷åâèäíî, ÷òî deg g < deg f
1

è

g(A) = f
1

(A)− f
2

(A) = O −O = O. Åñëè g 6= o, òî ðàçäåëèâ g íà åãî

ñòàðøèé êîý��èöèåíò, ïîëó÷èì óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, àííóëèðóþùèé A,

ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå ñòåïåíè f
1

. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè

ìíîãî÷ëåíà f
1

. Ñëåäîâàòåëüíî, g = o, è ïîòîìó f
1

= f
2

.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò âàæíîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà.

Ïðåäëîæåíèå 14.2

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A äåëèò

ëþáîé àííóëèðóþùèé åå ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí, àííóëèðóþùèé ìàòðèöó A, à g �

åå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. �àçäåëèì f íà g ñ îñòàòêîì: f = qg + r , ãäå

deg r < deg g . Òîãäà f (A) = q(A)g(A) + r(A). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
f (A) = g(A) = O, ïîëó÷àåì, ÷òî r(A) = O. Åñëè r 6= o, òî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà g . Ñëåäîâàòåëüíî, r = o, è

ïîòîìó g | f .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû (3)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 14.2 è òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 14.1

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A äåëèò åå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Ñëåäñòâèå 14.1 ïîäñêàçûâàåò îäèí èç ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A: íàäî ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) íà

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè è çàòåì ïåðåáèðàòü âñåâîçìîæíûå

ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìíîæèòåëåé (ò. å. äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x)) â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ýòèõ ïðîèçâåäåíèé äî òåõ ïîð, ïîêà íå

îêàæåòñÿ, ÷òî î÷åðåäíîå ïðîèçâåäåíèå àííóëèðóåò ìàòðèöó A � îíî è

áóäåò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîé ìàòðèöû.
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Êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (îïðåäåëåíèå)

Îïðåäåëèì íîâûé òèï ìàòðèö, êîòîðûé áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â

äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé, åñëè

ñóùåñòâóþò êâàäðàòíûå ìàòðèöû A
1

, A
2

, . . . , Am òàêèå, ÷òî

A =









A
1

O . . . O

O A
2

. . . O

. . . . . . . . . . . . . .

O O . . . Am









.

Ìàòðèöû A
1

, A
2

, . . . , Am íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè êëåòêàìè èëè

ïðîñòî êëåòêàìè ìàòðèöû A.
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Êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (çàìå÷àíèÿ)

Ïîðÿäêè êëåòîê A
1

, A
2

, . . . , Am ìîãóò áûòü ëþáûìè.

Âñÿêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé, â êîòîðîé âñå êëåòêè èìåþò ïîðÿäîê 1.

Âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé ñ îäíîé êëåòêîé A
1

= A. Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ÷èñëî êëåòîê êàê ìîæíî

áîëüøå è/èëè ñàìè êëåòêè óñòðîåíû êàê ìîæíî ïðîùå.

Âñÿêàÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áîëåå ÷åì îäíîé

äèàãîíàëüíîé êëåòêîé ÿâëÿåòñÿ ïîëóðàñïàâøåéñÿ.
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Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

Ïðåäëîæåíèå 14.3

Ïóñòü A � êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ êëåòêàìè A
1

, A
2

, . . . , Am.

Òîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó

êðàòíîìó ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìàòðèö A
1

, A
2

, . . . , Am.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä

òåì æå ïîëåì, ÷òî è ìàòðèöà A, òî

f (A) =









f (A
1

) O . . . O

O f (A
2

) . . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . f (Am)









.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f (A) = O. Ïóñòü k ∈ {1, 2, . . . ,m}. Â ñèëó ñêàçàííîãî,

f (Ak) = O. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 14.2 âûòåêàåò, ÷òî ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Ak äåëèò f . Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé

ìíîãî÷ëåí, àííóëèðóþùèé ìàòðèöó A, ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðàòíûì

ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìàòðèö A
1

, A
2

, . . . , Am. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû

ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A, íàäî âçÿòü óíèòàðíûé

ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñðåäè âñåõ îáùèõ êðàòíûõ ýòèõ

ìíîãî÷ëåíîâ, ò. å. íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

ìàòðèö A
1

, A
2

, . . . , Am.
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Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïåðâîãî

ïîðÿäêà A = (λ) ðàâåí x − λ. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 14.3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 14.2

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí

(x − λ
1

)(x − λ
2

) · · · (x − λm), ãäå λ
1

, λ
2

, . . . , λm � ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû.
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