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�àöèîíàëüíûå äðîáè

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèìåíÿåì ðåçóëüòàò î ðàçëîæèìîñòè

ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé äëÿ

èçó÷åíèÿ íåêîòîðîãî îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå

�àöèîíàëüíîé äðîáüþ íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà

f
g
, ãäå

f , g ∈ F [x] è g 6= o.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ

âèäà

f
1

.

Îïðåäåëåíèÿ

�àöèîíàëüíàÿ äðîáü

f
g
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè deg f < deg g .

�àöèîíàëüíàÿ äðîáü

f
g
íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåí p, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì F , è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêèå,

÷òî g = pn
è deg f < deg p.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ïðîñòåéøàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.
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Ïðåäñòàâëåíèå î ðàöèîíàëüíîé äðîáè â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è

ïðàâèëüíîé äðîáè

Çàìå÷àíèå 13.1

Ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è

ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f
g
� ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. �àçäåëèì f íà g ñ

îñòàòêîì: f = qg + r äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ q è r , ïðè÷åì

deg r < deg g . Òîãäà
f

g
=

qg + r

g
= q +

r

g
,

ïðè÷åì äðîáü

r
g
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Ïðåäñòàâëåíèå äðîáè

f
g
â âèäå

ñóììû ìíîãî÷ëåíà q è ïðàâèëüíîé äðîáè

r
g
åäèíñòâåííî ââèäó

åäèíñòâåííîñòè ÷àñòíîãî q è îñòàòêà r .
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: �îðìóëèðîâêà

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 13.1

Ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ñóììû

ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü íàä

ïîëåì R â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé èãðàåò âàæíóþ ðîëü â

êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü

f
g
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

äðîáü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ℓc(g) = 1 (â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçäåëèòü êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ f è g íà

ℓc(g)). Ïóñòü g = p
k
1

1

p
k
2

2

· · · pkn
n � ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà g íà

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äðîáü

f
g
ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ðàçîáüåì íà äâà øàãà. Íà

ïåðâîì øàãå ìû äîêàæåì, ÷òî äðîáü

f
g
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

ñóììà ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, ó êàæäîé èç êîòîðûõ

çíàìåíàòåëü åñòü ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Íà âòîðîì øàãå

áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü, ó êîòîðîé

çíàìåíàòåëü åñòü ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (2)

Øàã 1. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî

f

g
=

f
1

pk
1

1

+
f
2

pk
2

2

+ · · ·+
fn

pkn
n

(1)

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ f
1

, f
2

, . . . , fn òàêèõ, ÷òî deg fi < deg pki
i äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , n.

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: åñëè n = 1, òî ðàâåíñòâî (1) âûïîëíåíî ïðè

f
1

= f .

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü n > 1. Ïîëîæèì g
1

= pk
1

1

è g
2

= pk
2

2

· · · pkn
n .

Ìíîãî÷ëåíû g
1

è g
2

âçàèìíî ïðîñòû. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1 ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåíû u è v òàêèå, ÷òî ug
1

+ vg
2

= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, f = fug
1

+ fvg
2

.

�àçäåëèì fu íà g
2

ñ îñòàòêîì: fu = qg
2

+ r , ãäå deg r < deg g
2

. Èìååì:

f = fug
1

+ fvg
2

= (qg
2

+ r)g
1

+ fvg
2

= rg
1

+ (qg
1

+ fv)g
2

.

Ïîëîæèì f
1

= qg
1

+ fv . Òîãäà f = rg
1

+ f
1

g
2

, îòêóäà

f

g
=

f
1

g
2

+ rg
1

g
1

g
2

=
f
1

g
1

+
r

g
2

.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (3)

Íàïîìíèì, ÷òî g
2

= pk
2

2

· · · pkn
n è deg r < deg g

2

. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü

ê äðîáè

r
g
2

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è çàêëþ÷èòü, ÷òî

r

g
2

=
f
2

pk
2

2

+ · · ·+
fn

pkn
n

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ f
2

, . . . , fn òàêèõ, ÷òî deg fi < deg pki
i äëÿ âñåõ

i = 2, . . . , n. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàâåðøèòü øàã 1, îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî

deg f
1

< deg g
1

. ßñíî, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

deg f
1

+ deg g
2

< deg g
1

+ deg g
2

, êîòîðîå ìû è äîêàæåì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

f − rg
1

= f
1

g
2

, ïîëó÷àåì, ÷òî

deg f
1

+ deg g
2

= deg(f
1

g
2

) = deg(f − rg
1

) 6 max
{

deg f , deg(rg
1

)
}

.

Ïîñêîëüêó deg f < deg g = deg(g
1

g
2

) = deg g
1

+ deg g
2

è

deg(rg
1

) = deg r + deg g
1

< deg g
2

+ deg g
1

, ïîëó÷àåì, ÷òî

deg f
1

+ deg g
2

6 max
{

deg f , deg(rg
1

)
}

< deg g
1

+ deg g
2

.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (4)

Øàã 2. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (1), ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì âèäå ïðåäñòàâèìà âñÿêàÿ

ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü âèäà

h

wk , ãäå w � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí è

deg h < degwk
. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k .

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: åñëè k = 1, òî deg h < degw è äðîáü

h

wk = h
w

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü k > 1. �àçäåëèì h íà w ñ îñòàòêîì:

h = qw + r , ãäå deg r < degw . Òîãäà

h

wk
=

qw + r

wk
=

q

wk−1

+
r

wk
.

Äðîáü

r

wk ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé, ïîñêîëüêó deg r < degw . Îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî äðîáü

q

wk−1

ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

ýòà äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó

deg r < degw 6 deg qw , èç ðàâåíñòâà h = qw + r âûòåêàåò, ÷òî

deg h = deg qw . Ñëåäîâàòåëüíî, deg qw = deg h < degwk
. Èíûìè ñëîâàìè,

deg q + degw < k degw , îòêóäà deg q < (k − 1) degw = degwk−1

. Ìû

äîêàçàëè, ÷òî äðîáü

q

wk−1

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (5)

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðîáü

f
g
äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

f

g
=

a
1

pk
1

1

+ · · ·+
am

pkm
m

è

f

g
=

b
1

qℓ
1

1

+ · · ·+
bn

qℓn
n

(èìååòñÿ â âèäó, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êàæäîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ âñå

çíàìåíàòåëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íî íåêîòîðûå èç ìíîãî÷ëåíîâ p
1

, . . . , pm,

ðàâíî êàê è íåêîòîðûå èç ìíîãî÷ëåíîâ q
1

, . . . , qn ìîãóò ñîâïàäàòü).

�àçóìååòñÿ, âñå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ

ìîæíî ñ÷èòàòü íåíóëåâûìè. Òîãäà

a
1

p
k
1

1

+ · · ·+
am

pkm
m

=
b
1

q
ℓ
1

1

+ · · ·+
bn

qℓn
n

. (2)

Åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ñîäåðæàò îäíî è òî æå

ñëàãàåìîå, âû÷åðêíåì åãî èç îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Ïðîäåëàåì ýòî äëÿ

âñåõ ïàð îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî

0 = 0, çíà÷èò èñõîäíî ìû èìåëè äâà ñîâïàäàþùèõ ðàçëîæåíèÿ äðîáè

f
g
â

ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî âûøå ïðîöåññà â ðàâåíñòâå (2)

áóäóò âû÷åðêíóòû íå âñå ñëàãàåìûå.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (6)

Ïåðåíåñÿ âñå îñòàâøèåñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëàãàåìûå â ëåâóþ

÷àñòü ñ îáðàòíûì çíàêîì è èçìåíèâ îáîçíà÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

âèäà

s
1

t
1

+ · · ·+
sr

tr
= 0. (3)

Âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè

äðîáÿìè. Â ÷àñòíîñòè, t
1

= pk
äëÿ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

p è íåêîòîðîãî ÷èñëà k . Åñëè r = 1, òî åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå â ëåâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (3), ñîâïàäàþùåå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ñ îäíèì èç

ñëàãàåìûõ ðàâåíñòâà (2), ðàâíî íóëþ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåé

äîãîâîðåííîñòè î òîì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (2)

ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, r > 1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k � ýòî íàèáîëüøàÿ èç

ñòåïåíåé, â êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí p âõîäèò â çíàìåíàòåëè äðîáåé

s
1

t
1

, . . . ,

sr
tr

(åñëè ýòî íå òàê, òî ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ìîæíî

ïîìåíÿòü ìåñòàìè). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñÿêîãî i = 2, . . . , r , ëèáî

ti = pm
, ãäå m < k , ëèáî ti èìååò âèä qℓ

, ãäå q � íåïðèâîäèìûé

ìíîãî÷ëåí, îòëè÷íûé îò p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ

äðîáåé, ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3), ó êîòîðûõ çíàìåíàòåëü

èìååò âòîðîé èç óêàçàííûõ òîëüêî ÷òî âèäîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (7)

Èç ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû p è Q âçàèìíî

ïðîñòû. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) íà pk−1Q. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

âèäà

s
1

Q
p

+ R = 0, ãäå R � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

s
1

Q = −pR . Òàêèì îáðàçîì, p | (s
1

Q). Ïîñêîëüêó p âçàèìíî ïðîñò ñ Q, èç

ï. 2) ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî p | s
1

. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

äðîáü

s
1

pk
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé, è ïîòîìó deg s

1

< deg p.
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