
� 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè.

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà (1)

11.1. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè

Ïóñòü f (x) = αnx
n + αn−1

xn−1 + · · ·+ α
1

x + α
0

� ìíîãî÷ëåí íàä êîëüöîì

R . Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå èç êîëüöà R â ñåáÿ,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó ξ ∈ R ýëåìåíò f (ξ) ∈ R ,

îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

f (ξ) = αnξ
n + αn−1

ξ
n−1 + · · ·+ α

1

ξ + α
0

.

Ýëåìåíò f (ξ) êîëüöà R íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f (x) â êîëüöå R

ïðè x = ξ (èëè â òî÷êå x).

Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè ÷àñòî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ

çàäà÷à. Èññëåäóåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ (îòîáðàæåíèå) f (x) èç ïîëÿ F â

ñåáÿ. Èçâåñòíû çíà÷åíèÿ �óíêöèè f (x) â òî÷êàõ x
0

, x
1

, . . . , xn: f (x0) = y
0

,

f (x
1

) = y
1

, . . . , f (xn) = yn. Òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü (ïðèáëèçèòü) ýòó

�óíêöèþ ìíîãî÷ëåíîì, ò. å. íàéòè ìíîãî÷ëåí p(x) íàèìåíüøåé âîçìîæíîé

ñòåïåíè íàä ïîëåì F òàêîé, ÷òî p(x
0

) = y
0

, p(x
1

) = y
1

, . . . , p(xn) = yn.

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì

ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðó ïàð

(x
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, y
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), (x
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Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà (2)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé ëþáîìó íàáîðó ïàð (1), ñóùåñòâóåò è

îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè 6 n íàä äàííûì ïîëåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè

çíà÷åíèÿìè â n + 1 òî÷êå.

Òåîðåìà 11.1

Ïóñòü F � ïîëå, ñîäåðæàùåå > n ýëåìåíòîâ, ξ
0

, ξ
1

, . . . , ξn � ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ F , à α
0

, α
1

, . . . , αn � åãî ïðîèçâîëüíûå

ýëåìåíòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäèí, ìíîãî÷ëåí p(x)
ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì F òàêîé, ÷òî p(ξi) = αi äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

� ïðîèçâîëüíûé

ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F . Åñëè p(ξi) = αi äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n, òî

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
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Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà (3)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ñêàëÿðîâ (a
0

, a
1

, . . . , an) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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+ ξnx1 + ξ2nx2 + · · · + ξnnxn = αn.

(2)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

ñèñòåìà (2) èìååò ðåøåíèå, è ïðèòîì òîëüêî îäíî.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî òàê. Ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé, à åå

îïðåäåëèòåëåì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ñêàëÿðû ξ
0

, ξ
1

, . . . , ξn ïîïàðíî ðàçëè÷íû,

V (ξ
0

, ξ
1

, . . . , ξn) 6= 0 â ñèëó ñëåäñòâèÿ 8.4. Èç òåîðåìû Êðàìåðà òåïåðü

âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì ðîâíî îäíî.
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Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà (4)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.1 óêàçûâàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðó ïàð

(1): ÷òîáû íàéòè åãî êîý��èöèåíòû, íàäî ðåøèòü ñèñòåìó (2). Â îáùåì

ñëó÷àå ýòîò ñïîñîá âåñüìà òðóäîåìîê. Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà, òðåáóþùèé ìåíüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé.

Äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . , n ïîëîæèì

pi (x) =
x − x

0

xi − x
0

·
x − x

1

xi − x
1

· . . . ·
x − xi−1

xi − xi−1

·
x − xi+1

xi − xi+1
· . . . ·

x − xn

xi − xn
. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî deg pi (x) = n, pi(xi ) = 1 è pi (xj ) = 0 ïðè j = 0, 1, . . . , n,

j 6= i . Äàëåå, ïîëîæèì

p(x) = y
0

p
0

(x) + y
1

p
1

(x) + · · ·+ ynpn(x). (4)

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . , n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

p(xi) = y
0

p
0

(xi ) + y
1

p
1

(xi ) + · · ·+ yi−1

pi−1

(xi ) +

+ yipi (xi ) + yi+1pi+1(xi ) + · · ·+ ynpn(xi ) =

= y
0

· 0+ y
1

· 0 + · · ·+ yi−1

· 0+ yi · 1+

+ yi+1 · 0 + · · ·+ yn · 0 = yi .

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî deg p(x) 6 n.
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Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà (5)

Èç òåîðåìû 11.1 âûòåêàåò, ÷òî äðóãèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 deg p(x),
êîòîðûå â òî÷êàõ x

0

, x
1

, . . . , xn ïðèíèìàëè áû çíà÷åíèÿ y
0

, y
1

, . . . , yn
ñîîòâåòñòâåííî, íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, p(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé

ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðó ïàð (1).
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Äâà ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ (1)

11.2. Äâà ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

Âñþäó ðàíåå ìû, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî â ÿâíîì âèäå, èìåëè â âèäó, ÷òî

ìíîãî÷ëåíû f è g ðàâíû, åñëè ó íèõ ðàâíû êîý��èöèåíòû ïðè xk
äëÿ

âñåõ íàòóðàëüíûõ k è ðàâíû ñâîáîäíûå ÷ëåíû. Åñëè âåðíóòüñÿ ê

èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåíà êàê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî êîëüöà, òî ýòî îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: ìíîãî÷ëåíû f = (α
0

, α
1

, . . . , αn, . . . ) è
g = (β

0

, β
1

, . . . , βn, . . . ) íàä îäíèì è òåì æå êîëüöîì R ðàâíû, åñëè

αi = βi äëÿ âñåõ i > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g

ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàïèñü f = g âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåò îçíà÷àòü (êàê è âñþäó ðàíåå

îçíà÷àëà), ÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè, òî ìîæíî ââåñòè äðóãîå

ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. �îâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g íàä îäíèì

è òåì æå êîëüöîì R ðàâíû êàê �óíêöèè, åñëè f (ξ) = g(ξ) äëÿ ëþáîãî

ξ ∈ R . Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ýêâèâàëåíòíû ëè äâà ââåäåííûõ

ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ?
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Äâà ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ (2)

Çàìå÷àíèå 11.1

Åñëè ìíîãî÷ëåíû f è g íàä îäíèì è òåì æå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì

êîëüöîì R ñ 1 ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî îíè ðàâíû è êàê

�óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ f = g = αnx
n + αn−1

xn−1 + · · ·+ α
0

äëÿ

íåêîòîðûõ α
0

, α
1

, . . . , αn ∈ R , è ïîòîìó

f (ξ) = g(ξ) = αnξ
n + αn−1

ξn−1 + · · ·+ α
0

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R .

Íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ â îáùåì

ñëó÷àå íåâåðíà.

Ïðèìåð 11.1

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF(2) = {0, 1}, òî
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x2 = x . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíû x2 è x íàä

ïîëåì GF(2) ðàâíû êàê �óíêöèè. Â òî æå âðåìÿ, î÷åâèäíî, ÷òî îíè íå

ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä

ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëåì.
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Äâà ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ (3)

Íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä

áåñêîíå÷íûì ïîëåì ïðèìåðîâ òàêîãî ðîäà íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå 11.1

Ìíîãî÷ëåíû f è g íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F ðàâíû êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíû êàê �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 11.1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì n = max{deg f , deg g}. Ïîñêîëüêó ïîëå F

áåñêîíå÷íî, ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñêàëÿðû ξ
0

, ξ
1

, . . . , ξn ∈ F .

Ïðè ýòîì f (ξi) = g(ξi ) äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n, ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû f è

g ðàâíû êàê �óíêöèè. Äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . , n ïîëîæèì

f (ξi) = g(ξi) = αi . Òîãäà f è g � èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû,

ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðó ïàð (ξ
0

, α
0

), (ξ
1

, α
1

), . . . , (ξn, αn) è
deg f , deg g 6 n. Íî ïî òåîðåìå 11.1 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ìíîãî÷ëåí ñ

òàêèìè ñâîéñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, f = g .
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Òåîðåìà Áåçó (1)

11.3. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Òåîðåìà 11.2 (òåîðåìà Áåçó)

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä

ïîëåì F , α ∈ F , à q(x) è r(x) � ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f (x) íà x − α ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

(i) r(x) = f (α);

(ii) q(x) = bn−1

xn−1 + bn−2

xn−2 + · · ·+ b
0

, ãäå bn−1

= an è

bk = ak+1 + αbk+1 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n − 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïî óñëîâèþ, f (x) = q(x)(x − α) + r(x), ãäå
deg r < deg(x − α). Ïîñêîëüêó deg(x − α) = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî deg r(x) 6 0,

ò. å. r(x) ∈ F . Òàêèì îáðàçîì, r(x) � ñêàëÿð, íå çàâèñÿùèé îò x . Ïîýòîìó

äàëåå âìåñòî r(x) áóäåì ïèñàòü r . Ïîäñòàâèâ α âìåñòî x â ðàâåíñòâî

f (x) = q(x)(x − α) + r , èìååì f (α) = q(α) · 0 + r , îòêóäà r = f (α).
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Òåîðåìà Áåçó (2)

(ii) ßñíî, ÷òî deg
(

q(x)(x − α)
)

> deg(x − α) = 1 > deg r . Ó÷èòûâàÿ
çàìå÷àíèå 10.2, èìååì:

deg f (x) = deg
(

q(x)(x − α) + r
)

= deg
(

q(x)(x − α)
)

=

= deg q(x) + deg(x − α) = deg q(x) + 1,

îòêóäà deg q(x) = deg f (x)− 1 = n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

q(x) = bn−1

xn−1 + bn−2

xn−2 + · · ·+ b
0

äëÿ íåêîòîðûõ b
0

, b
1

, . . . , bn−1

∈ F .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r = f (α) â ñèëó ï. (i), èìååì:

anx
n + an−1

x
n−1 + · · ·+ a

1

x + a
0

=

= (bn−1

x
n−1 + bn−2

x
n−2 + · · ·+ b

1

x + b
0

)(x − α) + f (α) =

= bn−1

x
n + (−αbn−1

+ bn−2

)xn−1 + · · ·+ (−αb
1

+ b
0

)x +

+
(

−αb
0

+ f (α)
)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, bn−1

= an, −αbn−1

+ bn−2

= an−1

, . . . , −αb
1

+ b
0

= a
1

,

−αb
0

+ f (α) = a
0

, îòêóäà âûòåêàþò âñå òðåáóåìûå ðàâåíñòâà.
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Ñõåìà �îðíåðà

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f (x) ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâó÷ëåí x − α

¾íàïðÿìóþ¿, ò. å. ñòîëáèêîì. Íî òåîðåìà Áåçó ïîçâîëÿåò óêàçàòü áîëåå

êîìïàêòíûé è óäîáíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ýòîò ñïîñîá èçâåñòåí

êàê ñõåìà �îðíåðà. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷àñòíîå

q(x) è îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

íà äâó÷ëåí x − α. Ñîñòàâèì

òàáëèöó èç äâóõ ñòðîê. Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèøåì êîý��èöèåíòû

ìíîãî÷ëåíà f (x) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ èíäåêñîâ: an, an−1

, . . . , a
1

, a
0

. Â

ïåðâóþ êëåòêó âòîðîé ñòðîêè ïåðåíåñåì ÷èñëî èç ïåðâîé êëåòêè ïåðâîé

ñòðîêè. Êàæäîå ïîñëåäóþùåå ÷èñëî âòîðîé ñòðîêè áóäåì âû÷èñëÿòü

ïóòåì óìíîæåíèÿ ïðåäûäóùåãî (òîëüêî ÷òî íàéäåííîãî) ÷èñëà èç âòîðîé

ñòðîêè íà α è ñëîæåíèÿ ðåçóëüòàòà ñ ÷èñëîì èç ïåðâîé ñòðîêè, ñòîÿùèì

íàä çàïîëíÿåìîé êëåòêîé âòîðîé ñòðîêè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó, â

ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ äåéñòâèé âî âñåõ êëåòêàõ âòîðîé ñòðîêè, êðîìå

ïîñëåäíåé, ñëåâà íàïðàâî áóäóò âûïèñàíû êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà q(x)
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èíäåêñîâ, à â åå ïîñëåäíåé êëåòêå áóäåò ñòîÿòü

ñêàëÿð, ðàâíûé r(x). Îáû÷íî, äëÿ óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé,
ñêàëÿð α çàïèñûâàþò âî âòîðîé ñòðîêå ñëåâà îò åå ïåðâîãî ýëåìåíòà.
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Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà. Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F . Ýëåìåíò α ∈ F íàçûâàåòñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà f (x), åñëè f (α) = 0 (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè α � êîðåíü

óðàâíåíèÿ f (x) = 0).

Èç òåîðåìû Áåçó âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 11.1 (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó)

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F è α ∈ F . Ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà f (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f (x) = q(x)(x − α) äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q(x) ∈ F [x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó òåîðåìû Áåçó,

f (x) = q(x)(x − α) + f (α)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q(x). Åñëè α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî
f (α) = 0, è ïîòîìó f (x) = q(x)(x − α). Èç ï. (ii) òåîðåìû Áåçó âûòåêàåò,

÷òî q(x) ∈ F [x].

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè f (x) = q(x)(x − α), òî

f (α) = q(α)(α− α) = q(α) · 0 = 0.
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Êðàòíîñòü êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ α ìíîãî÷ëåíà f (x),
åñëè f (x) = g(x)(x − α)k äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) òàêîãî, ÷òî
g(α) 6= 0. Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ êðàòíûì, åñëè åãî êðàòíîñòü

> 1, è ïðîñòûì, åñëè îíà ðàâíà 1. ×òîáû óïðîñòèòü ðàññóæäåíèÿ, íàì

áóäåò èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿð, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà f , êàê êîðåíü f êðàòíîñòè 0.

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì F , à α
1

, α
2

, . . . , αm � åãî

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè â ýòîì ïîëå. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m

îáîçíà÷èì ÷åðåç ki êðàòíîñòü êîðíÿ αi . Òîãäà f (x) äåëèòñÿ íà

(x − α
1

)k1(x − α
2

)k2 · · · (x − αm)
km
, è ïîòîìó k

1

+ k
2

+ · · ·+ km 6 deg f .
Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ

êðàòíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 11.2

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 íàä ïîëåì F . Ñóììà êðàòíîñòåé âñåõ

êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f , à çíà÷èò, è ÷èñëî åãî êîðíåé íå ïðåâîñõîäèò n. Â

÷àñòíîñòè, ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f êîíå÷íî.
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Òåîðåìà Âèåòà (1)

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíî óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå â

øêîëå òåîðåìîé Âèåòà: åñëè x
1

è x
2

� êîðíè óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0,

ãäå a 6= 0, òî x
1

+ x
2

= − b
a
è x

1

x
2

= c
a
. Â äåéñòâèòåëüíîñòè òåîðåìà Âèåòà

� ýòî íàìíîãî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. ×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü åãî,

ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Åñëè λ
1

, λ
2

, . . . , λn � (íå îáÿçàòåëüíî

ðàçëè÷íûå) ýëåìåíòû ïîëÿ F è 1 6 k 6 n, ïîëîæèì

σk(λ1, λ2, . . . , λn) =
∑

16i
1

<i
2

<···<ik6n

λi
1

λi
2

· · ·λik

(èíûìè ñëîâàìè, σk(λ1, λ2, . . . , λn) � ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé

k ýëåìåíòîâ èç λ
1

, λ
2

, . . . , λn).

Òåîðåìà 11.3 (òåîðåìà Âèåòà)

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0

íàä ïîëåì F , èìåþùèé â ýòîì ïîëå n êîðíåé λ
1

, λ
2

, . . . , λn (åñëè êàæäûé

êîðåíü ñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü). Äëÿ âñÿêîãî

k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

an−k

an
= (−1)kσk(λ1, . . . , λn) .
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Òåîðåìà Âèåòà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ f (x) = an(x − λ
1

)(x − λ
2

) · · · (x − λn). Êîãäà
ìû áóäåì ðàñêðûâàòü ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, òî âçÿâ x èç

íåêîòîðûõ n − k ñêîáîê è ñâîáîäíûå ÷ëåíû âèäà λi èç îñòàâøèõñÿ k

ñêîáîê, ìû ïîëó÷èì (−1)kanλi
1

· · ·λik x
n−k

äëÿ íåêîòîðûõ i
1

, i
2

, . . . , ik
òàêèõ, ÷òî 1 6 i

1

< i
2

< · · · < ik 6 n. Ïðîñóììèðîâàâ âñå òàêèå ñëàãàåìûå,

ìû ïîëó÷èì (−1)kanσk(λ1, . . . , λn)x
n−k

. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà

óêàçàííûõ ñëàãàåìûõ ðàâíà an−kx
n−k

. Îòñþäà âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå

óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè åãî ñòàðøèé êîý��èöèåíò ðàâåí

1.

Èç òåîðåìû Âèåòà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 11.3

Ïóñòü f (x) = xn + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè n > 0 íàä ïîëåì F , èìåþùèé â ýòîì ïîëå n êîðíåé λ
1

, λ
2

, . . . , λn

(åñëè êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü). Äëÿ

âñÿêîãî k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

an−k = (−1)kσk(λ1, . . . , λn).
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

11.4. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïàðàãðà�à ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ

íàä òðåìÿ îñíîâíûìè ÷èñëîâûìè ïîëÿìè: C, R è Q. Íà÷íåì ñ ñàìîãî

áîëüøîãî èç íèõ � ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò

ñëåäóþùèé �óíäàìåíòàëüíûé �àêò.

Òåîðåìà 11.4 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû)

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì C èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà, è ïîòîìó

ìû íå áóäåì åãî ïðèâîäèòü.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû (êîììåíòàðèè)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû � ïðèìåð ¾÷èñòîé òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ¿: íè ñàìà ýòà òåîðåìà, íè åå äîêàçàòåëüñòâî íå äàþò

íèêàêîé èí�îðìàöèè î òîì, êàê èñêàòü êîìïëåêñíûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C.

Ñâîé ãðîìêèé òèòóë (¾îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû¿) ýòà òåîðåìà

ïîëó÷èëà â êîíöå XVIII âåêà, êîãäà îíà áûëà äîêàçàíà �àóññîì. Â òî

âðåìÿ îí ñîîòâåòñòâîâàë äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîñêîëüêó ðåøåíèå

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ò. å. ïîèñê êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ,

ðàññìàòðèâàëîñü òîãäà êàê îñíîâíàÿ çàäà÷à àëãåáðû. Ñåé÷àñ ýòî

íàçâàíèå ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü òîëüêî êàê òðàäèöèîííîå è

èñòîðè÷åñêîå.
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�àçëîæèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä C íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä C è deg f = n > 0. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû

ìíîãî÷ëåí f èìååò íåêîòîðûé êîðåíü α
1

. Íî òîãäà, ïî ñëåäñòâèþ èç

òåîðåìû Áåçó, f (x) = (x − α
1

)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g . ßñíî,

÷òî deg g = n − 1. Åñëè n − 1 > 0, òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû

ìíîãî÷ëåí g èìååò íåêîòîðûé êîðåíü α
2

, è ïîòîìó

f (x) = (x − α
1

)g(x) = (x − α
1

)(x − α
2

)h(x)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h ñòåïåíè n − 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû

÷åðåç n øàãîâ ïðåäñòàâèì f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé

è ìíîãî÷ëåíà íóëåâîé ñòåïåíè (ò. å. ýëåìåíòà ïîëÿ C). Èíûìè ñëîâàìè,

f (x) = a(x − α
1

)(x − α
2

) · · · (x − αn) = (ax − aα
1

)(x − α
2

) · · · (x − αn),

ãäå a, α
1

, α
2

, . . . , αn ∈ C. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 11.4

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 íàä ïîëåì C ðàçëîæèì â ïðîèçâåäåíèå n

ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.
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×èñëî êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì C

Èç ñëåäñòâèÿ 11.4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 11.5

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 íàä ïîëåì C èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ

êîðíåé, åñëè êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî

êðàòíîñòü.

Òî æå ñàìîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

!! ñóììà êðàòíîñòåé âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì C

ðàâíà ñòåïåíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Ëåììà î ìîäóëå ñòàðøåãî ÷ëåíà (1)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå íåñëîæíîå íàáëþäåíèå.

Ëåììà 11.1 (ëåììà î ìîäóëå ñòàðøåãî ÷ëåíà)

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0

íàä ïîëåì C, à k � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîëîæèì A = max
{

|a
0

|, |a
1

|, . . . , |an−1

|
}

. Åñëè ξ ∈ C è |ξ| > kA
|an|

+ 1, òî

|anξ
n| > k · |an−1

ξ
n−1 + · · ·+ a

1

ξ + a
0

|. (5)

Ïîñêîëüêó â �îðìóëèðîâêå ëåììû ðå÷ü èäåò î ìíîãî÷ëåíå íàä ïîëåì

C, ïîä ìîäóëåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ëåììà î ìîäóëå ñòàðøåãî ÷ëåíà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ x ìîäóëü ñòàðøåãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà

ñòàíîâèòñÿ â ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî ðàç áîëüøå ìîäóëÿ

ñóììû âñåõ îñòàëüíûõ åãî ÷ëåíîâ.
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Ëåììà î ìîäóëå ñòàðøåãî ÷ëåíà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå:

|an−1

ξ
n−1 + · · ·+ a

1

ξ + a
0

|

6 |an−1

ξ
n−1|+ · · ·+ |a

1

ξ|+ |a
0

| ïîñêîëüêó |x + y | 6 |x |+ |y |

= |an−1

| · |ξ|n−1 + · · ·+ |a
1

| · |ξ|+ |a
0

| ïîñêîëüêó |xy | = |x | · |y |

6 A
(

|ξ|n−1 + · · ·+ |ξ|+ 1

)

ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà A

= A ·
|ξ|n − 1

|ξ| − 1

ïî �îðìóëå ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

6 A ·

(

|ξ|n − 1

)

· |an|

kA
ïîñêîëüêó |ξ| − 1 >

kA

|an|

=
|an| ·

(

|ξ|n − 1

)

k

<
|an| · |ξ|

n

k

=
|anξ

n|

k
ïîñêîëüêó |xy | = |x | · |y |.

Èòàê, |an−1

ξn−1 + · · ·+ a
1

ξ + a
0

| < |anξ
n|

k
. Ïîñêîëüêó k > 0, ýòî

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (5).
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Ïðåäëîæåíèå î ìîäóëå êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì C ïîëîæèì

Rf =
max

{

|a
0

|, |a
1

|, . . . , |an−1

|
}

|an|
+ 1.

Ïðåäëîæåíèå 11.2

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0

íàä ïîëåì C. Åñëè ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî |ξ| < Rf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ξ ∈ C è |ξ| > Rf , òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (5) ïðè

k = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

|anξ
n| > |an−1

ξ
n−1 + · · ·+ a

1

ξ + a
0

|,

è ïîòîìó f (ξ) = anξ
n + an−1

ξn−1 + · · ·+ a
1

ξ + a
0

6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî |ξ| < Rf .
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Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â òåðìèíàõ óïîìèíàâøåéñÿ â � 5 ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðåäëîæåíèå 11.2 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîðåíü ξ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì C ðàñïîëàãàåòñÿ

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âíóòðè êðóãà ðàäèóñà Rf ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Ýòîò �àêò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 1. Îêðóæíîñòü,

îãðàíè÷èâàþùàÿ óïîìÿíóòûé êðóã, èçîáðàæåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé,

ïîñêîëüêó ξ íå ìîæåò ëåæàòü íà íåé.

s

r

s

Rf x

y

ξ

�èñ. 1. Êîðåíü ξ ìíîãî÷ëåíà f íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
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Ëåììà î êîðíÿõ è êîìïëåêñíîé ñîïðÿæåííîñòè (1)

Çàâåðøàÿ èçó÷åíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C, äîêàæåì

ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 11.2

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì C, âñå êîý��èöèåíòû êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à γ � êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òîãäà ÷èñëî γ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f (x) òîé æå êðàòíîñòè, ÷òî è

γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = αnx
n + αn−1

xn−1 + · · ·+ α
1

x + α
0

. Òîãäà

αnγ
n + αn−1

γn−1 + · · ·+ α
1

γ + α
0

= 0. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïåðàöèè

ñîïðÿæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è òîò �àêò, ÷òî α = α äëÿ âñÿêîãî α ∈ R,

èìååì:

f ( γ ) = αnγ
n + αn−1

γ
n−1 + · · ·+ α

1

γ + α
0

=

= αn · γ
n + αn−1

· γ n−1 + · · ·+ α
1

· γ + α
0

=

= αn · γn + αn−1

· γn−1 + · · ·+ α
1

· γ + α
0

=

= αnγn + αn−1

γn−1 + · · ·+ α
1

γ + α
0

=

= αnγn + αn−1

γn−1 + · · ·+ α
1

γ + α
0

= 0 = 0.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî γ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x).
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Ëåììà î êîðíÿõ è êîìïëåêñíîé ñîïðÿæåííîñòè (2)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî γ è γ � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f (x) îäíîé è òîé æå

êðàòíîñòè. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ � êîðåíü f (x) êðàòíîñòè k ,

γ � êîðåíü f (x) êðàòíîñòè m è k 6= m. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî k > m. Ïîëîæèì g(x) = (x − γ)(x − γ) = x2 − (γ + γ)x + γγ.

Ïîñêîëüêó γ + γ, γγ ∈ R äëÿ ëþáîãî γ ∈ C, ïîëó÷àåì, ÷òî g(x) �
ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. ßñíî, ÷òî gm | f . Èíûìè
ñëîâàìè, f = gmh äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h. Êàê ÷àñòíîå ìíîãî÷ëåíîâ

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, ìíîãî÷ëåí h òàêæå èìååò

äåéñòâèòåëüíûå êîý��èöèåíòû. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî h äåëèòñÿ íà

(x − γ)k−m
, ïîñêîëüêó f äåëèòñÿ íà (x − γ)k . Ñëåäîâàòåëüíî, γ � êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà h. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ÷èñëî γ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì h.

Íî òîãäà γ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f êðàòíîñòè > m. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íå÷åòíîé ñòåïåíè

11.5. Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì

R. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû â

äàííîì ñëó÷àå ìåñòà íå èìååò: äåéñòâèòåëüíûå êîðíè åñòü íå ó âñåõ

ìíîãî÷ëåíîâ èç R[x]. Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì, ïîäòâåðæäàþùèì ýòî,

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí x2 + 1. Çàìåòèì, ÷òî îí èìååò ÷åòíóþ ñòåïåíü. Ýòî íå

ñëó÷àéíî, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 11.3

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì R èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ

äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ îïèðàåòñÿ íà �àêòû èç

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì.
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Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 11.3 (1)

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà, ìíîãî÷ëåíû íàä R ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè èç R â

R. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Áîëüöàíî�Êîøè: åñëè �óíêöèÿ g èç R â R íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [c, d ] è
÷èñëà g(c) è g(d) èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî g(ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

ξ ∈ (c, d) (ñì. ðèñ. 2).

s s s
c

d x

y

ξ

g(x)

�èñ. 2. Êîðåíü ξ íà îòðåçêå [c, d ]
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Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 11.3 (2)

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

� ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè íàä

ïîëåì R. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî an > 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî

óìíîæèòü f (x) íà −1 (ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì êîðíè ìíîãî÷ëåíà íå

èçìåíÿòñÿ). Ïóñòü c è d � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî c < −Rf è

d > Rf . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (5) ïðè k = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî f (c) 6= 0 è

çíàê ÷èñëà f (c) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà anc
n
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî an > 0,

c < 0, à ÷èñëî n íå÷åòíî, ïîëó÷àåì, ÷òî f (c) < 0. Àíàëîãè÷íî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f (d) > 0. Èç óïîìÿíóòîé íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå òåîðåìû

Áîëüöàíî�Êîøè âûòåêàåò, ÷òî f (ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ (c, d).
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Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 11.3

Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R. Â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 11.5 ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f ðàâíà ÷èñëó åãî êîðíåé,

ïîäñ÷èòûâàåìûõ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. À èç ëåììû 11.2 âûòåêàåò, ÷òî

êîðíè, íå ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ äðóã ê äðóãó ÷èñåë, è ïîòîìó ÷èñëî òàêèõ êîðíåé

÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f íå÷åòíà, òî ñðåäè åãî

êîðíåé äîëæíû áûòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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Î êîðíÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàê èñêàòü äåéñòâèòåëüíûå êîðíè

óðàâíåíèé âèäà f (x) = 0, ãäå f (x) ∈ R[x]. Åñëè deg f = 1, òî îòâåò íà íåãî

î÷åâèäåí: óðàâíåíèå ax + b = 0, ãäå a 6= 0, ðåøàåòñÿ ïî �îðìóëå x = − b
a
.

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè õîðîøî èçâåñòíà �îðìóëà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ äàåò îòâåò íà

ïîñòàâëåííûé âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà deg f = 2. Â XVI â. áûëè íàéäåíû

�îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèé ñòåïåíè 3 è 4. Îäíàêî â

íà÷àëå XIX â. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íûõ �îðìóë äëÿ óðàâíåíèé

ñòåïåíè > 5 íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè

ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìîæíî

ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííóþ èí�îðìàöèþ î êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà f (x) ∈ R[x], íå
íàõîäÿ èõ. Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäëîæåíèÿ 11.2 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 11.6

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0

íàä ïîëåì R. Åñëè ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî −Rf < ξ < Rf .
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Êðàòíîñòü êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé (1)

Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R ìîæíî íàéòè

÷èñëî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà è ÷èñëî åãî êîðíåé,

ïðèíàäëåæàùèõ ïðîèçâîëüíîìó íàïåðåä çàäàííîìó îòðåçêó ÷èñëîâîé

ïðÿìîé. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòî îòêðûâàåò ïóòü ê ïðèáëèæåííîìó

âû÷èñëåíèþ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä R ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé

ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. ×òîáû äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, íàì

ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç f ′ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì

R. Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿð, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê êîðåíü êðàòíîñòè 0 ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 11.3

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R, à ξ � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà f êðàòíîñòè k > 1. Òîãäà ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ′

êðàòíîñòè k − 1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè k = 1, òî ξ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f ′.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Êðàòíîñòü êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ f äåëèòñÿ íà (x − ξ)k , ò. å. f (x) = (x − ξ)kg(x)
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x), íî f íå äåëèòñÿ íà (x − ξ)k+1. Òîãäà

f
′ = k(x − ξ)k−1

g + (x − ξ)kg ′ = (x − ξ)k−1(kg + (x − ξ)g ′).

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí

kg + (x − ξ)g ′
íå äåëèòñÿ íà x − ξ. Â ñàìîì äåëå, åñëè kg + (x − ξ)g ′

äåëèòñÿ íà x − ξ, òî (x − ξ) | (kg), ò. å. kg = (x − ξ)h äëÿ íåêîòîðîãî

ìíîãî÷ëåíà h. Íî òîãäà g = h
k
(x − ξ), ò. å. (x − ξ) | g . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f

äåëèòñÿ íà (x − ξ)k+1 âîïðåêè óñëîâèþ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Ïåðåõîä ê ìíîãî÷ëåíó áåç êðàòíûõ êîðíåé

Èç ëåììû 11.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 11.7

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Ïîëîæèì

g = f
d
, ãäå d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′.

Ìíîãî÷ëåíû f è g èìåþò îäíè è òå æå êîðíè, ïðè÷åì âòîðîé èç íèõ íå

èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà g ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f . À â ñèëó ëåììû 11.3 âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà g .

Ëåììà 11.3 è ñëåäñòâèå 11.7 áóäóò îáîáùåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà è ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ñòåïåíåé

Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, äëÿ âñÿêîãî

íàòóðàëüíîãî k > 4 áóäåì îáîçíà÷àòü k-þ ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà f

÷åðåç f (k). Îòìåòèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå èç ëåììû 11.3.

Ñëåäñòâèå 11.8

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f íàä

ïîëåì R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ f ,

f ′, f ′′, . . . , f (k−1)
, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f (k).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà (1)

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Ïîëîæèì f
0

= f è

f
1

= f ′. �àçäåëèì f
0

íà f
1

ñ îñòàòêîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç f
2

îñòàòîê îò

äåëåíèÿ, óìíîæåííûé íà −1. Òàêèì îáðàçîì, f
0

= q
1

f
1

− f
2

äëÿ íåêîòîðîãî

ìíîãî÷ëåíà q
1

è deg f
2

< deg f
1

. Åñëè f
2

6= o, ðàçäåëèì f
1

íà f
2

ñ îñòàòêîì

è îáîçíà÷èì ÷åðåç f
3

îñòàòîê îò äåëåíèÿ, óìíîæåííûé íà −1. Òàêèì
îáðàçîì, f

1

= q
2

f
2

− f
3

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q
2

è deg f
3

< deg f
2

.

Åñëè f
3

6= o, ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Ïîñêîëüêó

deg f
1

> deg f
2

> deg f
3

> · · · , ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñòåïåíü
î÷åðåäíîãî îñòàòêà îêàæåòñÿ 6 0. Åñëè ñàì îñòàòîê ïðè ýòîì áóäåò

îòëè÷åí îò o, òî îí ñòàíåò ðàâíûì o íà ñëåäóþùåì øàãå. Ìû ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ:























f
0

= q
1

f
1

− f
2

, f
2

6= o, deg f
2

< deg f
1

;
f
1

= q
2

f
2

− f
3

, f
3

6= o, deg f
3

< deg f
2

;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm−2

= qm−1

fm−1

− fm, fm 6= o, deg fm < deg fm−1

;
fm−1

= qmfm.

Îïðåäåëåíèå

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ f
0

, f
1

, . . . , fm íàçûâàåòñÿ

ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà (2)

Ëåììà 11.4

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R, à f
0

, f
1

, . . . , fm �

ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f . Òîãäà:

à) fm � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′;

á) ìíîãî÷ëåí f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fm
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Åñëè f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî, êðîìå òîãî:

â) äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . ,m − 1 ìíîãî÷ëåíû fi è fi+1 íå èìåþò îáùèõ

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé;

ã) åñëè fk (ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ R è íåêîòîðîãî 0 < k < m, òî ÷èñëà

fk−1

(ξ) è fk+1(ξ) èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà

î÷åíü áëèçîê ê ïðîöåññó íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.2).

Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

Øòóðìà ìû íà êàæäîì øàãå óìíîæàåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà −1. Íî
óìíîæåíèå íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó íèêàê íå âëèÿåò íà äåëèìîñòü

ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, fm � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò �àêò ìîæíî äîêàçàòü è

íåïîñðåäñòâåííî, äîñëîâíî ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.2.

á) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ìíîãî÷ëåí fm èìååò äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ξ, òî

â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó (x − ξ) | fm. Ïîñêîëüêó, â ñèëó ï. à), fm
� íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

x − ξ äåëèò è f , è f ′, è ïîòîìó ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì îáîèõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Íî òîãäà, â ñèëó ëåììû 11.3, ξ ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà (4)

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ìíîãî÷ëåí f èìååò êðàòíûé êîðåíü ξ, òî, â ñèëó

ëåììû 11.3, ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì è ìíîãî÷ëåíà f ′. Òîãäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ

èç òåîðåìû Áåçó, ìíîãî÷ëåí x − ξ äåëèò è f , è f ′. Ñëåäîâàòåëüíî, x − ξ

äåëèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′. Â ñèëó ï. à) ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî (x − ξ) | fm. Íî òîãäà fm èìååò äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ξ

âîïðåêè óñëîâèþ.

â) Åñëè ìíîãî÷ëåíû f
0

= f è f
1

= f ′ èìåþò îáùèé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü,

òî, â ñèëó ëåììû 11.3, ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

f . Ñëåäîâàòåëüíî, f
0

è f
1

íå èìåþò îáùèõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Èç

ðàâåíñòâà f
0

= q
1

f
1

− f
2

âûòåêàåò, ÷òî åñëè áû ìíîãî÷ëåíû f
1

è f
2

èìåëè

îáùèé êîðåíü, òî ýòîò êîðåíü áûë áû è êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f
0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, îí áûë áû îáùèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ f
0

è f
1

, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ñêàçàííîìó âûøå. Òàêèì îáðàçîì, f
1

è f
2

îáùèõ êîðíåé íå

èìåþò. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà f
1

= q
2

f
2

− f
3

è îòñóòñòâèÿ îáùèõ êîðíåé

ó ìíîãî÷ëåíîâ f
1

è f
2

âûòåêàåò èõ îòñóòñòâèå ó ìíîãî÷ëåíîâ f
2

è f
3

.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû â êîíöå êîíöîâ äîêàæåì, ÷òî îáùèå

êîðíè îòñóòñòâóþò ó ìíîãî÷ëåíîâ fi è fi+1 äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . ,m − 1.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà (5)

ã) Åñëè fk (ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ R è íåêîòîðîãî 0 < k < m, òî,

ïîëàãàÿ x = ξ â ðàâåíñòâå fk−1

(x) = qk(x)fk(x)− fk+1(x), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

fk−1

(ξ) = qk(ξ) · 0− fk+1(ξ) = −fk+1(ξ). Ïðè ýòîì fk−1

(ξ), fk+1(ξ) 6= 0 â ñèëó

ï. â). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà fk−1

(ξ) è fk+1(ξ) ðàâíû ïî ìîäóëþ è èìåþò

ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Òåîðåìà Øòóðìà (1)

Ïóñòü α
1

, α
2

, . . . , αk � ïðîèçâîëüíûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íåíóëåâûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïåðåìåíîé çíàêà â ýòîì íàáîðå ÷èñåë áóäåì

íàçûâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà, äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 k − 1, ÷èñëà αi è αi+1

èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Ïóñòü f (x) ∈ R[x], f
0

, f
1

, . . . , fm � ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ

ìíîãî÷ëåíà f , à ξ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. �àññìîòðèì

óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë f
0

(ξ), f
1

(ξ), . . . , fm(ξ). Âû÷åðêíåì èç íåãî âñå

íóëè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W (ξ) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â îñòàâøåìñÿ íàáîðå

÷èñåë.

Òåîðåìà 11.5 (òåîðåìà Øòóðìà)

Ïóñòü f (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R, íå èìåþùèé êðàòíûõ

êîðíåé, à f
0

, f
1

, . . . , fm � ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f .

Ïóñòü, äàëåå, a,b ∈ R, a < b è ÷èñëà a è b íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

ìíîãî÷ëåíà f (x). Òîãäà W (a) > W (b) è ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f (x) â
îòðåçêå [a, b] ðàâíî W (a)−W (b).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Òåîðåìà Øòóðìà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â àíàëèòè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ

11.3, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R êàê

�óíêöèé èç R â R.

Ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî W (x), êîãäà x äâèæåòñÿ, âîçðàñòàÿ, îò a

ê b. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ f
0

, f
1

, . . . , fm ïðè

ýòîì íè ðàçó íå ìåíÿåò çíàê. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå W (a) = W (b). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí f

0

= f ñîõðàíÿåò çíàê â

èíòåðâàëå (a, b). Êðîìå òîãî, â ýòîì èíòåðâàëå ñîõðàíÿåò çíàê ìíîãî÷ëåí

f
1

= f ′, à ýòî çíà÷èò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé íà (a, b). ßñíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå f íå èìååò êîðíåé â èíòåðâàëå (a,b). Òàêèì îáðàçîì,

êàê ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f (x) â îòðåçêå [a, b], òàê è ÷èñëî

W (a)−W (b) ðàâíû 0. Â ÷àñòíîñòè, îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè äâèæåíèè x îò a ê b ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

èç ìíîãî÷ëåíîâ f
0

, f
1

, . . . , fm õîòÿ áû îäèí ðàç èçìåíèë çíàê. ßñíî, ÷òî

åñëè ìíîãî÷ëåí fi èçìåíèë çíàê ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç òî÷êó ξ ∈ (a, b), òî ξ

� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fi .
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Òåîðåìà Øòóðìà (3)

×èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà êîíå÷íî, è ïîòîìó ÷èñëî òî÷åê èíòåðâàëà (a,b),
â êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ çíàê õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ f

0

, f
1

, . . . , fm,

òîæå êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè ÷åðåç c
1

, c
2

, . . . , cs è áóäåì ñ÷èòàòü

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî c
1

< c
2

< · · · < cs . Êðîìå òîãî, äëÿ

óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé, ïîëîæèì c
0

= a è cs+1 = b.

Ïîêà x ïðîõîäèò ëþáîé èç èíòåðâàëîâ (ci , ci+1), ãäå i = 0, 1, . . . , s, çíàêè

ìíîãî÷ëåíîâ f
0

, f
1

, . . . , fm, à çíà÷èò, è ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f
0

(x), f
1

(x), . . . , fm(x) íå ìåíÿþòñÿ. Ïîñìîòðèì,
êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîãäà x

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ck äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 k 6 s. Â ñèëó âûáîðà òî÷åê

c
1

, c
2

, . . . , cs , ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ck ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

ìíîãî÷ëåíîâ f
0

, f
1

, . . . , fm ìåíÿåò çíàê. Ïóñòü fi , ãäå 0 6 i 6 m, �

ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, èçìåíèâøèé çíàê ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ck . Â

÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fi (ck) = 0. Ñîãëàñíî ëåììå 11.4á), i < m.

Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: i > 0. Èç ëåììû 11.4â) âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëà fi−1

(ck) è fi+1(ck )
îòëè÷íû îò 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî êàæäûé èç

ìíîãî÷ëåíîâ fi−1

è fi+1 ñîõðàíÿåò çíàê â èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε), à
ìíîãî÷ëåí fi ñîõðàíÿåò çíàê â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (ck − ε, ck) è
(ck , ck + ε).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



Òåîðåìà Øòóðìà (4)

Â ñèëó ëåììû 11.4ã) çíàêè ìíîãî÷ëåíîâ fi−1

è fi+1 â èíòåðâàëå

(ck − ε, ck + ε) ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî fi (x) > 0 ïðè

x ∈ (ck − ε, ck) è fi (x) < 0 ïðè x ∈ (ck , ck + ε). Åñëè fi−1

(x) > 0 è

fi+1(x) < 0 ïðè x ∈ (ck − ε, ck + ε), òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ â
ñòðîêàõ 1 è 2 òàáë. 1, à åñëè fi−1

(x) < 0 è fi+1(x) > 0 ïðè

x ∈ (ck − ε, ck + ε), � ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ â ñòðîêàõ 3 è 4 òîé æå òàáëèöû

(òàáë. 1 ðàñïîëîæåíà íà ñëåäóþùåì ñëàéäå; âî âñåõ ñòðîêàõ ýòîé

òàáëèöû, êàê è â òàáë. 2 íèæå, êðàñíûì öâåòîì óêàçàíû ñèòóàöèè, â

êîòîðûõ âîçíèêàåò ïåðåìåíà çíàêà). Åñëè æå fi (x) < 0 ïðè x ∈ (ck − ε, ck)
è fi (x) > 0 ïðè x ∈ (ck , ck + ε), òî, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ ÷èñåë fi−1

(x) è
fi+1(x) ïðè x ∈ (ck − ε, ck + ε), èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ ëèáî â

ñòðîêàõ 5 è 6 òàáë. 1, ëèáî â ñòðîêàõ 7 è 8 ýòîé òàáëèöû.

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè â èíòåðâàëå (ck − ε, ck) ïåðåìåíà çíàêà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f

0

(x), f
1

(x), . . . , fm(x) ïðîèñõîäèëà ïðè ïåðåõîäå

îò ìíîãî÷ëåíà fi ê fi+1, òî â èíòåðâàëå (ck , ck + ε) îíà áóäåò ïðîèñõîäèòü
ïðè ïåðåõîäå îò fi−1

ê fi (ñì. ñòðîêè 1, 2, 7 è 8 òàáë. 1). È íàîáîðîò, åñëè â

èíòåðâàëå (ck − ε, ck) ïåðåìåíà çíàêà ïðîèñõîäèëà ïðè ïåðåõîäå îò fi−1

ê

fi , òî â èíòåðâàëå (ck , ck + ε) îíà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè ïåðåõîäå îò fi ê

fi+1 (ñì. ñòðîêè 3�6 òàáë. 1).
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Òåîðåìà Øòóðìà (5)

Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí fi ïðè 0 < i < m ìåíÿåò çíàê

â òî÷êå ck , ïåðåìåíà çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f
0

(x), f
1

(x), . . . ,
fm(x) ìîæåò ¾ñäâèíóòüñÿ íà îäíó ïîçèöèþ¿ âëåâî èëè âïðàâî, íî ÷èñëî

ïåðåìåí çíàêîâ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåíèòüñÿ íå ìîæåò.

Òàáë. 1. Ïåðåìåíà çíàêà ¾ñäâèãàåòñÿ¿

x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó fi−1

(x) fi (x) fi+1(x)

1 (ck − ε, ck) > 0 > 0 < 0

2 (ck , ck + ε) > 0 < 0 < 0

3 (ck − ε, ck) < 0 > 0 > 0

4 (ck , ck + ε) < 0 < 0 > 0

5 (ck − ε, ck) > 0 < 0 < 0

6 (ck , ck + ε) > 0 > 0 < 0

7 (ck − ε, ck) < 0 < 0 > 0

8 (ck , ck + ε) < 0 > 0 > 0
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Òåîðåìà Øòóðìà (6)

Ñëó÷àé 2: i = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ck � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f
0

. Èç ëåììû

11.4â) âûòåêàåò, ÷òî ck íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f
1

. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f
1

ñîõðàíÿåò çíàê â èíòåðâàëå

(ck − ε, ck + ε), à ìíîãî÷ëåí f
0

ñîõðàíÿåò çíàê â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ

(ck − ε, ck) è (ck , ck + ε). Íàïîìíèì, ÷òî f = f
0

è f
1

= f ′. Åñëè f
1

(ξ) > 0

äëÿ âñåõ ξ ∈ (ck − ε, ck + ε), òî ìíîãî÷ëåí f = f
0

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â

èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε), è ïîòîìó f
0

(ξ) < 0 ïðè ξ ∈ (ck − ε, ck) è f
0

(ξ) > 0

ïðè ξ ∈ (ck , ck + ε). Åñëè æå f
1

(ξ) < 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ (ck − ε, ck + ε), òî
ìíîãî÷ëåí f = f

0

ìîíîòîííî óáûâàåò â èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε), è ïîòîìó

f
0

(ξ) > 0 ïðè ξ ∈ (ck − ε, ck) è f
0

(ξ) < 0 ïðè ξ ∈ (ck , ck + ε). Òàêèì
îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ ëèáî â ñòðîêàõ 1 è 2 òàáë. 2,

ëèáî â ñòðîêàõ 3 è 4 òîé æå òàáëèöû (ñì. ñëåäóþùèé ñëàéä).

Ìû âèäèì, ÷òî çíàêè ÷èñåë f
0

(x) è f
1

(x) ðàçëè÷àþòñÿ â èíòåðâàëå

(ck − ε, ck) è ñîâïàäàþò â èíòåðâàëå (ck , ck + ε). Èíûìè ñëîâàìè, â

èíòåðâàëå (ck − ε, ck) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f
0

(x), f
1

(x), . . . , fm(x)
ïðîèñõîäèò ïåðåìåíà çíàêà ïðè ïåðåõîäå îò ìíîãî÷ëåíà f

0

ê f
1

, à â

èíòåðâàëå (ck , ck + ε) ýòà ïåðåìåíà çíàêà îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, çà

ñ÷åò òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f
0

ìåíÿåò çíàê â òî÷êå ck , ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f
0

(x), f
1

(x), . . . , fm(x) óìåíüøàåòñÿ íà 1.
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Òåîðåìà Øòóðìà (7)

Òàáë. 2. Ïåðåìåíà çíàêà èñ÷åçàåò

x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó f
0

(x) f
1

(x)

1 (ck − ε, ck) < 0 > 0

2 (ck , ck + ε) > 0 > 0

3 (ck − ε, ck) > 0 < 0

4 (ck , ck + ε) < 0 < 0

Èòàê, ïðè äâèæåíèè x îò a ê b ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f
0

(x), f
1

(x), . . . , fm(x) ìåíÿåòñÿ òîëüêî â

ñëó÷àå, êîãäà x ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó, â êîòîðîé ìíîãî÷ëåí f
0

= f ìåíÿåò

çíàê, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå îíî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðàçíîñòü W (a)−W (b) ðàâíà ÷èñëó òàêèõ òî÷åê. ßñíî, âñå ÷èñëà, ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ìíîãî÷ëåí f ìåíÿåò çíàê, ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè.
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Òåîðåìà Øòóðìà (8)

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî äðóãèõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà f íà èíòåðâàëå (a,b)
íåò. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f , ïðèíàäëåæàùèé

èíòåðâàëó (a,b), è ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ξ íå ìåíÿåò çíàê.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó, f (x) = (x − ξ)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî

ìíîãî÷ëåíà g(x). ßñíî, ÷òî äâó÷ëåí x − ξ ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå x

÷åðåç ξ. Ïîñêîëüêó f (x) ïðè ýòîì çíàêà íå ìåíÿåò, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí g(x) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ξ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

÷èñëî ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x), à çíà÷èò, � êîðíåì êðàòíîñòè

> 2 ìíîãî÷ëåíà f (x). Íî ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí f íå èìååò êðàòíûõ

êîðíåé.
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Ñëåäñòâèå î ÷èñëå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

Èç òåîðåìû Øòóðìà è ñëåäñòâèÿ 11.6 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 11.9

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0

íàä ïîëåì R, íå èìåþùèé êðàòíûõ êîðíåé. ×èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

ìíîãî÷ëåíà f (x) ðàâíî W (−Rf )−W (Rf ).

Òåîðåìà Øòóðìà äîêàçàíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîãî÷ëåí íå èìååò

êðàòíûõ êîðíåé. Îäíàêî åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà

êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R, ïðèíàäëåæàùèõ

çàäàííîìó îòðåçêó [a, b]. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Ïîëîæèì g = f
d
, ãäå d �

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 11.7

ìíîãî÷ëåíû f è g èìåþò îäíè è òå æå êîðíè, ïðè÷åì âòîðîé èç íèõ íå

èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Øòóðìà ê

ìíîãî÷ëåíó g è íàéòè ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f â îòðåçêå [a, b].
Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 11.9 ê ìíîãî÷ëåíó g = f

d
, ìîæíî íàéòè

îáùåå ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f .
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé

Íà÷àâ ñ èíòåðâàëà (−Rf ,Rf ) è ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ ðàçìåðû

èíòåðâàëîâ (íàïðèìåð, ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ) è ïðèìåíÿÿ ê

êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëîâ òåîðåìó Øòóðìà, ìîæíî äëÿ êàæäîãî

êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x] íàéòè èíòåðâàë ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùèé

ýòîò êîðåíü è íå ñîäåðæàùèé íèêàêèõ äðóãèõ êîðíåé. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ

ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèå êîðíè,

ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêèìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî

íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé

ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Èíûìè ñëîâàìè,

òåîðåìó Øòóðìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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�àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè (1)

11.6. �àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Q

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î íàõîæäåíèè ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä

ïîëåì Q. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí èç Q[x] ìîæåò íå èìåòü ðàöèîíàëüíûõ
êîðíåé äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó íåãî åñòü äåéñòâèòåëüíûå êîðíè. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîäòâåðæäàþùåãî ýòîò �àêò, ìîæíî âçÿòü ìíîãî÷ëåí

x2 − 2. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé

ìîæíî âûÿñíèòü, åñòü ëè ó äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q

ðàöèîíàëüíûå êîðíè, è åñëè îíè åñòü, òî íàéòè èõ.

Åñëè íå âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ∈ Q[x] ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

÷èñëàìè, ìîæíî äîìíîæèòü åãî íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

çíàìåíàòåëåé âñåõ äðîáåé, ÿâëÿþùèõñÿ åãî êîý��èöèåíòàìè. Ïîëó÷åííûé

ìíîãî÷ëåí áóäåò èìåòü òå æå êîðíè, ÷òî è f , à âñå åãî êîý��èöèåíòû

áóäóò öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

ìíîãî÷ëåíû íàä Q ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 11.4

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q ñ

öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, à

p

q
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è íåñîêðàòèìàÿ

äðîáü. Åñëè

p

q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì a

0

, à q

� äåëèòåëåì an.
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�àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

p

q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), èìååì:

an

(

p

q

)n

+ an−1

(

p

q

)n−1

+ · · ·+ a
1

·
p

q
+ a

0

= 0. (6)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà qn
, ïîëó÷èì:

anp
n + an−1

pn−1q + · · ·+ a
1

pqn−1 + a
0

qn = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

a
0

qn = p(−anp
n−1 − an−1

pn−2q − · · · − a
1

qn−1). Ïîýòîìó p äåëèò a
0

qn
.

Ïîñêîëüêó ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû, p äåëèò a
0

. Àíàëîãè÷íî, q äåëèò

an, ïîñêîëüêó anp
n = q(−an−1

pn−1 − · · · − a
1

pqn−2 − a
0

qn−1).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 11.4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 11.10

Åñëè f (x) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè, òî âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f (x) ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ÷èñëàìè è äåëÿò ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
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�àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè (3)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî äåëèòåëåé ñòàðøåãî êîý��èöèåíòà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè êîíå÷íî,

ïðåäëîæåíèå 11.4 ñâîäèò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé òàêèõ

ìíîãî÷ëåíîâ ê íåñëîæíîìó ïåðåáîðó. Ýòîò ïåðåáîð ìîæíî ñóùåñòâåííî

ñîêðàòèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. êîììåíòàðèé

ïîñëå åãî äîêàçàòåëüñòâà).

Ïðåäëîæåíèå 11.5

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
1

x + a
0

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q ñ

öåëûìè êîý��èöèåíòàìè,

p

q
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è íåñîêðàòèìàÿ

äðîáü, à m � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè

p

q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f (x), òî p −mq äåëèò f (m).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ



�àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

f (m) = anm
n + an−1

m
n−1 + · · ·+ a

1

m + a
0

.

Âû÷òåì èç ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî (6). Ïîëó÷èì:

f (m) = an

(

m
n −

(

p

q

)n)

+ an−1

(

m
n−1 −

(

p

q

)n−1

)

+ · · ·+ a
1

(

m −
p

q

)

.

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà qn
, ïîëó÷èì

q
n
f (m) = an(m

n
q
n−p

n)+an−1

q(mn−1

q
n−1−p

n−1)+· · ·+a
1

q
n−1(mq−p). (7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî s è äëÿ ëþáûõ a,b ∈ R âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî as − bs = (a − b)(as−1 + as−2b + · · ·+ abs−2 + bs−1), ïîëó÷àåì,
÷òî mq − p äåëèò msqs − ps

äëÿ âñåõ s = 2, 3, . . . , n. Èç ðàâåíñòâà (7)

âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî mq − p äåëèò qnf (m). Ïðîâåðèì, ÷òî mq − p âçàèìíî

ïðîñòî ñ qn
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîå

÷èñëî r , êîòîðîå äåëèò è mq − p, è qn
. Èç òîãî, ÷òî r � ïðîñòîå ÷èñëî è r

äåëèò qn
, âûòåêàåò, ÷òî r äåëèò q. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r äåëèò åùå è mq − p,

ïîëó÷àåì, ÷òî r äåëèò p. Íî r íå ìîæåò îäíîâðåìåííî äåëèòü è p, è q,

ïîñêîëüêó ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû. Èòàê, mq − p äåëèò qnf (m) è
âçàèìíî ïðîñòî ñ qn

. Ñëåäîâàòåëüíî, mq − p äåëèò f (m).
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�àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè

(êîììåíòàðèé)

Ïðåäëîæåíèå 11.5 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïåðåáîð äåëèòåëåé

ñòàðøåãî êîý��èöèåíòà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè ïðè ïîèñêå åãî ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, ïîñêîëüêó îíî

ïîêàçûâàåò, ÷òî (â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèé 11.4 è 11.5) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ïàðû (p,q), ÷òî p − q äåëèò f (1), p + q äåëèò

f (−1), p − 2q äåëèò f (2) è ò. ä.

Îòìåòèì åùå, ÷òî, ïîñêîëüêó f (0) = a
0

, ïðåäëîæåíèå 11.5 îáîáùàåò

óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 11.4 î òîì, ÷òî p äåëèò a
0

.
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