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Ìíîãî÷ëåíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1)

10.1. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

Ìíîãî÷ëåíû, êàê è öåëûå ÷èñëà, ìîæíî äåëèòü äðóã íà äðóãà ñ îñòàòêîì.

Â ÷àñòíîñòè, îäèí ìíîãî÷ëåí ìîæåò äåëèòüñÿ íà äðóãîé (áåç îñòàòêà).

Èçó÷åíèå ñâÿçàííûõ ñ ýòèì âîïðîñîâ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òåìîé äàííîãî

ïàðàãðà�à. Íî íà÷èíàåòñÿ îí ñ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ðàññìîòðåíèÿ

èõ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R[x] ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà

(α
0

, α
1

, . . . , αn, . . . ) ñ ýëåìåíòàìè èç êîëüöà R , â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ðàâíû 0. Îïðåäåëèì ñóììó è ïðîèçâåäåíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç R[x] ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

f = (α
0

, α
1

, . . . , αn, . . . ) è g = (β
0

, β
1

, . . . , βn, . . . ), òî
f + g = (γ

0

, γ
1

, . . . , γn, . . . ), à fg = (δ
0

, δ
1

, . . . , δn, . . . ), ãäå γk = αk + βk è

δk = α
0

βk + α
1

βk−1

+ · · ·+ αk−1

β
1

+ αkβ0 äëÿ âñÿêîãî k ∈ N ∪ {0}.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç R[x] áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåíàìè íàä êîëüöîì

R . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç o

è íàçîâåì íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ



Ìíîãî÷ëåíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2)

Êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå, ìíîãî÷ëåíû â ñìûñëå äàííîãî íà ïðåäûäóùåì

ñëàéäå îïðåäåëåíèÿ � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé

ïåðåìåííîé â ïðèâû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà (ðàçíèöà òîëüêî â òîì, ÷òî

êîý��èöèåíòû ó íèõ ìîãóò ëåæàòü íå â ïîëå R, à â ïðîèçâîëüíîì

àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîì êîëüöå R ñ 1).

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä îäíèì è òåì æå

êîëüöîì R ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íà ìíîæåñòâå R[x].

Çàìå÷àíèå 10.1

Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R ÿâëÿþòñÿ

ìíîãî÷ëåíàìè íàä R .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = (α
0

, α
1

, . . . , αn, . . . ) è g = (β
0

, β
1

, . . . , βn, . . . ) �
ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì R . Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà q è r , ÷òî αn = 0 äëÿ

âñåõ n > q è βn = 0 äëÿ âñåõ n > r . Ïîëîæèì f + g = (γ
0

, γ
1

, . . . , γn, . . . ) è
fg = (δ

0

, δ
1

, . . . , δn, . . . ), ãäå γi è δi èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî â îïðåäåëåíèè

ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà, î÷åâèäíî, γn = 0 äëÿ âñåõ n > max{q, r} è δn = 0 äëÿ

âñåõ n > q + r . Ñëåäîâàòåëüíî, f + g , fg ∈ R[x].

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ



Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ (1)

Ëåììà 10.1

Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì

ñ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R

ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íà ìíîæåñòâå R[x] (ñì. çàìå÷àíèå 10.1).
Ïîñêîëüêó 〈R; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà, èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ

âûòåêàåò, ÷òî 〈R[x]; +〉 òàêæå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé (íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìíîãî÷ëåí). Èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî óìíîæåíèå

ìíîãî÷ëåíîâ êîììóòàòèâíî, à ìíîãî÷ëåí (1, 0, . . . , 0, . . . ) � íåéòðàëüíûé

ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ. Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ. Ïóñòü

f = (α
0

, α
1

, . . . , αn, . . . ), g = (β
0

, β
1

, . . . , βn, . . . ) è h = (γ
0

, γ
1

, . . . , γn, . . . ).
Òîãäà f · g = (δ

0

, δ
1

, . . . , δn, . . . ), ãäå δm =
∑

k+ℓ=m

αkβℓ è

g · h = (ε
0

, ε
1

, . . . , εn, . . . ), ãäå εr =
∑

s+t=r

βsγt . Ñëåäîâàòåëüíî,

(fg)h = (µ
0

, µ
1

, . . . , µn, . . . ), ãäå

µd =
∑

m+t=d

δmγt =
∑

m+t=d

(
∑

k+ℓ=m

αkβℓ

)

γt =
∑

k+ℓ+t=d

αkβℓγt .
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Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ (2)

Àíàëîãè÷íî, f (gh) = (ν
0

, ν
1

, . . . , νn, . . . ), ãäå

νd =
∑

k+r=d

αkεr =
∑

k+r=d

αk

(
∑

s+t=r

βsγt

)

=
∑

k+s+t=d

αkβsγt .

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ µd è νd , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

ðàâåíñòâî f (gh) = (fg)h.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(f + g)h = fh + gh. ßñíî, ÷òî (f + g)h = (µ
0

, µ
1

, . . . , µn, . . . ), ãäå

µd =
∑

k+ℓ=d

(αk + βk)γℓ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fh = (ε
0

, ε
1

, . . . , εn, . . . ), ãäå εm =
∑

s+t=m

αsγt , à

gh = (ξ
0

, ξ
1

, . . . , ξn, . . . ), ãäå ξm =
∑

s+t=m

βsγt . Ñëåäîâàòåëüíî,

fh + gh = (ν
0

, ν
1

, . . . , νn, . . . ), ãäå

νd = εd + ξd =
∑

s+t=d

(αsγt + βsγt) =
∑

s+t=d

(αs + βs)γt .

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ µd è νd , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

ðàâåíñòâî (f + g)h = fh + gh.
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Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ (3)

Îïðåäåëåíèå

Êîëüöî R[x] íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ



Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Âëîæåíèå êîëüöà R â R [x ]

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f = (α
0

, α
1

, . . . , αn, . . . ) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè f 6= o, òî

ñóùåñòâóåò m ∈ N ∪ {0} òàêîå ÷òî αm 6= 0 è αk = 0 äëÿ ëþáîãî k > m.

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f . Ñòåïåíü íóëåâîãî

ìíîãî÷ëåíà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà −∞, ïðè÷åì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî −∞ < m

è m + (−∞) = −∞+m = −∞ äëÿ ëþáîãî öåëîãî m. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç deg f .

Ëåììà 10.2

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 0 èç êîëüöà R[x] îáðàçóåò
ïîäêîëüöî ýòîãî êîëüöà, èçîìîð�íîå êîëüöó R .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âèäà (α, 0, . . . , 0, . . . ), ãäå α 6= 0, è òîëüêî îíè, à åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí,

ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå íóëÿ, � ýòî íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Òàêèì îáðàçîì,

ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 0 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (α, 0, . . . , 0, . . . ) è
òîëüêî îíè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò ïîäêîëüöî

â R[x]. Èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ

î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : R −→ R[x], çàäàííîå
ïðàâèëîì ϕ(α) = (α, 0, . . . , 0, . . . ), ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì èç R íà ýòî

ïîäêîëüöî.
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Ïðèâû÷íàÿ çàïèñü ìíîãî÷ëåíîâ

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0, 1, 0, . . . , 0, . . . ) ÷åðåç x . Ïî èíäóêöèè

ïîëîæèì xm = xm−1 · x äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m > 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî xm = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

m ýëåìåíòîâ

, 1, 0, . . . , 0, . . . ) è

αnx
n + αn−1

x
n−1 + · · ·+ α

1

x + α
0

= (α
0

, α
1

, . . . , αn, 0, . . . , 0, . . . )

äëÿ ëþáûõ α
0

, α
1

, . . . , αn ∈ R . Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí

(α
0

, α
1

, . . . , αn, 0, . . . , 0, . . . ) ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

αnx
n + αn−1

x
n−1 + · · ·+ α

1

x + α
0

.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîé ïðèâû÷íîé çàïèñè

ìíîãî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ýëåìåíòû α
0

, α
1

, . . . , αn íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà

f = αnx
n + αn−1

xn−1 + · · ·+ α
1

x + α
0

. Åñëè αn 6= 0, òî n = deg f , αnx
n

íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ℓm(f ), à
αn íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç ℓc(f ). Ýëåìåíò α
0

íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f .
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Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ (1)

Çàìå÷àíèå 10.2

Ïóñòü f è g � íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì R .

1) deg(fg) 6 deg f + deg g ; ïðè ýòîì deg(fg) = deg f + deg g òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

2) Åñëè deg f 6= deg g , òî deg(f + g) = max{deg f , deg g}.

3) Åñëè deg f = deg g , òî deg(f + g) 6 deg f ; ïðè ýòîì deg(f + g) = deg f
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℓc(f ) 6= −ℓc(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ℓm(f ) = axn
, à ℓm(g) = bxm

. Â ÷àñòíîñòè, a, b 6= 0.

1) Î÷åâèäíî, ÷òî â ìíîãî÷ëåíå fg âñå êîý��èöèåíòû ïðè xk
, ãäå

k > n +m, ðàâíû 0. Ñëåäîâàòåëüíî, deg(fg) 6 deg f + deg g . Êîý��èöèåíò
ïðè xn+m

â ìíîãî÷ëåíå fg ðàâåí ab. Åñëè R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, òî

ab 6= 0, è ïîòîìó deg(fg) = n +m = deg f + deg g . Åñëè æå R íå ÿâëÿåòñÿ

îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû c, d ∈ R òàêèå,

÷òî cd = 0. Ïîëîæèì f = cxn
, à g = dxm

. Òîãäà fg = o è

deg(fg) = −∞ 6= n +m = deg f + deg g .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ



Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ (2)

2) Ïîëîæèì r = max{n,m}. Î÷åâèäíî, ÷òî â ìíîãî÷ëåíå f + g âñå

êîý��èöèåíòû ïðè xk
, ãäå k > r , ðàâíû 0, à êîý��èöèåíò ïðè x r

ðàâåí

ëèáî a, ëèáî b. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíèé êîý��èöèåíò îòëè÷åí îò 0.

Cëåäîâàòåëüíî, deg(f + g) = r = max{deg f , deg g}.

3) Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â ìíîãî÷ëåíå f + g âñå êîý��èöèåíòû

ïðè xk
, ãäå k > n, ðàâíû 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî deg(f + g) 6 deg f .

Êîý��èöèåíò ïðè xn
â ìíîãî÷ëåíå f + g ðàâåí a + b. ßñíî, ÷òî îí ðàâåí

íóëþ (è ïîòîìó deg(f + g) < deg f ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = −b,

ò. å. ℓc(f ) = −ℓc(g).
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Íåîáðàòèìûå ìíîãî÷ëåíû

Çàìå÷àíèå 10.3

Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì ýëåìåíòîì

êîëüöà F [x] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà deg f > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg f 6 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî f ∈ F . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f 6= o, à F � ïîëå, ïîëó÷àåì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f îáðàòèì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f íåîáðàòèì, òî deg f > 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f îáðàòèì. Òîãäà fg = 1 äëÿ

íåêîòîðîãî g ∈ F [x]. Ñëåäîâàòåëüíî, deg f + deg g = deg(fg) = deg 1 = 0,

îòêóäà deg f 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè deg f > 1, òî f íåîáðàòèì.
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Òåîðåìà î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì (1)

10.2. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì

Òåîðåìà 10.1

Ïóñòü F � ïîëå è f , g ∈ F [x], ïðè÷åì g 6= o. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãî÷ëåíû q, r ∈ F [x], ÷òî

f = qg + r è deg r < deg g . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ q è r . Ïî óñëîâèþ deg g > 0.

Åñëè deg g = 0, òî g ∈ F . Ïðè ýòîì g 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

ìíîãî÷ëåí g−1

. Èìååì f = f · 1 = f (g−1g) = (fg−1)g è ðàâåíñòâî (1)

âûïîëíåíî ïðè q = fg−1

è r = o.
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Òåîðåìà î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì (2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî deg g > 0. Ïðè deg f < deg g äîñòàòî÷íî

ïîëîæèòü q = o è r = f . Ïóñòü òåïåðü deg f > deg g , deg f = k , deg g = m,

ℓc(f ) = α è ℓc(g) = β. Â ÷àñòíîñòè, k > m. Ïîëîæèì q
1

= α

β
xk−m

è

r
1

= f − q
1

g . Òîãäà ℓm(q
1

g) = ℓm(f ), è ïîòîìó deg r
1

< deg f . Èòàê,
ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû q

1

è r
1

, ÷òî f = q
1

g + r
1

è deg r
1

< deg f .
Åñëè deg r

1

< deg g , òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ïðè q = q
1

è

r = r
1

.

Ïóñòü òåïåðü deg r
1

> deg g . Òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé ìíîãî÷ëåí q
2

,

÷òî ℓm(q
2

g) = ℓm(r
1

). Ïîëîæèì r
2

= r
1

− q
2

g . Òîãäà deg r
2

< deg r
1

,

r
1

= q
2

g + r
2

è f = q
1

g + r
1

= q
1

g + q
2

g + r
2

= (q
1

+ q
2

)g + r
2

. Åñëè

deg r
2

< deg g , òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ïðè q = q
1

+ q
2

è

r = r
2

.

Åñëè deg r
2

> deg g , ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Íà êàæäîì øàãå áóäóò

ñòðîèòüñÿ îäíî÷ëåí rk è ìíîãî÷ëåí qk òàêèå, ÷òî deg rk < deg rk−1

è

f = (q
1

+ q
2

+ · · ·+ qk)g + rk . Ïîñêîëüêó deg r
1

> deg r
2

> · · · , ïðè
íåêîòîðîì k áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî deg rk < deg g . Ïîëàãàÿ
q = q

1

+ q
2

+ · · ·+ qk è r = rk , ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì (3)

Åäèíñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíîâ q è r . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = q
1

g + r
1

è

f = q
2

g + r
2

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ q
1

, q
2

, r
1

è r
2

òàêèõ ÷òî

deg r
1

, deg r
2

< deg g . Èç ðàâåíñòâà q
1

g + r
1

= q
2

g + r
2

ïîëó÷àåì

(q
1

− q
2

)g = r
2

− r
1

. Íî åñëè q
1

− q
2

6= o, òî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

deg
(
(q

1

− q
2

)g
)
> deg g , à deg(r

2

− r
1

) < deg g . Ñëåäîâàòåëüíî, q
1

− q
2

= o,

îòêóäà q
1

= q
2

. Íî òîãäà r
2

− r
1

= o · g = o, è çíà÷èò r
1

= r
2

.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1), òî ìíîãî÷ëåí q íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, à

ìíîãî÷ëåí r � îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f íà g (ñ îñòàòêîì).
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Ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ

Îïðåäåëåíèÿ

Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f = qg , òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà

ìíîãî÷ëåí g , èëè ÷òî g äåëèò f ; ýòîò �àêò áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç g | f .

Óêàæåì äâà ïðîñòûõ ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü f , g , g
1

, g
2

, h ∈ R[x]. Òîãäà:

1) åñëè f | g , òî f | (gh);

2) åñëè f | g
1

è f | g
2

, òî f | (g
1

+ g
2

).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ g = fa äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà

a ∈ R[x]. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = (fa)h = f (ah), è ïîòîìó f | gh.

2) Ïî óñëîâèþ g
1

= fa
1

è g
2

= fa
2

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ

a
1

, a
2

∈ R[x]. Ñëåäîâàòåëüíî, g
1

+ g
2

= fa
1

+ fa
2

= f (a
1

+ a
2

), è ïîòîìó

f | (g
1

+ g
2

).
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Àññîöèèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ

ðå�ëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî íå ñèììåòðè÷íî è íå àíòèñèììåòðè÷íî. Â

÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì

ïîðÿäêîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì àññîöèèðîâàííûõ

ýëåìåíòîâ êâàçèóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå áûëî äàíî â � 2,

áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåíû f è g íàä îäíèì è òåì æå êîëüöîì

àññîöèèðîâàííûìè, åñëè f | g è g | f .

Çàìå÷àíèå 10.4

Íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì F àññîöèèðîâàíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà f = αg äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ F \ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè f è g àññîöèèðîâàíû, òî f = αg è

g = βf äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ F [x]. Ñëåäîâàòåëüíî, deg f = deg g + degα è

deg g = deg f + deg β, îòêóäà deg f = deg f + degα+ deg β. Ñëåäîâàòåëüíî,
degα 6 0, ò. å. α ∈ F . Êðîìå òîãî, α 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

f = αg = o.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè f = αg è α ∈ F \ {0}, òî g = α−1f . Èç ïåðâîãî

ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî f | g , à èç âòîðîãî � ÷òî g | f .
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Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (1)

10.3. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F � ïîëå è f , g ∈ F [x]. Ìíîãî÷ëåí h ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì

îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g , åñëè h | f , h | g è äëÿ ëþáîãî

p ∈ F [x] èç òîãî, ÷òî p | f è p | g ñëåäóåò, ÷òî p | h.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî

àññîöèèðîâàííîñòè.

Çàìå÷àíèå 10.5

Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è g . Ìíîãî÷ëåí e

òàêæå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí àññîöèèðîâàí ñ d .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü d è e � íàèáîëüøèå îáùèå

äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ f è g . Òîãäà êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ d è e äåëèò

êàê f , òàê è g . Ïî îïðåäåëåíèþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû d è e äåëÿò äðóã äðóãà, ò. å. àññîöèèðîâàíû.
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Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è

g , à ìíîãî÷ëåí e àññîöèèðîâàí ñ d . Èç òîãî, ÷òî d äåëèò f è g , à e äåëèò

d , âûòåêàåò, ÷òî e äåëèò f è g . Äàëåå, åñëè h äåëèò f è g , òî h äåëèò d , à

ïîñêîëüêó d äåëèò e, òî è h äåëèò e. Ñëåäîâàòåëüíî, e � íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü f è g .
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Òåîðåìà î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå (1)

Òåîðåìà 10.2

Äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íàä ïîëåì F ñóùåñòâóåò

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d è ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ F [x]
òàêèå, ÷òî

d = uf + vg . (2)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé �îðìîé íàèáîëüøåãî

îáùåãî äåëèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

deg f > deg g . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.1, ðàçäåëèì f íà g ñ îñòàòêîì:

f = q
1

g + r
1

, ãäå deg r
1

< deg g . Åñëè r
1

6= o, ðàçäåëèì g íà r
1

ñ îñòàòêîì:

g = q
2

r
1

+ r
2

, ãäå deg r
2

< deg r
1

. Åñëè r
2

6= o, ðàçäåëèì r
1

íà r
2

ñ

îñòàòêîì: r
1

= q
3

r
2

+ r
3

, ãäå deg r
3

< deg r
2

. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò

ïðîöåññ, äåëÿ òåïåðü íà êàæäîì øàãå ïðåäïîñëåäíèé îñòàòîê íà

ïîñëåäíèé, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèé îñòàòîê îòëè÷åí îò o. Ïîñêîëüêó

deg g > deg r
1

> deg r
2

> · · · , íà êàêîì-òî øàãå ñòåïåíü îñòàòêà îêàæåòñÿ
ìåíüøå èëè ðàâíîé 0. Åñëè ñàì îñòàòîê ïðè ýòîì áóäåò îòëè÷åí îò o, îí

ñòàíåò ðàâíûì o íà ñëåäóþùåì øàãå.
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Òåîðåìà î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå (2)

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ îáîðâåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:







f = q
1

g + r
1

, r
1

6= o, deg r
1

< deg g ;
g = q

2

r
1

+ r
2

, r
2

6= o, deg r
2

< deg r
1

;
r
1

= q
3

r
2

+ r
3

, r
3

6= o, deg r
3

< deg r
2

;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−1

= qk+1rk + rk+1, rk+1 6= o, deg rk+1 < deg rk ;
rk = qk+2rk+1.

(3)

Äîêàæåì, ÷òî rk+1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f

è g . Ïîäíèìàÿñü ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ (3) ñíèçó ââåðõ, ïîêàæåì, ÷òî

rk+1 | f è rk+1 | g . Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî rk+1 | rk , èç
ïðåäïîñëåäíåãî, â ñèëó ñâîéñòâà 2) äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíà, � ÷òî

rk+1 | rk−1

. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå, ïåðåõîäÿ ê

î÷åðåäíîìó ðàâåíñòâó âèäà rs = qs+2rs+1 + rs+2 è èñïîëüçóÿ óæå

äîêàçàííûå ê ýòîìó ìîìåíòó ñîîòíîøåíèÿ rk+1 | rs+1 è rk+1 | rs+2, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî rk+1 | rs . Äîéäÿ äî âòîðîãî è ïåðâîãî ðàâåíñòâ, ìû

óñòàíîâèì, ÷òî rk+1 | g è rk+1 | f ñîîòâåòñòâåííî.

Îïóñêàÿñü ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ (3) ñâåðõó âíèç, ïîêàæåì, ÷òî åñëè h | f è

h | g , òî h | rk+1. Ïóñòü h | f è h | g . Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì
r
1

= f − q
1

g ; â ñèëó ñâîéñòâ äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷àåì, ÷òî h | r
1

.
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Òåîðåìà î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå (3)

�àññìàòðèâàÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî r
2

= g − q
2

r
1

, îòêóäà, â

ñèëó ñâîéñòâ äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, ñëåäóåò , ÷òî h | r
2

. Îïóñêàÿñü ïî

öåïî÷êå ðàâåíñòâ (3) ñâåðõó âíèç, ïîëó÷èì, ÷òî h | rs ïðè s = 3, . . . , k + 1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî rk+1 = uf + vg äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ u è v .

Èç ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèñòåìå (3) âûòåêàåò, ÷òî

rk+1 = rk−1

− qk+1rk . Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå

rk = rk−2

− qk rk−1

, ïîëó÷åííîå èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (3).

Ïîëó÷èì:

rk+1 = rk−1

− qk+1(rk−2

− qk rk−1

) = −qk+1rk−2

+ (qk+1qk + 1)rk−1

.

Òàêèì îáðàçîì, rk+1 = u
2

rk−2

+ v
2

rk−1

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ u
2

è v
2

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå rk−1

= rk−3

− qk−1

rk−2

, ïîëó÷åííîå

èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (3), ïîëó÷èì

rk+1 = u
2

rk−2

+ v
2

(rk−3

− qk−1

rk−2

) = v
2

rk−3

+ (u
2

− v
2

qk−1

)rk−2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, rk+1 = u
3

rk−3

+ v
3

rk−2

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ u
3

è v
3

.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ



Òåîðåìà î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå (4)

Ïðîäîëæàÿ äâèæåíèå ñíèçó ââåðõ ïî ñèñòåìå (3), íà êàæäîì øàãå áóäåì

ïîëó÷àòü ðàâåíñòâî rk+1 = usrk−s + vs rk−s+1 äëÿ íåêîòîðûõ us è vs , ãäå

s = 4, . . . , k − 1. Ïðè s = k − 1 ïîëó÷àåì rk+1 = uk−1

r
1

+ vk−1

r
2

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå r
2

= g − q
2

r
1

, ïîëó÷åííîå èç

âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (3), ïîëó÷àåì

rk+1 = uk−1

r
1

+ vk−1

(g − q
2

r
1

) = vk−1

g + (uk−1

− vk−1

q
2

)r
1

,

ò. å. rk+1 = ukg + vk r1 äëÿ íåêîòîðûõ uk è vk . Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî

âûðàæåíèå r
1

= f − q
1

g , ïîëó÷åííîå èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (3),

îêîí÷àòåëüíî èìååì

rk+1 = ukg + vk(f − q
1

g) = vk f + (uk − vkq1)g ,

ò. å. rk+1 = uf + vg äëÿ íåêîòîðûõ u è v .
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Àëãîðèòì Åâêëèäà

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.2 ñîäåðæèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Ñ�îðìóëèðóåì åãî â ÿâíîì âèäå.

Àëãîðèòì 10.1 (àëãîðèòì Åâêëèäà)

Äàíû íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì òàêèå, ÷òî deg f > deg g .
Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d ìíîãî÷ëåíîâ f è g .

Ïîëàãàåì r
−1

= f , r
0

= g è k = 0. Åñëè rk 6= o, äåëèì rk−1

íà rk , îñòàòîê

îò äåëåíèÿ îáîçíà÷àåì ÷åðåç rk+1 è óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå k íà 1. Åñëè

rk 6= o, ïîâòîðÿåì óêàçàííûå äåéñòâèÿ. Åñëè rk = o, ïîëàãàåì d = rk−1

è

çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

Ïîñêîëüêó deg rk+1 < deg rk äëÿ âñÿêîãî k , ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî

deg rk 6 0. Ïðè ýòîì åñëè rk 6= o, òî rk+1 = o. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì

çàâåðøèò ðàáîòó ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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Âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû (1)

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì F íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè 1

ÿâëÿåòñÿ èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì.

Èç òåîðåìû 10.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 10.1

Ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì F ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ F [x] òàêèå, ÷òî

uf + vg = 1. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h �

îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è g , ò. å. f = hp è g = hq äëÿ íåêîòîðûõ

ìíîãî÷ëåíîâ p è q. Òîãäà

1 = uf + vg = uph + vqh = (up + vq)h,

ò. å. h | 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü f è g ðàâåí 1.
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Âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû (2)

Ïðåäëîæåíèå 10.1

Ïóñòü f , g è h � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì F .

1) Åñëè f è g âçàèìíî ïðîñòû, f | h è g | h, òî (fg) | h.

2) Åñëè f è g âçàèìíî ïðîñòû è f | (gh), òî f | h.

3) Åñëè f è h âçàèìíî ïðîñòû è g è h âçàèìíî ïðîñòû, òî fg è h

âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü h = fp è h = gq äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ p è

q. Òàê êàê f è g âçàèìíî ïðîñòû, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1 ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåíû u è v òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî uf + vg = 1.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà h, ïîëó÷èì h = huf + hvg , îòêóäà

h = gquf + fpvg = fg(qu + pv). Ñëåäîâàòåëüíî, (fg) | h.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ



Âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû (3)

2) Ïî óñëîâèþ gh = fp äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà p. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ

10.1 uf + vg = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ u è v . Ñëåäîâàòåëüíî,

huf + hvg = h, îòêóäà h = huf + fpv = f (hu + pv). Ñëåäîâàòåëüíî, f | h.

3) Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1 uf + vh = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ u è v .

Ñëåäîâàòåëüíî, ufg + vhg = g . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü fg è h. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, p äåëèò h, à çíà÷èò è vhg , à ñ

äðóãîé, p äåëèò fg , à çíà÷èò è ufg . Ñëåäîâàòåëüíî, p äåëèò vgh + ufg = g .

Ïîñêîëüêó g è h âçàèìíî ïðîñòû, à p äåëèò è g , è h, ïîëó÷àåì, ÷òî

p = 1.
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