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Îïðåäåëåíèå êðàìåðîâñêîé ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ êðàìåðîâñêîé, åñëè â íåé ÷èñëî

óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

Êðàìåðîâñêèå ñèñòåìû ïîëó÷èëè íàçâàíèå â ÷åñòü øâåéöàðñêîãî

ìàòåìàòèêà XVIII âåêà �àáðèýëÿ Êðàìåðà, êîòîðûé èçó÷àë èõ.

Ïîñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì íèæå, èññëåäîâàíèå êðàìåðîâñêèõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì îïðåäåëèòåëåé,

âñþäó äàëåå â äàííîì ïîñîáèè, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà â

ÿâíîì âèäå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðè ðàññìîòðåíèè êðàìåðîâñêèõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñèñòåìàõ óðàâíåíèé

íàä ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî îòëè÷íà îò 2.
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Îïðåäåëèòåëè, ñâÿçàííûå ñ êðàìåðîâñêîé ñèñòåìîé

�àññìîòðèì ñèñòåìó èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:
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(1)

Îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ è áóäåì

íàçûâàòü îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (1). Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n
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ñòîëáöà îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (1) íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ýòîé
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Òåîðåìà Êðàìåðà (1)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.1 (òåîðåìà Êðàìåðà)

Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì
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Ýòó òåîðåìó ÷àñòî íàçûâàþò òàêæå ïðàâèëîì Êðàìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ 6= 0. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàáîð ñêàëÿðîâ

(∆
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(2)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, ò. å. îáðàùàåò âñå åå óðàâíåíèÿ â âåðíûå

ðàâåíñòâà. Ïîäñòàâèì ýòîò íàáîð â ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû. Ïîëó÷èì âûðàæåíèå
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Òåîðåìà Êðàìåðà (2)
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Âûðàæåíèå â ïåðâûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèå

îïðåäåëèòåëÿ ∆ ïî ïåðâîé ñòðîêå, à âûðàæåíèÿ â îñòàëüíûõ êðóãëûõ

ñêîáêàõ ðàâíû íóëþ â ñèëó 9-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.
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Òåîðåìà Êðàìåðà (3)

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

a
11

·
∆

1

∆
+ a

12

·
∆

2

∆
+ · · ·+ a

1n ·
∆n

∆
=

1

∆
· b

1

·∆ = b
1

,

ò. å. íàáîð ñêàëÿðîâ (2) îáðàùàåò ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) â âåðíîå

ðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îáðàùàåò â âåðíûå ðàâåíñòâà

è âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü (x0
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îáðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â âåðíûå ðàâåíñòâà:
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Òåîðåìà Êðàìåðà (4)

Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
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Ñãðóïïèðîâàâ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå
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Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âûðàæåíèå â ïåðâûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ åñòü â

òî÷íîñòè ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, à âûðàæåíèÿ

âî âñåõ îñòàëüíûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíû íóëþ â ñèëó 9-ãî ñâîéñòâà

îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèïà ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ. À â ïðàâîé

÷àñòè ñòîèò ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆
1

ïî ïåðâîìó ñòîëáöó.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ∆x0
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.
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Òåîðåìà Êðàìåðà (5)

Òàêèì îáðàçîì,

åñëè (x0
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Óñëîâèå ∆ 6= 0 â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (3) íå èñïîëüçîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì ∆.

Ïîñêîëüêó ∆ 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
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Èòàê, ìû âçÿëè ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå è äîêàçàëè, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ

ðåøåíèåì (2). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Òåîðåìà Êðàìåðà

äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Êðàìåðà (1)

Óêàæåì äâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Êðàìåðà. Èç (3) íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 9.1

Åñëè ∆ = 0, à ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç îïðåäåëèòåëåé ∆
1

, ∆
2

, . . . , ∆n

îòëè÷åí îò 0, òî ñèñòåìà (1) íå èìååò ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäåëèòåëü

ðàâåí 0, è íåâûðîæäåííîé, åñëè îí íå ðàâåí 0.

Ñëåäñòâèå 9.2

Êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îñíîâíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû Êðàìåðà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆ = 0 è ñèñòåìà (1) ñîâìåñòíà. Íàäî

ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Â

ñèëó ï. 2) òåîðåìû 6.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå (1), íåîïðåäåëåííà.
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Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Êðàìåðà (2)

Ïðèâåäåì îñíîâíóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, íå

âû÷åðêèâàÿ ïðè ýòîì íóëåâûå ñòðîêè (â ñëó÷àå èõ ïîÿâëåíèÿ). Ïîëó÷åííàÿ

ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà áóäåò êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n. Îáîçíà÷èì åå

÷åðåç B è ïîëîæèì B = (bij). Èç 2-ãî è 4-ãî ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé

âûòåêàåò, ÷òî |B| = k ·∆ äëÿ íåêîòîðîãî k 6= 0, à çíà÷èò |B| = 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.4 ìàòðèöà B

âåðõíåòðåóãîëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, bnj = 0 äëÿ âñåõ j < n, è ïîòîìó bnn 6= 0.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà B ñòóïåí÷àòà, ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ i < n, ÷òî

bn−1 i 6= 0. Â òî æå âðåìÿ, bn−1 j = 0 äëÿ âñÿêîãî j < n − 1, ïîñêîëüêó

ìàòðèöà B âåðõíåòðåóãîëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, i = n − 1, ò.å. bn−1 n−1

6= 0.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B

îòëè÷íû îò 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.10 |B| = b
11

b
22

· · · bnn 6= 0 âîïðåêè

ñêàçàííîìó âûøå.

Èòàê, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû B � íóëåâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî

íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû B ìåíüøå n. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.3 ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
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Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Êðàìåðà (3)

Åùå îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êðàìåðà îòíîñèòñÿ ê êðàìåðîâñêèì

îäíîðîäíûì ñèñòåìàì.

Ñëåäñòâèå 9.3

Êðàìåðîâñêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò íåíóëåâîå

ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îñíîâíàÿ ìàòðèöà âûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè êðàìåðîâñêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî îíà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (òàê êàê

íóëåâîå ðåøåíèå ó íåå åñòü âñåãäà). Íî òîãäà ∆ = 0 â ñèëó òåîðåìû

Êðàìåðà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ∆ = 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 9.2 íàøà ñèñòåìà íå ìîæåò

èìåòü åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Íåñîâìåñòíîé îíà òîæå áûòü íå ìîæåò,

ïîñêîëüêó ëþáàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà (ñì. çàìå÷àíèå 6.1).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà ñèñòåìà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. ßñíî, ÷òî âñå

ýòè ðåøåíèÿ, êðîìå îäíîãî, � íåíóëåâûå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Êðàìåðîâñêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



Ñëó÷àé ∆ = ∆
1

= · · · = ∆n = 0

Òåîðåìà Êðàìåðà è ñëåäñòâèÿ èç íåå íè÷åãî íå ãîâîðÿò î ñëó÷àå, êîãäà

∆ = ∆
1

= · · · = ∆n = 0. Ïîñêîëüêó ïðè ∆ 6= 0 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, à â ñëó÷àå, êîãäà ∆ = 0, à ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

îïðåäåëèòåëåé ∆
1

, ∆
2

, . . . , ∆n îòëè÷åí îò 0, ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé,

ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ëîãè÷íûì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè

∆ = ∆
1

= · · · = ∆n = 0 ðåàëèçóåòñÿ òðåòüÿ âîçìîæíîñòü: ñèñòåìà èìååò

áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (à â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ � áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé). Ýòî, îäíàêî, íå òàê: êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, â

îáñóæäàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, íî

ìîæåò è íå èìåòü ðåøåíèé.

Ïðèìåð 9.1

�àññìîòðèì äâå êðàìåðîâñêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:







x
1

+ x
2

+ x
3

= 1,

2x
1

+ 2x
2

+ 2x
3

= 2,

3x
1

+ 3x
2

+ 3x
3

= 3

è







x
1

+ x
2

+ x
3

= 1,

2x
1

+ 2x
2

+ 2x
3

= 2,

3x
1

+ 3x
2

+ 3x
3

= 4.

Â êàæäîé èç íèõ ∆ = ∆
1

= ∆
2

= ∆
3

= 0 (ïîñêîëüêó âñå ýòè îïðåäåëèòåëè

ñîäåðæàò äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà), íî ïåðâàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà

îäíîìó óðàâíåíèþ x
1

+ x
2

+ x
3

= 1, è ïîòîìó èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ,

à âòîðàÿ, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíà.
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Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A (1)

Â � 7 ðàññìàòðèâàëîñü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà

AX = B. (4)

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î íåì â ñëó÷àå,

êîãäà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è íåâûðîæäåííîé. Èìåííî ýòîò

ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàëüíåéøèõ

ïðèëîæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4), òî ìàòðèöû X

è B èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç k .

Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â � 7, óðàâíåíèå (4) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè k

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX
1

= B
1

, AX
2

= B
2

, . . . , AXk = Bk , ãäå, äëÿ

âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k , ÷åðåç Xi îáîçíà÷åí i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X , à ÷åðåç

Bi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû B. Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî êàæäàÿ èç

ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé. Åñëè, ê òîìó æå, ìàòðèöà A

íåâûðîæäåííà, òî, â ñèëó òåîðåìû Êðàìåðà, âñå ýòè ñèñòåìû èìåþò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå è óðàâíåíèå (4)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ åãî

ðåøåíèÿ ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà.
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Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A (2)

Îáúåäèíÿÿ àëãîðèòìû 7.1 è 7.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé

áóäåò èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà âàæíûõ çàäà÷.

Àëãîðèòì 9.1

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (4), â êîòîðîì A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à B � ìàòðèöà ðàçìåðà n × k . Çàïèøåì ìàòðèöó

(A | B) ðàçìåðà n × (n + k) è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåðâûå n ñòîëáöîâ) ê

åäèíè÷íîìó âèäó. Â ïðàâîé ÷àñòè (ò. å. â ïîñëåäíèõ k ñòîëáöàõ)

ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò çàïèñàíà ìàòðèöà X , ÿâëÿþùàÿñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4).
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Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà XA = B â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A è AXB = C â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ

êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B

Ïîñëå íåñëîæíîé ìîäè�èêàöèè àëãîðèòì 9.1 ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà XA = B, ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà, è AXB = C , ãäå A è B � íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû.

Ïåðâîå èç íèõ ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ A⊤X⊤ = B⊤
. Â ñèëó 1-ãî ñâîéñòâà

îïðåäåëèòåëåé ìàòðèöà A⊤
íåâûðîæäåííà. Ïîýòîìó, â ñèëó àëãîðèòìà 9.1,

ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê åäèíè÷íîìó âèäó ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû (A⊤ | B⊤), â
ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò ñòîÿòü ìàòðèöà X⊤

,

òðàíñïîíèðîâàâ êîòîðóþ ìû íàéäåì ìàòðèöó X . Íàêîíåö, âòîðîå èç

óêàçàííûõ âûøå óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ AY = C , ãäå Y = XB.

�åøèâ åãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 9.1, ìû íàéäåì ìàòðèöó D ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó XB = D . Ïåðåéäÿ îò íåãî ê óðàâíåíèþ

B⊤X⊤ = D⊤
, ìû ñìîæåì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 9.1 íàéòè ìàòðèöó X⊤

,

òðàíñïîíèðîâàâ êîòîðóþ ïîëó÷èì ìàòðèöó X .
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