
� 8. Îïðåäåëèòåëè

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ

8.1. Îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ. Îïðåäåëèòåëè ìàëûõ ïîðÿäêîâ

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè (i
1

, i
2

, . . . , in) � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå

{1, 2, . . . , n}, òî ÷åðåç I (i
1

, i
2

, . . . , in) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî èíâåðñèé â ýòîé

ïåðåñòàíîâêå. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F .

Îïðåäåëèòåëåì (èëè äåòåðìèíàíòîì) ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð,

êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |A| èëè detA è âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

|A| =
∑

(i
1

,i
2

,...,in)∈Sn

(−1)I (i1,i2,...,in)a
1i
1

a
2i
2

· · · anin . (1)
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Êîììåíòàðèè ê îïðåäåëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå n!
ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü ïðîèçâåäåíèå n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû,

ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè è èç êàæäîãî ñòîëáöà. Ñëàãàåìîå

a
1i
1

a
2i
2

· · · anin â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè

ïåðåñòàíîâêà (i
1

, i
2

, . . . , in) ÷åòíà, è ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè ýòà ïåðåñòàíîâêà

íå÷åòíà. Èç ñëåäñòâèÿ 3.2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè n > 2, òî ïîëîâèíà

ñëàãàåìûõ áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à ïîëîâèíà � ñî çíàêîì ìèíóñ.
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Îïðåäåëèòåëè 1-ãî ïîðÿäêà

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü ýëåìåíòàìè, ñòðîêàìè,

ñòîëáöàìè è ïîðÿäêîì îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A,

ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû, ñòðîêè, ñòîëáöû è ïîðÿäîê ýòîé ìàòðèöû.

Ïîñìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâîäèò îïðåäåëåíèå, äàííîå íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå,

ïðè n = 1, 2, 3.

Îïðåäåëèòåëè 1-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü A = (a
11

) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 1-ãî

ïîðÿäêà. Íà ìíîæåñòâå {1} ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïåðåñòàíîâêà, à

èìåííî � òðèâèàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà (1). ×èñëî èíâåðñèé â ýòîé

ïåðåñòàíîâêå ðàâíî 0, ñëåäîâàòåëüíî îíà ÷åòíà. Â ñèëó �îðìóëû (1)

èìååì: |A| = a
11

. Èíûìè ñëîâàìè,

îïðåäåëèòåëü 1-ãî ïîðÿäêà ðàâåí åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.
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Îïðåäåëèòåëè 2-ãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå

Åñëè A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî ýëåìåíòû

a
1n, a2 n−1

, . . . , an1 îáðàçóþò åå ïîáî÷íóþ äèàãîíàëü.

Â ñëåäóþùåé ìàòðèöå ïîáî÷íàÿ äèàãîíàëü âûäåëåíà êðàñíûì öâåòîì:
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
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. . . a
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a
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. . . a
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a
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an1 an2 . . . an n−1

ann













.

Îïðåäåëèòåëè 2-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü A = (aij ) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 2-ãî

ïîðÿäêà. Íà ìíîæåñòâå {1, 2} ñóùåñòâóåò ðîâíî äâå ïåðåñòàíîâêè: (1, 2) è
(2, 1). Ïåðâàÿ èç íèõ ÷åòíà (÷èñëî èíâåðñèé ðàâíî 0), âòîðàÿ íå÷åòíà

(÷èñëî èíâåðñèé ðàâíî 1). Ñëåäîâàòåëüíî, |A| = a
11

a
22

− a
12

a
21

. Òàêèì

îáðàçîì,

îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû ìèíóñ ïðîèçâåäåíèå

ýëåìåíòîâ íà åå ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.
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Îïðåäåëèòåëè 3-ãî ïîðÿäêà (1)

Îïðåäåëèòåëè 3-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü A = (aij ) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 3-ãî

ïîðÿäêà. Íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3} ñóùåñòâóåò 3! = 6 ïåðåñòàíîâîê:

(1, 2, 3) � 0 èíâåðñèé, ïåðåñòàíîâêà ÷åòíà,

(1, 3, 2) � 1 èíâåðñèÿ, ïåðåñòàíîâêà íå÷åòíà,

(2, 1, 3) � 1 èíâåðñèÿ, ïåðåñòàíîâêà íå÷åòíà,

(2, 3, 1) � 2 èíâåðñèè, ïåðåñòàíîâêà ÷åòíà,

(3, 1, 2) � 2 èíâåðñèè, ïåðåñòàíîâêà ÷åòíà,

(3, 2, 1) � 3 èíâåðñèè, ïåðåñòàíîâêà íå÷åòíà.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|A| = a
11

a
22

a
33

+ a
12

a
23

a
31

+ a
13

a
21

a
32

− a
13

a
22

a
31

− a
12

a
21

a
33

− a
11

a
23

a
32

.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà âûãëÿäèò

âåñüìà ãðîìîçäêî. Íà ñëåäóþùåì ñëàéäå ìû óêàæåì ïðàâèëî,

ïîçâîëÿþùåå åå çàïîìíèòü. ×òîáû åãî ñ�îðìóëèðîâàòü, çàìåòèì, ÷òî

îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé øåñòè

ñëàãàåìûõ, èç êîòîðûõ òðè áåðóòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à òðè � ñî çíàêîì

ìèíóñ. Êàæäîå ñëàãàåìîå � ýòî ïðîèçâåäåíèå òðåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû äâà ýêçåìïëÿðà îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû

3-ãî ïîðÿäêà. Ýëåìåíòû ìàòðèöû èçîáðàæåíû òî÷êàìè.
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Îïðåäåëèòåëè 3-ãî ïîðÿäêà (2)

Ëèíèè ñîåäèíÿþò òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ

ïåðåìíîæàþòñÿ, ïðè ýòîì êðàñíûì öâåòîì ñîåäèíåíû ýëåìåíòû,

ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à ñèíèì �

ýëåìåíòû, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ.

r
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�èñ. 1. Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ

Ìû âèäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà ñî çíàêîì ïëþñ áåðåòñÿ

ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ãëàâíóþ äèàãîíàëü

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû, à òàêæå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ

ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ãëàâíîé

äèàãîíàëè; ñî çíàêîì ìèíóñ � ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ

ïîáî÷íóþ äèàãîíàëü, à òàêæå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ðàâíîáåäðåííûå

òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.
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Èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëèòåëÿ îòíîñèòåëüíî òðàíñïîíèðîâàíèÿ (1)

8.2. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé.

Ïðåäëîæåíèå 8.1 (1-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

Ïîëîæèì A⊤ = (bij). Òàêèì îáðàçîì, bij = aji äëÿ âñåõ i , j = 1, 2, . . . , n.

Îïðåäåëèòåëü êàæäîé èç ìàòðèö A è A⊤
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé

n! ñëàãàåìûõ. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ ñëàãàåìûõ,

àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ |A|, â ìíîæåñòâî âñåõ
ñëàãàåìûõ, àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ |A⊤|, êîòîðîå
ïåðåâîäèò ñëàãàåìîå a

1i
1

a
2i
2

· · · anin â ñëàãàåìîå bi
1

1

bi
2

2

· · · binn. ßñíî, ÷òî
ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî bi

1

1

= a
1i
1

, bi
2

2

= a
2i
2

, . . . ,

binn = anin , ïîëó÷àåì, ÷òî bi
1

1

bi
2

2

· · · binn = a
1i
1

a
2i
2

· · · anin . ßñíî, ÷òî
a
1i
1

a
2i
2

· · · anin âõîäèò â |A| ñ òåì æå çíàêîì, ñ êîòîðûì bi
1

1

bi
2

2

· · · binn
âõîäèò â A⊤

� îáà ðàçà çíàê ðàâåí (−1)I (i1,i2,...,in). Ñëåäîâàòåëüíî,
|A| = |A⊤|.
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Ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ

Èç 1-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò ñëåäóþùèé íå�îðìàëüíûé

Ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ

Ëþáîå ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé, �îðìóëèðóåìîå â òåðìèíàõ ñòðîê

ìàòðèöû, îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ñëîâî ¾ñòðîêà¿ çàìåíèòü ñëîâîì

¾ñòîëáåö¿.

!! Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèíöèïà, âñå ïîñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

�îðìóëèðóþòñÿ òîëüêî äëÿ ñòðîê, íî èñïîëüçîâàòüñÿ áóäóò êàê äëÿ

ñòðîê, òàê è äëÿ ñòîëáöîâ.
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Óìíîæåíèå ñòðîêè íà ñêàëÿð

Âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ îïðåäåëèòåëåé A = (aij ) � êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Íåêîòîðûå ñâîéñòâà

îïðåäåëèòåëåé (5-å è òå, â äîêàçàòåëüñòâàõ êîòîðûõ îíî ïðÿìî èëè

êîñâåííî èñïîëüçóåòñÿ) íåâåðíû äëÿ ìàòðèö íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé, âñþäó äàëåå â äàííîì êóðñå ëåêöèé, çà

èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà â ÿâíîì âèäå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðè

ðàññìîòðåíèè îïðåäåëèòåëåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðå÷ü èäåò î ìàòðèöàõ

íàä ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî îòëè÷íà îò 2.

Ïðåäëîæåíèå 8.2 (2-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû A óìíîæèòü íà îäèí è òîò

æå ñêàëÿð, òî åå îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà òîò æå ñàìûé ñêàëÿð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óìíîæàåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû íà

ñêàëÿð t. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç A′
. Òîãäà

|A′| =
∑

(i
1

,i
2

,...,in)∈Sn

(−1)I (i1,i2,...,in)a
1i
1

· · · ak−1 ik−1

(takik )ak+1 ik+1 · · · anin =

= t ·
∑

(i
1

,i
2

,...,in)∈Sn

(−1)I (i1,i2,...,in)a
1i
1

· · · anin = t|A|,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ñêàëÿð. Íàëè÷èå íóëåâîé ñòðîêè

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ñêàëÿð ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ êàæäîé

ñòðîêè ìàòðèöû íà ýòîò ñêàëÿð, èç 2-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.1

Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à t � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð, òî

|tA| = tn · |A|.

Ïðèìåíÿÿ 2-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé â ñëó÷àå, êîãäà ñòðîêà óìíîæàåòñÿ

íà 0, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 8.3 (3-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.
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Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ìåñòàìè

Ïðåäëîæåíèå 8.4 (4-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Åñëè äâå ñòðîêè ìàòðèöû A ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî åå îïðåäåëèòåëü

óìíîæèòñÿ íà −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè k-þ è m-þ

ñòðîêè ìàòðèöû A, ïðè÷åì k < m. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç

A′
. Òîãäà ïðè ïåðåõîäå îò |A| ê |A′| âñÿêîå ñëàãàåìîå âèäà

a
1i
1

a
2i
2

· · · ak−1 ik−1

akik ak+1 ik+1 · · · am−1 im−1

amimam+1 im+1 · · · anin

çàìåíèòñÿ íà ðàâíîå åìó ïî ìîäóëþ ñëàãàåìîå

a
1i
1

a
2i
2

· · · ak−1 ik−1

amimak+1 ik+1 · · · am−1 im−1

akik am+1 im+1 · · · anin

(îáà ðàçà ìû óêàçàëè ñëàãàåìûå áåç çíàêîâ). Ïåðåñòàíîâêà

(i
1

, i
2

, . . . , ik−1

, im, ik+1, . . . , im−1

, ik , im+1, . . . , in)

ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâêè

(i
1

, i
2

, . . . , ik−1

, ik , ik+1, . . . , im−1

, im, im+1, . . . , in)

òðàíñïîçèöèåé ñèìâîëîâ ik è im. Â ñèëó ëåììû 3.2 ýòè ïåðåñòàíîâêè èìåþò

ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííûå âûøå ñëàãàåìûå âõîäÿò â

âûðàæåíèÿ äëÿ |A| è |A′| ñ ðàçíûìè çíàêàìè, è ïîòîìó |A′| = −|A|.
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Íàëè÷èå îäèíàêîâûõ èëè ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòðîê

Ïðåäëîæåíèå 8.5 (5-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, òî åå îïðåäåëèòåëü

ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì d = |A|. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè äâóõ ðàâíûõ ñòðîê

ìåñòàìè îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà −1 (â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà),
íî íå èçìåíèòñÿ (÷òî î÷åâèäíî). Ñëåäîâàòåëüíî, d = −d , ò. å. 2d = 0. Â

ñèëó çàìå÷àíèÿ 4.3à) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî char F = 2. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò

íàøåé äîãîâîðåííîñòè î õàðàêòåðèñòèêå ïîëÿ F .

Èç 2-ãî è 5-ãî ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.2

Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè, òî åå

îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìàòðèöå A i-ÿ ñòðîêà ðàâíà j-é

ñòðîêå, óìíîæåííîé íà t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç

ìàòðèöû A çàìåíîé åå i-é ñòðîêè íà j-þ. Èñïîëüçóÿ ñíà÷àëà 2-å, à çàòåì

5-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé, èìååì |A| = t|A′| = t · 0 = 0.
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Àääèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñòðîêè (1)

Ïðåäëîæåíèå 8.6 (6-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò íåêîòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû ïðåäñòàâëåí â âèäå

ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå îïðåäåëèòåëåé

äâóõ ìàòðèö, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè ðàâíû ïåðâûì

ñëàãàåìûì, à âî âòîðîé � âòîðûì ñëàãàåìûì, à âñå îñòàëüíûå ñòðîêè â

îáåèõ ìàòðèöàõ � òå æå, ÷òî è â èñõîäíîé ìàòðèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

A =













a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a′k1 + a′′k1 a′k2 + a′′k2 . . . a′kn + a′′kn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann













,

B =













a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . .

a′k1 a′k2 . . . a′kn
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann













è C =













a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . .

a′′k1 a′′k2 . . . a′′kn
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann













.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî |A| = |B|+ |C |.
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Àääèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñòðîêè (2)

Äåéñòâèòåëüíî,

|A| =
∑

(i
1

,i
2

,...,in)∈Sn

(−1)I (i1,i2,...,in)a
1i
1

· · · ak−1 ik−1

(a′kik + a
′′

kik
)ak+1 ik+1 · · · anin =

=
∑

(i
1

,i
2

,...,in)∈Sn

(−1)I (i1,i2,...,in)a
1i
1

· · · ak−1 ik−1

a
′

kik
ak+1 ik+1 · · · anin +

+
∑

(i
1

,i
2

,...,in)∈Sn

(−1)I (i1,i2,...,in)a
1i
1

· · · ak−1 ik−1

a
′′

kik
ak+1 ik+1 · · · anin =

= |B|+ |C |.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
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Ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ñêàëÿð

Ïðåäëîæåíèå 8.7 (7-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Åñëè ê íåêîòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû A ïðèáàâèòü äðóãóþ åå ñòðîêó,

óìíîæåííóþ íà íåêîòîðûé ñêàëÿð, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå

èçìåíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ ïðèáàâëåíèåì

ê k-é ñòðîêå ìàòðèöû A åå m-é ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ñêàëÿð t.
Èñïîëüçóÿ 6-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé è ñëåäñòâèå 8.2, èìååì

|A′| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 + tam1

ak2 + tam2

. . . akn + tamn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1

am2

. . . amn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akn
. . . . . . . . . . . . . . . . .

am1

am2

. . . amn

. . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tam1

tam2

. . . tamn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1

am2

. . . amn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |A|+ 0 = |A|.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: �îðìóëèðîâêà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n > 2 è 1 6 i , j 6 n.

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû (n − 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè

âû÷åðêèâàíèè èç ìàòðèöû A i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, íàçûâàåòñÿ

ìèíîðîì ýëåìåíòà aij è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Mij . Àëãåáðàè÷åñêèì

äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð Aij = (−1)i+jMij .

Ïðåäëîæåíèå 8.8 (8-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé: ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ

ïî ñòðîêå)

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ

ïðîèçâîëüíîé ñòðîêè íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè A = (aij) ∈ F n×n
è 1 6 k 6 n, òî

|A| = ak1Ak1 + ak2Ak2 + · · ·+ aknAkn. (2)

Ýòà �îðìóëà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî k-é ñòðîêå. Â ñèëó

ïðèíöèïà ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ èìååò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùàÿ

�îðìóëà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî k-ìó ñòîëáöó:

|A| = a
1kA1k + a

2kA2k + · · ·+ ankAnk .
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: êîììåíòàðèé

Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå ïîäñêàçûâàåò îäèí èç

ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Â ñàìîì äåëå, ýòà �îðìóëà ñâîäèò

âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n ê âû÷èñëåíèþ n îïðåäåëèòåëåé

ïîðÿäêà n − 1 (ïîñêîëüêó àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì

ìàòðèöû ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëèòåëÿìè ïîðÿäêà

n − 1). Êàæäûé èç ýòèõ îïðåäåëèòåëåé (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî êàêîé-òî ñòðîêå è ñâåñòè åãî âû÷èñëåíèå ê âû÷èñëåíèþ

(n − 1)-ãî îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n − 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìîæíî â

êîíå÷íîì ñ÷åòå ñâåñòè âû÷èñëåíèå èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ ê âû÷èñëåíèþ

áîëüøîãî ÷èñëà îïðåäåëèòåëåé ñêîëü óãîäíî ìàëîãî (âïëîòü äî âòîðîãî)

ïîðÿäêà. Ïðàâäà, ÷èñëî ýòèõ îïðåäåëèòåëåé ìîæåò áûòü î÷åíü âåëèêî

(ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàåò (n − 1)! îïðåäåëèòåëåé 2-ãî

ïîðÿäêà). Èñïîëüçóÿ äðóãèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òî ïî÷òè âñå èç ýòèõ îïðåäåëèòåëåé áóäóò óìíîæàòüñÿ íà 0, è

ïîòîìó âû÷èñëÿòü èõ íå íàäî. Ïîäðîáíåå îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî íèæå.
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: ÷àñòíûé ñëó÷àé (1)

Ïðåæäå, ÷åì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (2) â îáùåì ñëó÷àå,

ïðîèëëþñòðèðóåì èäåþ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà íà ïðèìåðå îïðåäåëèòåëÿ

ïîðÿäêà 3. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 3. Êàê ìû

âèäåëè âûøå,

|A| = a
11

a
22

a
33

+ a
12

a
23

a
31

+ a
13

a
21

a
32

− a
13

a
22

a
31

− a
12

a
21

a
33

− a
11

a
23

a
32

.

�àçîáüåì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà òðè ãðóïïû â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ýëåìåíò ïåðâîé ñòðîêè îíè ñîäåðæàò (íèæå

ýòè òðè ïàðû ñëàãàåìûõ âûäåëåíû ðàçíûìè öâåòàìè):

|A| = a
11

a
22

a
33

− a
11

a
23

a
32

+ a
12

a
23

a
31

− a
12

a
21

a
33

+ a
13

a
21

a
32

− a
13

a
22

a
31

.

Â êàæäîé ïàðå ñëàãàåìûõ âûíåñåì çà ñêîáêè òîò ýëåìåíò ïåðâîé ñòðîêè,

êîòîðûé âõîäèò â ýòè ñëàãàåìûå, ïðè÷åì a
11

è a
13

âûíåñåì ñ ïëþñîì, à

a
12

� ñ ìèíóñîì:

|A| = a
11

(a
22

a
33

− a
23

a
32

)− a
12

(a
21

a
33

− a
23

a
31

) + a
13

(a
21

a
32

− a
22

a
31

).

Çàìåòèì, ÷òî â ¾êðàñíûõ¿ ñêîáêàõ ñòîèò îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé

ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà

(

a
22

a
23

a
32

a
33

)

,

êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè èç èñõîäíîé ìàòðèöû A âû÷åðêíóòü ïåðâóþ

ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö. Ýòî ìèíîð M
11

.
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: ÷àñòíûé ñëó÷àé (2)

Àíàëîãè÷íî, â ¾ãîëóáûõ¿ ñêîáêàõ ñòîèò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

(

a
21

a
23

a
31

a
33

)

,

ò. å.ìèíîð M
12

, à â ¾çåëåíûõ¿ ñêîáêàõ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

(

a
21

a
22

a
31

a
32

)

,

ò. å.ìèíîð M
13

. Òàêèì îáðàçîì,

|A| = a
11

M
11

− a
12

M
12

+ a
13

M
13

.

Ïîñêîëüêó A
11

= (−1)1+1M
11

= M
11

, A
12

= (−1)1+2M
12

= −M
12

, à

A
13

= (−1)1+3M
13

= M
13

, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

|A| = a
11

A
11

+ a
12

A
12

+ a
13

A
13

.

À ýòî è åñòü �îðìóëà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà ïî ïåðâîé

ñòðîêå.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó �îðìóëû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå

â îáùåì ñëó÷àå.
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: äîêàçàòåëüñòâî (1)

Äîêàçàòåëüñòâî 8-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Äîêàæåì ñíà÷àëà

ðàâåíñòâî (2) â ñëó÷àå, êîãäà k = 1. Äëÿ âñÿêîãî 1 6 m 6 n ðàññìîòðèì

ñóììó âñåõ òåõ ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1),

êîòîðûå ñîäåðæàò ìíîæèòåëü a
1m (êàæäîå ñëàãàåìîå áåðåòñÿ ñ òåì

çíàêîì, ñ êàêèì îíî âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1)). Â ýòîé ñóììå

âûíåñåì a
1m çà ñêîáêó è îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÷åðåç Rm. ßñíî,

÷òî |A| = a
11

R
1

+ a
12

R
2

+ · · ·+ a
1nRn. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Rm = A

1m

äëÿ âñÿêîãî m = 1, 2, . . . , n.

Âñÿêîå ñëàãàåìîå, âõîäÿùåå â Rm, èìååò âèä a
2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n), ãäå σ

ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé èç

ìíîæåñòâà {2, . . . , n} íà ìíîæåñòâî {1, . . . ,m − 1,m + 1, . . . , n}. Çàìåòèì,
÷òî â òî÷íîñòè òàê æå âûãëÿäÿò è òå ñëàãàåìûå, àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìèíîð M
1m, à çíà÷èò è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A

1m.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñëàãàåìîå a
2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n) âõîäèò â Rm è A

1m ñ

îäíèì è òåì æå çíàêîì.
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: äîêàçàòåëüñòâî (2)

Ñëàãàåìîå a
2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n) âõîäèò â Rm ñ òåì æå çíàêîì, ñ êîòîðûì â

|A| âõîäèò ñëàãàåìîå a
1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = a

1ma
2σ(2) · · · anσ(n). Ýòîò çíàê

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè

(

m, σ(2), σ(3), . . . , σ(n)
)

. (3)

Èíâåðñèÿìè ýòîé ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ïàðû âèäà (1, i) äëÿ
âñåõ ÷èñåë i òàêèõ, ÷òî σ(i) < m, è âñå ïàðû âèäà (r , s) òàêèå, ÷òî
2 6 r < s 6 n, íî σ(r) > σ(s). ×èñëî ïàð ïåðâîãî âèäà ðàâíî m − 1.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ïàð âòîðîãî âèäà ÷åðåç i(σ). Òîãäà ÷èñëî èíâåðñèé
ïåðåñòàíîâêè (3) ðàâíî m − 1 + i(σ). Ñëåäîâàòåëüíî, a

2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n)

âõîäèò â Rm ñî çíàêîì (−1)m−1+i(σ)
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ

ìèíîðà M
1m è àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ A

1m âûòåêàåò, ÷òî ñëàãàåìîå

a
2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n) âõîäèò â M

1m ñî çíàêîì (−1)i(σ)
, à â A

1m � ñî çíàêîì

(−1)1+m · (−1)i(σ) = (−1)m+1+i(σ)
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(−1)m+1+i(σ) = (−1)m−1+i(σ) · (−1)2 = (−1)m−1+i(σ)
,

ïîëó÷àåì, ÷òî a
2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n) âõîäèò â Rm è â A

1m ñ îäíèì è òåì æå

çíàêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, Rm = A
1m. �àâåíñòâî (2) ïðè k = 1 äîêàçàíî.
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�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå: äîêàçàòåëüñòâî (3)

Ïóñòü òåïåðü 1 < k 6 n. Ïåðåñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî k-þ ñòðîêó ñ

(k − 1)-é, (k − 2)-é, . . . , íàêîíåö, ñ ïåðâîé, è èñïîëüçóÿ 4-å ñâîéñòâî

îïðåäåëèòåëåé, èìååì

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akn
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)k−1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ak1 ak2 . . . akn
a
11

a
12

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak−1 1

ak−1 2

. . . ak−1 n

ak+1 1 ak+1 2 . . . ak+1 n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

�àçëîæèì îïðåäåëèòåëü, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà,

ïî ïåðâîé ñòðîêå. Ïîñêîëüêó ìèíîðû ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ýòîãî

îïðåäåëèòåëÿ ñîâïàäàþò ñ ìèíîðàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ k-é

ñòðîêè èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ, ïîëó÷èì

|A| = (−1)k−1

(

ak1 · (−1)
1+1

Mk1 + ak2 · (−1)
1+2

Mk2 + · · ·+ akn · (−1)
1+n

Mkn

)

=

= ak1 · (−1)
k+1

Mk1 + ak2 · (−1)
k+2

Mk2 + · · ·+ akn · (−1)
k+n

Mkn =

= ak1Ak1 + ak2Ak2 + · · ·+ aknAkn.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
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Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòðîêè íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè

Ïðåäëîæåíèå 8.9 (9-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé)

Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêè êâàäðàòíîé ìàòðèöû íà

àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè

ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 6 i , j 6 n, i 6= j (ãäå, êàê îáû÷íî, n � ïîðÿäîê

ìàòðèöû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû A

çàìåíîé åå j-é ñòðîêè íà i-þ. Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ

ìàòðèö A è A′
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ars è A′

rs ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

1 6 r 6 n è r 6= j , òî r-å ñòðîêè â ìàòðèöàõ A è A′
ñîâïàäàþò.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ajk = A′
jk äëÿ âñÿêîãî k = 1, 2, . . . , n. �àçëîæèì

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A′
ïî åå j-é ñòðîêå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé

ñòðîêè ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè i-é ñòðîêè ìàòðèöû A, ïîëó÷àåì, ÷òî

|A′| =
n
∑

k=1

aikA
′
jk =

n
∑

k=1

aikAjk . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |A′| = 0 ïî 5-ìó ñâîéñòâó

îïðåäåëèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì,

n
∑

k=1

aikAjk = 0.
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Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû

Ïðåäëîæåíèå 8.10

Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ,

ñòîÿùèõ íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A = (aij ) âåðõíåòðåóãîëüíà.
Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèöû ÷åðåç n è áóäåì äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèå

èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: åñëè n = 1, òî, êàê ìû âèäåëè âûøå, |A| = a
11

.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü n > 1. �àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü A ïî ïåðâîìó

ñòîëáöó è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, èìååì:

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

a
13

. . . a
1n

0 a
22

a
23

. . . a
2n

0 0 a
33

. . . a
3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a
11

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
22

a
23

. . . a
2n

0 a
33

. . . a
3n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a
11

a
22

a
33

· · · ann.

Â ñëó÷àå íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, íàäî

òîëüêî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå.
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Îïðåäåëèòåëü åäèíè÷íîé ìàòðèöû

Èç ïðåäëîæåíèÿ 8.10 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.3

Îïðåäåëèòåëü åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí 1.
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Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû

ê òðåóãîëüíîìó âèäó

Ïðåäëîæåíèå 8.10 â ñî÷åòàíèè ñî ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëåé ïîäñêàçûâàåò

îäèí èç ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà A. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì åå ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðè ýòîì íóëåâûå ñòðîêè, åñëè îíè áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ,

âû÷åðêèâàòü íå áóäåì, à áóäåì ¾íàêàïëèâàòü¿ â íèæíåé ÷àñòè ìàòðèöû.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A′
. Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 7.4 ìàòðèöà A′
âåðõíåòðåóãîëüíà. Åå îïðåäåëèòåëü ëåãêî

ïîäñ÷èòàòü (ñì. ïðåäëîæåíèå 8.10). Ïðè ïåðåõîäå îò A ê A′
îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû ìîã ìåíÿòüñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: âî-ïåðâûõ, åñëè êàêèå-òî äâå

ñòðîêè ìåíÿëèñü ìåñòàìè, òî îïðåäåëèòåëü óìíîæàëñÿ íà −1 (ïî 4-ìó
ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëåé), è âî-âòîðûõ, åñëè êàêàÿ-òî ñòðîêà óìíîæàëàñü

íà íåêîòîðûé íåíóëåâîé ñêàëÿð, òî îïðåäåëèòåëü óìíîæàëñÿ íà òîò æå

ñêàëÿð (ïî 2-ìó ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëåé)

1

. Òàêèì îáðàçîì, |A′| = k · |A|
äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðà k 6= 0, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü,

ïðîñëåäèâ çà òåì, êàê ìàòðèöà A ïðèâîäèëàñü ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

�àçäåëèâ |A′| íà k , ìû ïîëó÷èì |A|.

1

Áîëåå òî÷íî: åñëè ê i-é ñòðîêå, óìíîæåííîé íà s, ïðèáàâëÿëàñü j-ÿ ñòðîêà,

óìíîæåííàÿ íà t, òî îïðåäåëèòåëü óìíîæàëñÿ íà s.
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Ïîëóðàñïàâøàÿñÿ ìàòðèöà

8.3. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü îäèí ñïåöèàëüíûé âèä

ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèÿ

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà L ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ïîëóðàñïàâøåéñÿ, åñëè ëèáî

L =

(

A N

O B

)

, (4)

ëèáî

L =

(

A O

N B

)

, (5)

ãäå A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, O � íóëåâàÿ, à N � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðèöû ïîäõîäÿùèõ ðàçìåðîâ. Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ

äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè ïîëóðàñïàâøåéñÿ ìàòðèöû L.
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Îïðåäåëèòåëü ïîëóðàñïàâøåéñÿ ìàòðèöû (1)

Ïðåäëîæåíèå 8.11

Åñëè L � ïîëóðàñïàâøàÿñÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè A è B, òî

|L| = |A| · |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà L èìååò

âèä (4). Â ñàìîì äåëå, åñëè L èìååò âèä (5), òî L⊤
� ïîëóðàñïàâøàÿñÿ

ìàòðèöà âèäà (4) ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè A⊤
è B⊤

. Ïîýòîìó åñëè äëÿ

ìàòðèö âèäà (4) ïðåäëîæåíèå óæå äîêàçàíî, òî, èñïîëüçóÿ 1-å ñâîéñòâî

îïðåäåëèòåëåé, èìååì |L| = |L⊤| = |A⊤| · |B⊤| = |A| · |B|. Ïóñòü A = (aij),
B = (bij) è N = (nij). Îáîçíà÷èì ïîðÿäêè ìàòðèö A è B ÷åðåç p è q

ñîîòâåòñòâåííî. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî p.

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè p = 1, òî A = (a
11

) è

|L| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

n
11

n
12

. . . n
1q

0 b
11

b
12

. . . b
1q

0 b
21

b
22

. . . b
2q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 bq1 bq2 . . . bqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

�àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî ïåðâîìó

ñòîëáöó, ïîëó÷èì, ÷òî |L| = a
11

· |B| = |A| · |B|.
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Îïðåäåëèòåëü ïîëóðàñïàâøåéñÿ ìàòðèöû (2)

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü p > 1. Ìèíîð ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé

ýëåìåíòó aij , îáîçíà÷èì ÷åðåç Mij . �àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû L ïî

ïåðâîìó ñòîëáöó è èñïîëüçîâàâ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷èì

(âûêëàäêè íà÷èíàþòñÿ íà ýòîì ñëàéäå è çàâåðøàþòñÿ íà ñëåäóþùåì):

|L| = a
11

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
22

. . . a
2p n

21

. . . n
2q

a
32

. . . a
3p n

31

. . . n
3q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ap2 . . . app nr1 . . . nrq
0 . . . 0 b

11

. . . b
1q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 bq1 . . . bqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− a
21

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
12

. . . a
1p n

11

. . . n
1q

a
32

. . . a
3p n

31

. . . n
3q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ap2 . . . app nr1 . . . npq
0 . . . 0 b

11

. . . b
1q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 bq1 . . . bqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ · · ·+ (−1)p+1ap1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
12

. . . a
1p n

11

. . . n
1q

a
22

. . . a
2p n

21

. . . n
2q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ap−1 2

. . . ap−1 p np−1 1

. . . np−1 q

0 . . . 0 b
11

. . . b
1q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 bq1 . . . bqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
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Îïðåäåëèòåëü ïîëóðàñïàâøåéñÿ ìàòðèöû (3)

= a
11

M
11

· |B| − a
21

M
21

· |B| + · · ·+ (−1)p+1ap1Mp1 · |B| =

= a
11

A
11

· |B|+ a
21

A
21

· |B|+ · · ·+ ap1Ap1 · |B| =

= (a
11

A
11

+ a
21

A
21

+ · · ·+ ap1Ap1) · |B| =

= |A| · |B|.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (1)

Òåîðåìà 8.1

Åñëè A = (aij) è B = (bij) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå

ïîðÿäêà, òî |AB| = |A| · |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèö A è B ÷åðåç n, à ìàòðèöó AB

� ÷åðåç C . Ïóñòü C = (cij ). �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîëóðàñïàâøóþñÿ

ìàòðèöó ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè A è B:

D =

(

A O

−E B

)

=

























a
11

a
12

. . . a
1n 0 0 . . . 0

a
21

a
22

. . . a
2n 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0

−1 0 . . . 0 b
11

b
12

. . . b
1n

0 −1 . . . 0 b
21

b
22

. . . b
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

























.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.11

|D | = |A| · |B|. (6)
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (2)

Äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n ïðèáàâèì ê (n + j)-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû D åå

ïåðâûé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà b
1j , âòîðîé, óìíîæåííûé íà b

2j , . . . , è,

íàêîíåö, n-é, óìíîæåííûé íà bnj . Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç

D ′
. ßñíî, ÷òî ïåðâûå n ñòîëáöîâ ìàòðèöû D ′

ñîâïàäàþò ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè ìàòðèöû D . Äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n

ýëåìåíò, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è (n + j)-ì ñòîëáöå ìàòðèöû D ′
, ðàâåí

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj = cij , åñëè 1 6 i 6 n, è −bij + bij = 0, åñëè

n + 1 6 i 6 2n. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà D ′
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

D
′ =

(

A C

−E O

)

=

























a
11

a
12

. . . a
1n c

11

c
12

. . . c
1n

a
21

a
22

. . . a
2n c

21

c
22

. . . c
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1 0 0 . . . 0

























.

Ñ ó÷åòîì 7-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèïà ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è

ñòîëáöîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

|D ′| = |D |. (7)
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (3)

Ïîìåíÿåì â ìàòðèöå D ′
ìåñòàìè ñíà÷àëà (n + 1)-é ñòîëáåö ñ ïåðâûì,

çàòåì (n+ 2)-é ñòîëáåö � ñî âòîðûì, . . . , íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñòîëáåö � ñ

n-ì. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó

D
′′ =

(

C A

O −E

)

=

























c
11

c
12

. . . c
1n a

11

a
12

. . . a
1n

c
21

c
22

. . . c
2n a

21

a
22

. . . a
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn1 cn2 . . . cnn an1 an2 . . . ann
0 0 . . . 0 −1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . −1

























.

Ïåðåõîäÿ îò ìàòðèöû D ′
ê ìàòðèöå D ′′

, ìû ñäåëàëè n ïåðåñòàíîâîê

ñòîëáöîâ. Ïðèìåíÿÿ 4-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ

ñòðîê è ñòîëáöîâ, èìååì

|D ′′| = (−1)n · |D ′|. (8)
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (4)

Ìàòðèöà D ′′
ÿâëÿåòñÿ ïîëóðàñïàâøåéñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûìè

áëîêàìè C è −E . Ïðåäëîæåíèÿ 8.10 è 8.11 ïîêàçûâàþò, ÷òî

|D ′′| = |C | · (−1)n. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà (−1)n, èìååì
(−1)n · |D ′′| = (−1)2n · |C | = |C |, ò. å.

|C | = (−1)n · |D ′′|. (9)

Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå âûøå, èìååì:

|C | = (−1)n · |D ′′| â ñèëó (9)

= (−1)2n · |D ′| â ñèëó (8)

= |D ′|

= |D | â ñèëó (7)

= |A| · |B|. â ñèëó (6)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà (1)

8.4. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, êàê â àëãåáðå, òàê è â äðóãèõ îáëàñòÿõ

ìàòåìàòèêè, âîçíèêàåò ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü:

V (x
1

, x
2

, . . . , xn) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x
1

x2
1

. . . xn−1

1

1 x
2

x2
2

. . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn x2n . . . xn−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Îí íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà.

Ïðåäëîæåíèå 8.12

Ïóñòü n > 1, à F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Äëÿ ëþáûõ x
1

, x
2

, . . . , xn ∈ F

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

V (x
1

, x
2

, . . . , xn) =
∏

16i<j6n

(xj − xi ).
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Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå

çíà÷åíèå n ðàâíî 2.

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà:

V (x
1

, x
2

) =

∣

∣

∣

∣

1 x
1

1 x
2

∣

∣

∣

∣

= x
2

− x
1

.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü n > 2. Èç êàæäîãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ

V (x
1

, x
2

, . . . , xn), êðîìå ïåðâîãî, âû÷òåì ïðåäûäóùèé, óìíîæåííûé íà x
1

.

Èñïîëüçóÿ 7-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è

ñòîëáöîâ, ïîëó÷èì:

V (x
1

, x
2

, . . . , xn) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x
1

x2
1

. . . xn
1 x

2

x2
2

. . . x2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn x2n . . . xn−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 . . . 0

1 x
2

− x
1

x
2

(x
2

− x
1

) . . . xn−2

2

(x
2

− x
1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn − x
1

xn(xn − x
1

) . . . xn−2

n (xn − x
1

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà (3)

Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ðàçëîæèì ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîñëå ÷åãî

âûíåñåì èç ïåðâîé ñòðîêè x
2

− x
1

, èç âòîðîé x
3

− x
1

, . . . , èç ïîñëåäíåé

xn − x
1

. Èñïîëüçóÿ 1-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ

ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïîëó÷èì:

V (x
1

, x
2

, . . . , xn) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 . . . 0

1 x
2

− x
1

x
2

(x
2

− x
1

) . . . xn−2

2

(x
2

− x
1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn − x
1

xn(xn − x
1

) . . . xn−2

n (xn − x
1

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
2

− x
1

x
2

(x
2

− x
1

) . . . xn−2

2

(x
2

− x
1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn − x
1

xn(xn − x
1

) . . . xn−2

n (xn − x
1

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (x
2

− x
1

)(x
3

− x
1

) · · · (xn − x
1

) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x
2

. . . xn−2

2

. . . . . . . . . . . . .

1 xn . . . xn−2

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (x
2

− x
1

)(x
3

− x
1

) · · · (xn − x
1

) · V (x
2

, . . . , xn).
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Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà (4)

Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, èìååì:

V (x
1

, x
2

, . . . , xn) = (x
2

− x
1

)(x
3

− x
1

) · · · (xn − x
1

) · V (x
2

, . . . , xn) =

= (x
2

− x
1

)(x
3

− x
1

) · · · (xn − x
1

) ·
∏

26i<j6n

(xj − xi ) =

=
∏

16i<j6n

(xj − xi ).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 8.4

V (x
1

, x
2

, . . . , xn) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà x
1

, x
2

, . . . , xn
ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Èìåííî ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ

â ïðèëîæåíèÿõ. Â íàøåì êóðñå îíî áóäåò ïðèìåíåíî ïðè èçó÷åíèè

ìíîãî÷ëåíîâ.
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