
� 7. Ìåòîä �àóññà

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðà�å èçëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà �àóññà. Îí íàçâàí â

÷åñòü âåëèêîãî íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Êàðëà Ôðèäðèõà �àóññà, æèâøåãî ñ

1777 ïî 1855 ã. Õîòÿ ýòî íàçâàíèå è ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì, �àóññ íå

ÿâëÿåòñÿ åãî àâòîðîì: ìåòîä áûë èçâåñòåí çàäîëãî äî íåãî. Ïåðâîå åãî

îïèñàíèå èìååòñÿ â êèòàéñêîì òðàêòàòå ¾Ìàòåìàòèêà â äåâÿòè êíèãàõ¿,

êîòîðûé ñîñòàâëåí ìåæäó II â. äî í. ý. è I â. í. ý. è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êîìïèëÿöèþ áîëåå ðàííèõ òðóäîâ, íàïèñàííûõ â X�II ââ. äî í. ý.

Â äàëüíåéøåì ìû ïîñòîÿííî áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä �àóññà ïðè

ðåøåíèè ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷.
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�àñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (îïðåäåëåíèå)

7.1. Îáùàÿ ñõåìà è êîððåêòíîñòü ìåòîäà �àóññà

Ìåòîä �àóññà ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � íà ÿçûêå

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íà ÿçûêå ìàòðèö. Ìû èçëîæèì âòîðîé èç ýòèõ

ñïîñîáîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû.
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�àñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñòàíäàðòíàÿ

çàïèñü)

Îáû÷íî, çàïèñûâàÿ ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó, åå ïîñëåäíèé ñòîëáåö

îòäåëÿþò îò îñòàëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé:
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Ýòî äåëàåòñÿ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñëåâà è ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé

÷åðòû ñòîÿò ñêàëÿðû, èãðàþùèå ïðèíöèïèàëüíî ðàçíóþ ðîëü â ñèñòåìå:

ñëåâà � êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ, à ñïðàâà � ñâîáîäíûå ÷ëåíû

óðàâíåíèé.
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�àñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (êîììåíòàðèé)

Â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû êàæäàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-òî

óðàâíåíèþ, êàæäûé ñòîëáåö, êðîìå ïîñëåäíåãî, � ýòî íàáîð

êîý��èöèåíòîâ ïðè íåêîòîðîì íåèçâåñòíîì â ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèÿõ

ñèñòåìû, à ïîñëåäíèé ñòîëáåö � ýòî ñîâîêóïíîñòü ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì,

ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñîäåðæèò â ñåáå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ

î ñèñòåìå.

Èíûìè ñëîâàìè, íå òîëüêî ïî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îäíîçíà÷íî

âûïèñûâàåòñÿ åå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà, íî è íàîáîðîò, ïî ïðîèçâîëüíîé

ìàòðèöå A, ñîäåðæàùåé áîëåå îäíîãî ñòîëáöà

1

, îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A.

Îïðåäåëåíèå

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå (2).

1

Ýòà îãîâîðêà íåîáõîäèìà, òàê êàê òðåáóåòñÿ îäèí ñòîëáåö äëÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ è

êàê ìèíèìóì îäèí ñòîëáåö äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ.
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Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà �àóññà

Ïðèñòóïèì ê èçëîæåíèþ ìåòîäà �àóññà. Â ñàìîì îáùåì âèäå åãî ìîæíî

îïèñàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ øàãîâ:

1) çàïèñûâàåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó äàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé;

2) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé (íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû) ïðèâîäèì ýòó ìàòðèöó ê íåêîòîðîìó

ñïåöèàëüíîìó âèäó (òàê íàçûâàåìîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå);

3) âîññòàíàâëèâàåì ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé

ìàòðèöå;

4) ðåøàåì ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî:

(i) îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé

ìàòðèöå, ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû;

(ii) ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîëüíîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå,

ðåøàåòñÿ ëåãêî.

Øàãè 1) è 3) òðèâèàëüíû, è ìû èõ äàëåå êîììåíòèðîâàòü íå áóäåì

(îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ øàã 3), êàê ïðàâèëî, â

ÿâíîì âèäå íå îñóùåñòâëÿþò).
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Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå

äåéñòâèÿ:

1) óìíîæåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîé ñêàëÿð;

2) ïðèáàâëåíèå îäíîé ñòðîêè ê äðóãîé;

3) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê;

4) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ;

5) âû÷åðêèâàíèå èëè äîáàâëåíèå íóëåâîé ñòðîêè.

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà èç íèõ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Òîò �àêò, ÷òî ìàòðèöû A è B ýêâèâàëåíòíû,

îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A ∼ B.

Ýòî îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïîíÿòü, îòíîøåíèå

∼ íà ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà íàä îäíèì è

òåì æå ïîëåì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ìåòîäà �àóññà (1)

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè

èìåþò îäíî è òî æå îáùåå ðåøåíèå.

Ñëåäóþùåå íåñëîæíî ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå ïðèíöèïèàëüíî âàæíî,

òàê êàê îíî îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü ìåòîäà �àóññà.

Ïðåäëîæåíèå 7.1

Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A 
 ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé òèïîâ 1)�3) è 5), òî ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöàì A è B ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ ïðèâåäåíî íà äâóõ ñëåäóþùèõ ñëàéäàõ.
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Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ìåòîäà �àóññà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöå A, ñòàðîé, à ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ

ìàòðèöå B, � íîâîé. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà B

ïîëó÷åíà èç A ñ ïîìîùüþ îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â

çàâèñèìîñòè îò òèïà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: B ïîëó÷åíà èç A óìíîæåíèåì i-é ñòðîêè íà íåíóëåâîé ñêàëÿð t.

Â ýòîì ñëó÷àå íîâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç ñòàðîé óìíîæåíèåì i-ãî

óðàâíåíèÿ íà t. ßñíî, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñòàðîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì íîâîé. Ïîñêîëüêó ñòàðàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç íîâîé

óìíîæåíèåì i-ãî óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîé ñêàëÿð

1

t
, âåðíî è îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå.

Ñëó÷àé 2: B ïîëó÷åíà èç A ïðèáàâëåíèåì j-é ñòðîêè ê i-é. Ïîñêîëüêó

ñóììà äâóõ âåðíûõ ðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì ðàâåíñòâîì, âñÿêîå ðåøåíèå

ñòàðîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íîâîé. Äàëåå, ìàòðèöó A ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû B âûïîëíåíèåì òðåõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

� ñíà÷àëà óìíîæàåì j-þ ñòðîêó ìàòðèöû B (ñîâïàäàþùóþ ñ j-é ñòðîêîé

ìàòðèöû A!) íà −1, çàòåì ïðèáàâëÿåì ïîëó÷åííóþ ñòðîêó ê i-é ñòðîêå

ìàòðèöû B, è, íàêîíåö, åùå ðàç óìíîæàåì j-þ ñòðîêó ìàòðèöû B íà −1.
Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, âñÿêîå ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ è

ðåøåíèåì ñòàðîé.
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Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ìåòîäà �àóññà (3)

Ñëó÷àé 3: B ïîëó÷åíà èç A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöàì A è B, ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì çàïèñè

óðàâíåíèé, ÷òî, î÷åâèäíî, íå âëèÿåò íà îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Ñëó÷àé 4: B ïîëó÷åíà èç A âû÷åðêèâàíèåì èëè äîáàâëåíèåì íóëåâîé

ñòðîêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç ñòàðîé

âû÷åðêèâàíèåì èëè äîáàâëåíèåì ¾òðèâèàëüíîãî¿ óðàâíåíèÿ, ò. å.

óðàâíåíèÿ âèäà 0 · x
1

+ 0 · x
2

+ · · ·+ 0 · xn = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ

íèêàê íå ìîæåò ïîâëèÿòü íà îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Â ïðåäëîæåíèè 7.1 íå óïîìèíàåòñÿ îá ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè òèïà

4) (ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ). Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ïðè ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè

ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû ñ íåêîòîðûì äðóãèì åå ñòîëáöîì, òî ñèñòåìà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöå, ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ðàâíîñèëüíîé

èñõîäíîé ñèñòåìå. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó âñåãäà ìîæíî îáîéòèñü áåç ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íî èñêëþ÷àòü åãî èç ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé íåâûãîäíî, òàê êàê èì áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè

ðåøåíèè çàäà÷, íå ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû

7.2. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

Ââåäåì ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû, îòëè÷íàÿ îò ïåðâîé, íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé,

òî â íà÷àëå ýòîé ñòðîêè ñòîèò áîëüøå íóëåé, ÷åì â íà÷àëå ïðåäûäóùåé

ñòðîêè.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà

ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, òî è âñå åå ïîñëåäóþùèå ñòðîêè

� íóëåâûå. Â ñàìîì äåëå, åñëè â ìàòðèöå ïîñëå íóëåâîé ñòðîêè èäåò

íåíóëåâàÿ, òî äëÿ ýòîé íåíóëåâîé ñòðîêè íàðóøåíî óñëîâèå èç

îïðåäåëåíèÿ ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû (â íà÷àëå ýòîé ñòðîêè ñòîèò ìåíüøå

íóëåé, ÷åì â íà÷àëå ïðåäûäóùåé).
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Îáùèé âèä ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû

Ïðîèçâîëüíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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♣
♣


















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
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0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ∗
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
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























.

Ýëåìåíòû, îáîçíà÷åííûå çâåçäî÷êàìè, íå äîëæíû áûòü ðàâíû 0.

Íàïðîòèâ, âñå ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â ¾ñåðîé çîíå¿ (ëåâåå è íèæå ñèíåé

ëîìàíîé ëèíèè), îáÿçàíû áûòü ðàâíû 0. Ýëåìåíòû, ñòîÿùèå âûøå

ëîìàíîé (êðîìå òåõ, ÷òî îáîçíà÷åíû çâåçäî÷êàìè), ìîãóò áûòü ëþáûìè.

Íóëåâûõ ñòîëáöîâ â ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû, êàê è íóëåâûõ ñòðîê â åå

íèæíåé ÷àñòè, ìîæåò íå áûòü.

Ëîìàíàÿ ëèíèÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñâåðõó ¾íóëåâóþ ÷àñòü¿

ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû, èìååò âèä ñòóïåíåê. Èìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ

òåðìèí ¾ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà¿.
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Çàìå÷àíèå î ÷èñëå ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå

Åñëè ïåðåõîäèòü îò íåíóëåâîé ñòðîêè ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ê ñëåäóþùåé

çà íåé íåíóëåâîé ñòðîêå (äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî), òî ìû êàæäûé

ðàç áóäåì ñäâèãàòüñÿ ðîâíî íà îäíó ñòðîêó âíèç è íà, âîîáùå ãîâîðÿ,

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñòîëáöîâ âïðàâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 7.1

Â ëþáîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê íå ïðåâûøàåò ÷èñëà

ñòîëáöîâ.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (1)

Êëþ÷åâóþ ðîëü â ìåòîäå �àóññà èãðàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.2

Ëþáóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðè ýòîì

äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ

1)�3).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äàåò àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ

ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, êîòîðûé áóäåò ïîñòîÿííî

èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷ (â òîì

÷èñëå òàêèõ, êîòîðûå íå ñâÿçàíû íàïðÿìóþ ñ ðåøåíèåì ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé).
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Åñëè A � íóëåâàÿ

ìàòðèöà, òî îíà óæå ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî A ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Âûáåðåì â A ñàìûé

ëåâûé íåíóëåâîé ñòîëáåö (îáîçíà÷èì åãî íîìåð ÷åðåç j), à â ýòîì ñòîëáöå

� ñàìûé âåðõíèé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ÷åðåç x , à

íîìåð ñòðîêè, â êîòîðîé îí ñòîèò, � ÷åðåç i .
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (3)

Åñëè i > 1, ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ è i-þ ñòðîêè.

s
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (4)

Òåïåðü ìàòðèöà âûãëÿäèò òàê:

s
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



O

j

x

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � îáíóëèòü âñå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà, ñòîÿùèå

íèæå ïåðâîé ñòðîêè.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â j-ì ñòîëáöå åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò y , ñòîÿùèé â k-é

ñòðîêå, ãäå k > 1.

s
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




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O

j

k

x

y

Ïðèáàâèì ê k-é ñòðîêå, óìíîæåííîé íà x , ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà

−y . Íà ñàìîì äåëå ìû âûïîëíèëè çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ÷åòûðåõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: ñíà÷àëà óìíîæèëè ïåðâóþ ñòðîêó íà −y ,

çàòåì óìíîæèëè k-þ ñòðîêó íà x , çàòåì ïðèáàâèëè ïåðâóþ ñòðîêó ê k-é, è,

íàêîíåö, óìíîæèëè ïåðâóþ ñòðîêó íà − 1

y
(âîçâðàùàÿ åå â èñõîäíîå

ñîñòîÿíèå). Ïîñëå ýòîãî â k-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå áóäåò ñòîÿòü ýëåìåíò

xy − yx = 0.

Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, îáíóëèì â j-ì ñòîëáöå âñå ýëåìåíòû,

ðàñïîëîæåííûå íèæå ïåðâîé ñòðîêè.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (6)

¾Íóëåâàÿ çîíà¿ ïðîäâèíåòñÿ íà îäíó ñòðîêó âíèç è êàê ìèíèìóì íà îäèí

ñòîëáåö âïðàâî.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (7)

�àññìîòðèì ÷àñòü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííóþ ïðàâåå j-ãî

ñòîëáöà è íèæå ïåðâîé ñòðîêè.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (8)

Åñëè âñå ýëåìåíòû â ýòîé ÷àñòè ìàòðèöû ðàâíû 0, òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà

ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (9)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðèì äëÿ ýòîé ÷àñòè ìàòðèöû âñå îïèñàííûå

âûøå äåéñòâèÿ. À èìåííî: íàéäåì â ýòîé ÷àñòè ìàòðèöû ñàìûé ëåâûé

íåíóëåâîé ñòîëáåö. Îáîçíà÷èì åãî íîìåð (âî âñåé ìàòðèöå) ÷åðåç s. Â

ýòîì ñòîëáöå íàéäåì ñàìûé âåðõíèé íåíóëåâîé ýëåìåíò (ðàñïîëîæåííûé

íèæå ïåðâîé ñòðîêè âñåé ìàòðèöû). Îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ÷åðåç x ′
.

Íîìåð ñòðîêè (âî âñåé ìàòðèöå), â êîòîðîé ñòîèò x ′
, îáîçíà÷èì ÷åðåç r .

Åñëè r > 2, ïîìåíÿåì ìåñòàìè âòîðóþ è r-þ ñòðîêè. Îáíóëèì âñå

íåíóëåâûå ýëåìåíòû s-ãî ñòîëáöà, ðàñïîëîæåííûå íèæå âòîðîé ñòðîêè,

ïðèáàâëÿÿ ê ñòðîêàì, â êîòîðûõ ñòîÿò ýòè ýëåìåíòû, âòîðóþ ñòðîêó,

óìíîæåííóþ íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå çàïîëíåííàÿ íóëÿìè çîíà

â ëåâîé íèæíåé ÷àñòè ìàòðèöû ïðîäâèíåòñÿ íà îäíó ñòðîêó âíèç è êàê

ìèíèìóì íà îäèí ñòîëáåö âïðàâî.









































O

*

*

s

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 7. Ìåòîä �àóññà



Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (10)

�àññìîòðèì ÷àñòü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííóþ ïðàâåå s-ãî

ñòîëáöà è íèæå âòîðîé ñòðîêè.
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Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (11)

Åñëè âñå ýëåìåíòû â ýòîé ÷àñòè ìàòðèöû ðàâíû 0, òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà

ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèìåíèì ê ýòîé ÷àñòè ìàòðèöû îïèñàííûå âûøå

äåéñòâèÿ. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ. �àíî èëè ïîçäíî îí îáîðâåòñÿ,

ïîñêîëüêó ëèáî ìû ïîëó÷èì, ÷òî ÷àñòü ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííàÿ íèæå

î÷åðåäíîé ñòðîêè è ïðàâåå î÷åðåäíîãî ñòîëáöà, ñîñòîèò èç íóëåé, ëèáî â

ìàòðèöå íå îñòàíåòñÿ áîëüøå ñòðîê, ëèáî â íåé íå îñòàíåòñÿ áîëüøå

ñòîëáöîâ. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà áóäåò ñòóïåí÷àòîé.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 7. Ìåòîä �àóññà



Êîììåíòàðèé ê àëãîðèòìó ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 7.2 èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå òðè

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû

ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìîæíî îáîéòèñü íå òîëüêî áåç ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ

(÷òî ïðèíöèïèàëüíî âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 7.1), íî è áåç

âû÷åðêèâàíèÿ èëè äîáàâëåíèÿ íóëåâûõ ñòðîê. Íî ñîâñåì îòêàçûâàòüñÿ îò

âîçìîæíîñòè ïðèìåíèòü ïîñëåäíåå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

íåâûãîäíî: âìåñòî òîãî, ÷òîáû, ñòðîãî ïðèäåðæèâàÿñü àëãîðèòìà

ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ¾ñáðàñûâàòü¿ íóëåâûå ñòðîêè

â íèæíþþ ÷àñòü ìàòðèöû, èõ ìîæíî âû÷åðêèâàòü, òåì ñàìûì ýêîíîìÿ

âðåìÿ è ìåñòî (à ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà �àóññà � îáúåì

èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè).
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Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

ñëó÷àé íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû

7.3. Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü èçëîæåíèå ìåòîäà �àóññà, íàì îñòàëîñü

îáúÿñíèòü, êàê èñêàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùåé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå. Çäåñü âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò ñòðîêó, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû,

êðîìå ïîñëåäíåãî, ðàâíû 0, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò íóëþ íå ðàâåí. Ýòà

ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ âèäà 0 · x
1

+ 0 · x
2

+ · · ·+ 0 · xn = b, ãäå

b 6= 0. ßñíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå, à çíà÷èò è ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà, åãî

ñîäåðæàùàÿ, ðåøåíèé íå èìååò. Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå 7.1, ïîëó÷àåì, ÷òî

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü ñòðîêè ìàòðèöû, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû,

êðîìå ïîñëåäíåãî, ðàâíû 0, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò íóëþ íå ðàâåí, ïëîõèìè.

Çàìåòèì, ÷òî

åñëè ïðè ïðèâåäåíèè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó

âèäó ïëîõàÿ ñòðîêà âîçíèêëà â òîò ìîìåíò, êîãäà ìàòðèöà åùå íå

ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, òî ïðîäîëæàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èìååò

ñìûñëà, òàê êàê óæå â ýòîò ìîìåíò ñòàëî ÿñíî, ÷òî ñèñòåìà

íåñîâìåñòíà.
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Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

ïåðåõîä ê äâóì îñòàâøèìñÿ ñëó÷àÿì

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïðèâåäåíèè

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ïëîõèõ ñòðîê íå

âîçíèêëî è ìû äîâåëè ìàòðèöó äî ñòóïåí÷àòîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû, êðîìå åå

ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, ìû áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé ÷àñòüþ ðàñøèðåííîé

ìàòðèöû.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.1 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: â îñíîâíîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé

ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ëèáî ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ,

ëèáî ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà.
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Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

ñëó÷àé îïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Ñëó÷àé 2: ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó

ñòîëáöîâ â åå îñíîâíîé ÷àñòè. Âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû íóëåâûå ñòðîêè

(åñëè îíè â íåé åñòü). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîëó÷åííîé ìàòðèöå, èìååò âèä















a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ · · · + a
1nxn = b

1

,

a
22

x
2

+ · · · + a
2nxn = b

2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

annxn = bn,

ãäå a
11

, a
22

, . . . , ann 6= 0. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì

xn: xn = bn
ann

. Ïîñëå ýòîãî èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì xn−1

:

xn−1

=
bn−1

− an−1 nxn

an−1 n−1

.

Ïðîäîëæàÿ äâèãàòüñÿ ïî ñèñòåìå ñíèçó ââåðõ, ìû èç òðåòüåãî ñ êîíöà

óðàâíåíèÿ íàéäåì xn−2

, èç ÷åòâåðòîãî ñ êîíöà � xn−3

, . . . , íàêîíåö, èç

ïåðâîãî � x
1

. Íà êàæäîì øàãå î÷åðåäíîå íåèçâåñòíîå îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

ñëó÷àé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (1)

Ñëó÷àé 3: ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ìåíüøå ÷èñëà

ñòîëáöîâ â åå îñíîâíîé ÷àñòè. Âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû íóëåâûå ñòðîêè

(åñëè îíè â íåé åñòü). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîëó÷åííîé ìàòðèöå, ìîæåò áûòü ñõåìàòè÷íî çàïèñàíà â âèäå















a
1i
1

xi
1

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = b
1

,

a
2i
2

xi
2

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = b
2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amimxim + · · · = bm,

ãäå i
1

< i
2

< · · · < im è a
1i
1

, a
2i
2

, . . . , amim 6= 0. Ïðè ýòîì â ñèñòåìó âõîäèò

êàê ìèíèìóì îäíà íåèçâåñòíàÿ, îòëè÷íàÿ îò xi
1

, xi
2

, . . . , xim , òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê áûëî áû ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ â

îñíîâíîé ÷àñòè ìàòðèöû. Ïåðåíåñåì âñå íåèçâåñòíûå, êðîìå xi
1

, xi
2

, . . . ,

xim , â ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó,

êîòîðóþ ìîæíî ñõåìàòè÷íî çàïèñàòü â âèäå















a
1i
1

xi
1

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = b
1

− · · · ,
a
2i
2

xi
2

+ . . . . . . . . . . = b
2

− · · · ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amimxim = bm − · · · .

(3)
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Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

ñëó÷àé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (2)

Ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (3), íàçûâàþòñÿ

ñâîáîäíûìè, à ïåðåìåííûå xi
1

, xi
2

, . . . , xim � îñíîâíûìè èëè ñâÿçàííûìè.

Ïðèäàäèì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîäñòàâèì èõ

â ñèñòåìó (3) è îáîçíà÷èì ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ÷åðåç b′

1

,

b′

2

, . . . , b′

m. Ïîëó÷èì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè:















a
1i
1

xi
1

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = b′

1

,

a
2i
2

xi
2

+ . . . . . . . . . . . . . = b′

2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amimxim = b′

m.

Â ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé ñèñòåìå, ÷èñëî íåíóëåâûõ

ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ â îñíîâíîé ÷àñòè ìàòðèöû. Êàê ìû âèäåëè

âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 2, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå. Íàéäÿ åãî è îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ xi
1

, xi
2

,

. . . , xim ñ òåìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ìû ïîäñòàâèëè âìåñòî ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ â ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3), ìû íàéäåì îäíî ÷àñòíîå

ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ìîæíî

ïðèäàâàòü ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò

áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
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Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

ñëó÷àé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (3)

Îñòàåòñÿ ïîíÿòü, êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ñâîáîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå xm+1, . . . , xn, à ñâÿçàííûìè �

ïåðåìåííûå x
1

, x
2

, . . . , xm (åñëè ýòî íå òàê, ìû ìîæåì ïåðåèìåíîâàòü

íåèçâåñòíûå). Èíûìè ñëîâàìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (3) èìååò âèä















a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ · · · + a
1mxm = b

1

− a
1m+1xm+1 − · · · − a

1nxn,

a
22

x
2

+ · · · + a
2mxm = b

2

− a
2m+1xm+1 − · · · − a

2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ammxm = bm − amm+1xm+1 − · · · − amnxn.

(4)

Ïóñòü k = n −m. Ïîëîæèì xm+1 = c
1

, xm+2 = c
2

, . . . , xn = ck , ãäå

c
1

, c
2

, . . . , ck � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû (4) èìååì xm = bm−am m+1c1−···−amnck
amm

. Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü

ýòîãî ðàâåíñòâà âìåñòî xm â ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4), ìû

ñìîæåì âûðàçèòü xm−1

÷åðåç c
1

, c
2

. . . , ck . Ïðîäîëæàÿ äâèãàòüñÿ ïî

ñèñòåìå (4) ñíèçó ââåðõ, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàçèì ÷åðåç ýòè

êîíñòàíòû ïåðåìåííûå xm−2

, . . . , x
1

. Îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà,

âûðàæàþùèå ïåðåìåííûå x
1

, x
2

, . . . , xm ÷åðåç êîíñòàíòû c
1

, c
2

, . . . , ck , ñ

ðàâåíñòâàìè xm+1 = c
1

, . . . , xn = ck , ìû ïîëó÷èì çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû.
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Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå















































x
1

= f
1

(c
1

, c
2

, . . . , ck),
x
2

= f
2

(c
1

, c
2

, . . . , ck),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm = fm(c1, c2, . . . , ck),
xm+1 = c

1

,

xm+2 = c
2

,

. . . . . . . . . .

xn = ck ,

(5)

ãäå f
1

(c
1

, c
2

, . . . , ck ), f2(c1, c2, . . . , ck), . . . , fm(c1, c2, . . . , ck) � âûðàæåíèÿ äëÿ

ïåðåìåííûõ x
1

, x
2

, . . . , xm ÷åðåç êîíñòàíòû c
1

, c
2

, . . . , ck , ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ

êîòîðûõ îïèñàí íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå. �àâåíñòâà (5) íàçûâàþòñÿ

êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïîçäíåå ìû óêàæåì äðóãîé ñïîñîá çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû.
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×èñëî ðåøåíèé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Ìû âèäèì, ÷òî êàæäàÿ èç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç ïîëÿ F . Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè,

÷òî åñëè ïîëå F áåñêîíå÷íî, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé

(ýòîò �àêò áûë ðàíåå ïîëó÷åí äðóãèì ñïîñîáîì â � 6 � ñì. ñëåäñòâèå 6.1).

À äëÿ ñèñòåì íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 7.1

Íåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûì ïîëåì F

èìååò |F |k ðåøåíèé, ãäå k � ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â ýòîé

ñèñòåìå.
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×èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

Èç ñêàçàííîãî ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 3 âûòåêàåò âàæíûé äëÿ

äàëüíåéøåãî âûâîä:

Çàìå÷àíèå 7.2

Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, òî ÷èñëî åå

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî n −m, ãäå n � ÷èñëî ñòîëáöîâ â îñíîâíîé

ìàòðèöå ñèñòåìû (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå), à

m � ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé èç ðàñøèðåííîé

ìàòðèöû ñèñòåìû ïðèâåäåíèåì ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

�àñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ïðè÷åì ïîëó÷åííûå ñòóïåí÷àòûå

ìàòðèöû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: îäíîçíà÷íî ëè

îïðåäåëåíî ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå. Èíà÷å ãîâîðÿ,

âåðíî ëè, ÷òî ïðèâîäÿ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè, ìû âñåãäà áóäåì ïîëó÷àòü ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû ñ îäíèì

è òåì æå ÷èñëîì íåíóëåâûõ ñòðîê. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí,

íî äîêàçàòü ìû ýòî ñìîæåì çíà÷èòåëüíî ïîçæå.
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Çàìå÷àíèÿ îá îäíîðîäíûõ ñèñòåìàõ

Åñëè ðåøàòü ìåòîäîì �àóññà îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî

ïîñëåäíèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû íà âñåõ ýòàïàõ áóäåò

íóëåâûì. Ïåðåïèñûâàòü åãî âñå âðåìÿ íåò íèêàêîãî ñìûñëà. Ïîýòîìó

ïðè ðåøåíèè îäíîðîäíûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, âûïèñûâàþò è

ïðèâîäÿò ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó îñíîâíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû, à ïðè

íàõîæäåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ ¾âñïîìèíàþò¿, ÷òî â ìàòðèöå íåÿâíî

ïðèñóòñòâóåò åùå ïîñëåäíèé íóëåâîé ñòîëáåö.

Çàìå÷àíèå 7.3

Åñëè â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå

÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî îíà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îñíîâíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðèâåäåì åå ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Â èñõîäíîé ìàòðèöå ÷èñëî ñòðîê ðàâíî ÷èñëó

óðàâíåíèé, à ÷èñëî ñòîëáöîâ � ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Ïî óñëîâèþ ïåðâîå

÷èñëî ìåíüøå âòîðîãî. Ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

÷èñëî åå íåíóëåâûõ ñòðîê ìîæåò ðàçâå ÷òî óìåíüøèòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, è

â ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê áóäåò ìåíüøå

÷èñëà ñòîëáöîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ ðàññìîòðåííîãî

âûøå ñëó÷àÿ 3, â êîòîðîì èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Âñå ýòè ðåøåíèÿ, êðîìå îäíîãî, ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè.
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Íåêîòîðûå òèïû ìàòðèö

7.4. Ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêî íîâûõ òèïîâ ìàòðèö, êîòîðûå ÷àñòî

áóäóò âîçíèêàòü â äàëüíåéøåì ïî ñàìûì ðàçíûì ïîâîäàì.

Îïðåäåëåíèÿ

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ: âåðõíåòðåóãîëüíîé [íèæíåòðåóãîëüíîé℄,

åñëè âñå åå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå [âûøå℄ ãëàâíîé äèàãîíàëè,

ðàâíû 0; òðåóãîëüíîé, åñëè îíà ëèáî âåðõíåòðåóãîëüíà, ëèáî

íèæíåòðåóãîëüíà; äèàãîíàëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû, íå ëåæàùèå íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû 0.

Íèæå ñëåâà íàïðàâî ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàæåíû âåðõíåòðåóãîëüíàÿ,

íèæíåòðåóãîëüíàÿ è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöû:
























O

Âåðõíåòðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà

























O

Íèæíåòðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà
























O

O

Äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà

Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.
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Çàìå÷àíèå î êâàäðàòíîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå

Â äàëüíåéøåì íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùåå íåñëîæíîå íàáëþäåíèå.

Çàìå÷àíèå 7.4

Êâàäðàòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Ïî

îïðåäåëåíèþ ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû, â íà÷àëå êàæäîé åå ñòðîêè, êðîìå

ïåðâîé, äîëæíî ñòîÿòü áîëüøå íóëåé, ÷åì â íà÷àëå ïðåäûäóùåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, âî âòîðîé ñòðîêå äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ êàê ìèíèìóì

ïåðâûé ýëåìåíò, âî òðåòüåé äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ êàê ìèíèìóì

ïåðâûå äâà ýëåìåíòà, â ÷åòâåðòîé � êàê ìèíèìóì ïåðâûå òðè è ò. ä. Â

ïîñëåäíåé ñòðîêå äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ êàê ìèíèìóì âñå ýëåìåíòû,

êðîìå ïîñëåäíåãî. Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íèæå ãëàâíîé

äèàãîíàëè ðàâíû 0, ò. å. ìàòðèöà A âåðõíåòðåóãîëüíà.
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Ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà: èäåÿ

Ìû ïåðåõîäèì ê èçëîæåíèþ ìîäè�èêàöèè ìåòîäà �àóññà, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì �àóññà�Æîðäàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

ñèñòåìû ïðèâåäåíèåì ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, à ÷åðåç B � ìàòðèöó,

ïîëó÷åííóþ èç A âû÷åðêèâàíèåì íóëåâûõ ñòðîê, ïîñëåäíåãî ñòîëáöà

(ñîäåðæàùåãî ñâîáîäíûå ÷ëåíû) è ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì

ïåðåìåííûì (åñëè îíè ñóùåñòâóþò). Èç çàìå÷àíèÿ 7.2 âûòåêàåò, ÷òî

ìàòðèöà B êâàäðàòíà. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.4 îíà âåðõíåòðåóãîëüíà. Äëÿ

êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó B áàçîâîé ÷àñòüþ ìàòðèöû A. Èäåÿ

ìåòîäà �àóññà�Æîðäàíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó

âèäó ìîæíî ïðîäîëæèòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è äîâåñòè

áàçîâóþ ÷àñòü ìàòðèöû ñíà÷àëà äî äèàãîíàëüíîãî, à çàòåì è äî

åäèíè÷íîãî âèäà. Ïîñëå ýòîãî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ

î÷åíü ëåãêî.
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Ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà: ðåàëèçàöèÿ

Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Îáîçíà÷èì ÷èñëî åå íåíóëåâûõ ñòðîê

÷åðåç n, à ÷èñëî ñòîëáöîâ â åå îñíîâíîé ÷àñòè � ÷åðåç m. Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 7.1 n 6 m. Âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû âñå íóëåâûå ñòðîêè. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî áàçîâàÿ ÷àñòü ìàòðèöû çàíèìàåò ïåðâûå m ñòîëáöîâ â

îñíîâíîé ÷àñòè ìàòðèöû (ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ïåðåñòàâèâ ïðè

íåîáõîäèìîñòè ñòîëáöû â îñíîâíîé ÷àñòè ìàòðèöû). Ïðè ýòîì íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè áàçîâîé ÷àñòè âñå ýëåìåíòû íå ðàâíû 0. Ê êàæäîé ñòðîêå

ìàòðèöû, êðîìå m-é, ìîæíî ïðèáàâèòü m-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà

ïîäõîäÿùåå ÷èñëî (ñâîå äëÿ êàæäîé ñòðîêè), òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå

ýëåìåíòû m-ãî ñòîëáöà âûøå m-é ñòðîêè îêàçàëèñü ðàâíû 0. Ïîñëå ýòîãî

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, çà ñ÷åò (m − 1)-é ñòðîêè, ìîæíî îáíóëèòü âñå

ýëåìåíòû (m − 1)-ãî ñòîëáöà, ñòîÿùèå âûøå (m − 1)-é ñòðîêè. Ïðîäîëæàÿ

ýòîò ïðîöåññ è äâèãàÿñü ñíèçó ââåðõ è ñïðàâà íàëåâî (â îòëè÷èå îò

¾ïðÿìîãî õîäà¿ â ìåòîäå �àóññà, êîãäà ìû, ïðèâîäÿ ìàòðèöó ê

ñòóïåí÷àòîìó âèäó, äâèãàëèñü ñâåðõó âíèç è ñëåâà íàïðàâî), ìû â êîíöå

êîíöîâ äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî áàçîâàÿ ÷àñòü ñòàíåò äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ

íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. �àçäåëèâ ïîñëå ýòîãî i-þ

ñòðîêó íà ýëåìåíò aii (äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m), ìû ïðèâåäåì áàçîâóþ

÷àñòü ê åäèíè÷íîìó âèäó.
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Ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà: ñëó÷àé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîëáöû â áàçîâîé

÷àñòè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò íåèçâåñòíûì x
1

, . . . , xm (åñëè ýòî íå òàê, ìû

ìîæåì ïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà

n > m. ßñíî, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ

3, è ïîòîìó ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Îíà èìååò âèä















x
1

+ a
1m+1xm+1 + · · · + a

1nxn = b
1

,

x
2

+ a
2m+1xm+1 + · · · + a

2nxn = b
2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm + amm+1xm+1 + · · · + amnxn = bm.

Ïåðåìåííûå x
1

, . . . , xm ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè, à ïåðåìåííûå xm+1, . . . , xn �

ñâîáîäíûìè. Ïîëîæèì k = n −m. Ïåðåíîñÿ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå

ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé è ïîëàãàÿ xm+1 = c
1

,

. . . , xn = ck , ïîëó÷àåì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû:







































x
1

= b
1

− a
1m+1c1 − · · · − a

1nck ,

x
2

= b
2

− a
2m+1c1 − · · · − a

2nck ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm = bm − amm+1c1 − · · · − amnck ,

xm+1 = c
1

,

. . . . . . . . . .

xn = ck .
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Ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà: ñëó÷àé îïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n = m, ò. å. ÷òî ïîñëå îïèñàííûõ âûøå äåéñòâèé

áàçîâàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ åå îñíîâíîé ÷àñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû

íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ 2, è ïîòîìó ñèñòåìà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îíà èìååò âèä















x
1

= b
1

,

x
2

= b
2

,

. . . . . . . . . . .

xn = bn.

ßñíî, ÷òî ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî íå ñèñòåìà ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, à åå (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèé àëãîðèòì, íà êîòîðîì â äàëüíåéøåì áóäóò îñíîâàíû

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ çàäà÷.

Àëãîðèòì 7.1

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Çàïèøåì åå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå îñíîâíóþ ÷àñòü ê åäèíè÷íîìó

âèäó (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü). Â ýòîò

ìîìåíò â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò ñòîÿòü

(åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå ñèñòåìû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 7. Ìåòîä �àóññà



Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B (1)

7.5. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñòíûì

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà. Çäåñü ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

âèäà

AX = B, (6)

ãäå A è B � èçâåñòíûå ìàòðèöû, à X � íåèçâåñòíàÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âèäíî, ÷òî ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöå AX ðàâíî ÷èñëó

ñòðîê â ìàòðèöå A. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöàõ A è B

ðàçëè÷íî, òî óðàâíåíèå (6) ðåøåíèé íå èìååò. Ïîýòîìó âñþäó â

äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýòîì óðàâíåíèè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû A

è B èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âèäíî òàêæå, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ â

ìàòðèöå AX ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ â ìàòðèöå X . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè X �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), òî ìàòðèöû X è B ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî

ñòîëáöîâ. Êàê ìû âèäåëè â � 6, åñëè ìàòðèöû X è B ñîäåðæàò îäèí

ñòîëáåö, òî óðàâíåíèå (6) åñòü ïðîñòî äðóãîé ñïîñîá çàïèñè ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöàõ X è

B. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k îáîçíà÷èì i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X ÷åðåç Xi ,

à i-é ñòîëáåö ìàòðèöû B � ÷åðåç Bi . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî i-é ñòîëáåö ìàòðèöû AX ðàâåí AXi .
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Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B (2)

Ïîýòîìó

!! â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè k ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

AX
1

= B
1

,AX
2

= B
2

, . . . ,AXk = Bk . (7)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü êàæäóþ èç ýòèõ ñèñòåì ìåòîäîì �àóññà, íàäî

çàïèñàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè ïðè ýòîì

îêàæåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñèñòåì íåñîâìåñòíà, òî è èñõîäíîå

ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Åñëè æå âñå ñèñòåìû ñîâìåñòíû,

òî, ðåøèâ êàæäóþ èç íèõ, ìû íàéäåì âñå ñòîëáöû ìàòðèöû X , à çíà÷èò è

ñàìó ýòó ìàòðèöó. Íî ó âñåõ ðåøàåìûõ ñèñòåì îñíîâíàÿ ìàòðèöà îäíà è òà

æå � ìàòðèöà A. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü âñå ñèñòåìû îäíîâðåìåííî,

äåéñòâóÿ ïî àëãîðèòìó, êîòîðûé ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B (3)

Àëãîðèòì 7.2

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (6), â êîòîðîì A � ìàòðèöà ðàçìåðà n ×m, à B �

ìàòðèöà ðàçìåðà n × k . Çàïèøåì ìàòðèöó (A | B), ò. å. ìàòðèöó ðàçìåðà
n × (m + k), â êîòîðîé â ïåðâûõ m ñòîëáöàõ ñòîèò ìàòðèöà A, à â

ïîñëåäíèõ k ñòîëáöàõ � ìàòðèöà B. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåðâûå

m ñòîëáöîâ) ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k

ìîæíî íàéòè i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X , ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âèäà A′Xi = B ′

i , ãäå A′
� ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, à B ′

i � i-é

ñòîëáåö ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî

õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ñèñòåì íåñîâìåñòíà, òî óðàâíåíèå AX = B ðåøåíèé

íå èìååò.
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Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû

Ââåäåì îäíî âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n. Ìàòðèöåé, òðàíñïîíèðîâàííîé

ê A, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà B = (bij) ðàçìåðà n ×m, îïðåäåëÿåìàÿ

ðàâåíñòâîì bij = aji äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n è j = 1, 2, . . . ,m. Èíûìè

ñëîâàìè, ìàòðèöà B ïîëó÷àåòñÿ èç A çàìåíîé ñòðîê íà ñòîëáöû: ïåðâàÿ

ñòðîêà ìàòðèöû A ñòàíîâèòñÿ ïåðâûì ñòîëáöîì ìàòðèöû B, âòîðàÿ

ñòðîêà ìàòðèöû A � âòîðûì ñòîëáöîì ìàòðèöû B è ò. ä. Ìàòðèöà,

òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A⊤
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå, ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòíîé ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è èñõîäíàÿ ìàòðèöà.

Îòìåòèì, ÷òî òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé îïåðàöèåé íà

ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö è íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö äàííîãî

ïîðÿäêà (íî íå íà ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m × n, ãäå m 6= n).
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Ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ

Ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ

Ïóñòü A è B � ìàòðèöû íàä (îäíèì è òåì æå) êîëüöîì R , à t ∈ R . Òîãäà:

1) (A⊤)⊤ = A;

2) åñëè ìàòðèöû A è B èìåþò îäèí è òîò æå ðàçìåð, òî

(A+ B)⊤ = A⊤ + B⊤
;

3) (tA)⊤ = tA⊤
;

4) åñëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö AB îïðåäåëåíî, òî (AB)⊤ = B⊤A⊤
.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòè ñâîéñòâà, ïîñêîëüêó îíè íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèé îïåðàöèé.
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Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà XA = B è AXB = C

�àññìîòðèì òåïåðü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà XA = B, ãäå A è B �

èçâåñòíûå ìàòðèöû, à X � íåèçâåñòíàÿ. Òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè

ðàâåíñòâà XA = B è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 4) îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå A⊤X⊤ = B⊤
, ò. å. óðàâíåíèå âèäà (6). �åøèâ åãî ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìà 7.2, ìû íàéäåì ìàòðèöó X⊤
. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1)

îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ, òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó X⊤
è íàéäåì

èñêîìóþ ìàòðèöó X .

�àññìîòðèì, íàêîíåö, óðàâíåíèå AXB = C , ãäå ìàòðèöû A, B è C

èçâåñòíû, à ìàòðèöà X íåèçâåñòíà. Ïîëîæèì Y = XB. Òîãäà íàøå

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä AY = C . Åãî ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ

àëãîðèòì 7.2. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç D . Îñòàåòñÿ

ðåøèòü óðàâíåíèå XB = D , ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñïîñîáîì, óêàçàííûì â

ïðåäûäóùåì àáçàöå.

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ ìû åùå äâàæäû âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ

ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 7. Ìåòîä �àóññà


