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Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèÿ

Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì (èëè óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà) ñ n íåèçâåñòíûìè
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, . . . , an íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ïðè íåèçâåñòíûõ, à

b � ñâîáîäíûì ÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (1). Êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ è

ñâîáîäíûé ÷ëåí ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
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Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè

íåèçâåñòíûõ è ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ëåæàò â íåêîòîðîì (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíîì) ïîëå F è íàçûâàòü

ñèñòåìó (2) ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì F . Ýëåìåíòû

ïîëÿ F ìû áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðàìè.
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×àñòíîå è îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû. Ñîâìåñòíûå è íåñîâìåñòíûå

ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèÿ

×àñòíûì ðåøåíèåì (èëè ïðîñòî ðåøåíèåì) ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ

óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñêàëÿðîâ (x0
1

, x0
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, . . . , x0n ) èç ïîëÿ F òàêîé, ÷òî ïðè

ïîäñòàíîâêå â ëþáîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2) x0
1

âìåñòî x
1

, x0
2

âìåñòî x
2

,

. . . , x0n âìåñòî xn ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ðàâåíñòâî. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé (2) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî

÷àñòíîå ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáùèì ðåøåíèåì

ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åå ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Îáùåå ðåøåíèå åñòü ó ëþáîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ó íåñîâìåñòíîé

ñèñòåìû îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

�åøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � çíà÷èò íàéòè åå îáùåå

ðåøåíèå.
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, à òàêæå ïðè àíàëèçå

ñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè âñåõ óðàâíåíèé

ðàâíû 0. Òàêèå ñèñòåìû èìåþò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé ïðàâûå ÷àñòè âñåõ óðàâíåíèé

ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â ëþáîå óðàâíåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû âìåñòî âñåõ

íåèçâåñòíûõ ïîäñòàâèòü 0, òî ïîëó÷èòñÿ âåðíîå ðàâåíñòâî. Èíà÷å ãîâîðÿ,

íàáîð ñêàëÿðîâ (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n ðàç

), ãäå n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì ëþáîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ýòî ðåøåíèå

íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ðåøåíèåì. Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 6.1

Ëþáàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà.
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Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå

Îïðåäåëåíèå

Åñëè â ñèñòåìå (2) âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû çàìåíèòü íóëÿìè, òî ìû ïîëó÷èì

îäíîðîäíóþ ñèñòåìó
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(3)

êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíîé ñèñòåìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé

ñèñòåìå (2).
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Îñíîâíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèÿ

Ìàòðèöà
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íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ìàòðèöåé (èëè ïðîñòî ìàòðèöåé) ñèñòåìû (2).

Ïåðâûé èç ñòîëáöîâ
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íàçûâàåòñÿ ñòîëáöîì íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû (2), à âòîðîé � ñòîëáöîì

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ýòîé ñèñòåìû.
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Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îáîçíà÷èì îñíîâíóþ ìàòðèöó, ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ ñèñòåìû (2) ÷åðåç A, X è B ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöû A è X

èìåþò ðàçìåðû m × n è n × 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ìàòðèöà AX ñóùåñòâóåò è èìååò ðàçìåð m × 1 �

òàêîé æå, êàê ó ìàòðèöû B. Çàïèøåì ìàòðèöó AX :
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è ïðèðàâíÿåì åå ê ìàòðèöå B:
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Åñëè ðàñïèñàòü ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî ïîýëåìåíòíî, òî

ïîëó÷èòñÿ íå ÷òî èíîå, êàê ñèñòåìà (2). Òàêèì îáðàçîì, ýòî ìàòðè÷íîå

ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå (2). �àâåíñòâî AX = B (ïðè óñëîâèè, ÷òî

X è B � ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ñòîëáöà) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé

çàïèñüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2).
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Îïåðàöèè íàä íàáîðàìè ñêàëÿðîâ

Âñÿêîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ

óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì ñêàëÿðîâ. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñóììå ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû è ïðîèçâåäåíèè

÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íà ñêàëÿð.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (y
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, z
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, . . . , zn) � äâà óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðà

ýëåìåíòîâ ïîëÿ F è t ∈ F . Òîãäà óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñêàëÿðîâ

(y
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, . . . , yn + zn) íàçûâàåòñÿ ñóììîé íàáîðîâ (y
1

, y
2

, . . . , yn) è
(z
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, z
2

, . . . , zn), à óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (ty
1
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2

, . . . , tyn) � ïðîèçâåäåíèåì

íàáîðà (y
1

, y
2

, . . . , yn) íà ñêàëÿð t.
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Ñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Òåîðåìà 6.1

1) Ñóììà äâóõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. Ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ñêàëÿð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé

ñèñòåìû.

2) Ïóñòü ñèñòåìà (2) ñîâìåñòíà, à (x0
1

, x0
2

, . . . , x0n ) � íåêîòîðîå åå ÷àñòíîå

ðåøåíèå. Íàáîð ñêàëÿðîâ (y
1

, y
2

, . . . , yn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé

ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàâåí ñóììå íàáîðà

(x0
1

, x0
2

, . . . , x0n ) è íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (2).

Èëëþñòðàöèåé ê ï. 2) ýòîé òåîðåìû ñëóæèò ðèñ. 1.
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�èñ. 1. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
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Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ñêàëÿð

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1 èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû

íà ñêàëÿð. Îïðåäåëèì ýòó îïåðàöèþ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n íàä êîëüöîì R . Ïðîèçâåäåíèåì

ìàòðèöû A íà ñêàëÿð t ∈ R íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà D = (dij) ∈ Rm×n
òàêàÿ,

÷òî dij = taij äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m è j = 1, 2, . . . , n. Ýòà ìàòðèöà

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç tA. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû

íà ñêàëÿð ÷àñòî îáúåäèíÿþò òåðìèíîì ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä

ìàòðèöàìè.
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Ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñêàëÿð

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñêàëÿð

ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé.

Ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñêàëÿð

Åñëè A è B � ìàòðèöû íàä (îäíèì è òåì æå) êîëüöîì R , à t, s ∈ R , òî:

1) åñëè A è B � ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà, òî

t(A+ B) = tA+ tB (óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ñêàëÿð äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìàòðèö);

2) (t + s)A = tA+ sA (óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ñêàëÿð äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñêàëÿðîâ);

3) åñëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö AB îïðåäåëåíî, òî (tA)B = A(tB) = t(AB);

4) t(sA) = (ts)A.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. 1) Áóäåì çàïèñûâàòü íàáîðû ñêàëÿðîâ íå â

ñòðîêó, à â ñòîëáåö. Ïóñòü

Y =
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è Z =
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� ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3), à A � îñíîâíàÿ ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà

AY = O è AZ = O, ãäå O � íóëåâîé ñòîëáåö. Ñëåäîâàòåëüíî,

A(Y + Z ) = AY + AZ = O +O = O è A(tY ) = t(AY ) = t ·O = O

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðà t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîðû Y + Z è tY

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (3).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1 (2)

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì
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Z =








z
1

z
2

.

.

.

zn








� ÷àñòíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (2), à B � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû

(2). Òîãäà

A(X 0 + Z ) = AX
0 + AZ = B +O = B.

Ìû âèäèì, ÷òî íàáîð X 0 + Z ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1 (3)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü

U =








u
1

u
2

.

.

.

un








� ðåøåíèå ñèñòåìû (2). Ïîëîæèì Y = U − X 0

. Òîãäà Y � ðåøåíèå

ñèñòåìû (3), ïîñêîëüêó

AY = A(U − X
0) = AU − AX

0 = B − B = O,

è U = Y + X 0

. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóíêò 2) òåîðåìû 6.1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàáîð ñêàëÿðîâ ïðèíàäëåæèò

îáùåìó ðåøåíèþ ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðåäñòàâèì â

âèäå ñóììû íåêîòîðîãî åå �èêñèðîâàííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è íàáîðà

ñêàëÿðîâ, ïðèíàäëåæàùåãî îáùåìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì óêàçàííîå óòâåðæäåíèå ÷àñòî êðàòêî

(è íå âïîëíå òî÷íî) �îðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàâíî ñóììå åå ÷àñòíîãî

ðåøåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåííûå è íåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

×èñëî ðåøåíèé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì (1)

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò

ðîâíî îäíî ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò áîëåå îäíîãî

ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1

Íåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ï. 2) òåîðåìû 6.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäñòâèå

äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì. Ïóñòü (3) � íåîïðåäåëåííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F . ßñíî, ÷òî ó íåå åñòü ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå, ò. å. ðåøåíèå (x0
1

, x0
2

, . . . , x0n ) òàêîå,
÷òî x0i 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 n. Â ñèëó ï. 1) òåîðåìû 6.1 íàáîð

(tx0
1

, tx0
2

, . . . , tx0n ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû ïðè ëþáîì t ∈ F .
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×èñëî ðåøåíèé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t
1

, t
2

∈ F è t
1

6= t
2

. Òîãäà t
1

x0i 6= t
2

x0i . Â ñàìîì äåëå,

åñëè t
1

x0i = t
2

x0i , òî óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà (x0i )
−1

,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî t
1

= t
2

. Òàêèì îáðàçîì, åñëè t
1

6= t
2

, òî

(t
1

x0
1

, t
1

x0
2

, . . . , t
1

x0n ) è (t
2

x0
1

, t
2

x0
2

, . . . , t
2

x0n ) � ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(3). Ïîñêîëüêó ïîëå F áåñêîíå÷íî, áåñêîíå÷íî è ÷èñëî ðåøåíèé ýòîé

ñèñòåìû.

Î ÷èñëå ðåøåíèé íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû íàä êîíå÷íûì ïîëåì áóäåò

ñêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.
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