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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Çà÷åì íóæíî ðàñøèðÿòü ïîíÿòèå ÷èñëà?

Îñíîâíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ò. å. ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ,

ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé î÷åâèäíûìè

âêëþ÷åíèÿìè: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïîòðåáíîñòü â

ðåøåíèè âñå áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé. Â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

íåðàçðåøèìî äàæå òàêîå ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå, êàê x + 1 = 0. Ïîñëå

ïåðåõîäà îò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ê öåëûì îíî ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìûì, íî

îñòàåòñÿ íåðàçðåøèìûì óðàâíåíèå 2x = 1. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ

ïîÿâëåíèåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåðàçðåøèìûì

óðàâíåíèå x2 = 2. Ïîñëåäíèé øàã, êîòîðûé äåëàåòñÿ â øêîëüíîì êóðñå

ìàòåìàòèêè, � ýòî ïåðåõîä ê äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëàì. Îí ïîçâîëÿåò

ðåøèòü óðàâíåíèå x2 = 2, íî îñòàâëÿåò íåðàçðåøèìûì, íàïðèìåð, òàêîå

ïðîñòîå óðàâíåíèå, êàê x2 + 1 = 0. Â ýòîì ïàðàãðà�å äåëàåòñÿ åùå îäèí

øàã � ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà êàê âåñüìà ÷àñòíûé ñëó÷àé. Êàê ìû óâèäèì â ýòîì

ïàðàãðà�å, â ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 óæå

ðàçðåøèìî. Áîëåå òîãî, êàê ìû óçíàåì â äàëüíåéøåì, â ýòîì ìíîæåñòâå

ðàçðåøèìî ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì. Ýòî

ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ê

êîìïëåêñíûì � ïîñëåäíåå åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëà.
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Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

5.1. Îïðåäåëåíèå è àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèÿ

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b)
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b. ×èñëà (a, b) è (c, d) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,

åñëè a = c è b = d . Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé

÷àñòüþ ÷èñëà (a, b), à äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî b � ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà

(a, b). Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (a, b) è (c, d) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(a + c, b + d), à èõ ïðîèçâåäåíèåì � ÷èñëî (ac − bd , ad + bc). Ìíîæåñòâî

âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C.

Òîò �àêò, ÷òî íåêèå ¾íîâûå¿ ÷èñëà ââîäÿòñÿ êàê ïàðû ¾ñòàðûõ¿, íå

äîëæåí óäèâëÿòü. Âåäü è ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

m

n
ïðè æåëàíèè ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó öåëûõ ÷èñåë (m, n). Íà ÿçûêå ïàð
ìîæíî îïðåäåëèòü è îïåðàöèè íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè:

(m, n) + (k , ℓ) = (mℓ+ kn, nℓ) è (m, n) · (k , ℓ) = (mk , nℓ). Ïðàâäà,
äåéñòâîâàòü ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè â òàêîì âèäå íåóäîáíî,

ïîýòîìó ëó÷øå ïåðåéòè ê òðàäèöèîííîé èõ çàïèñè â âèäå äðîáè. Ñ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà: óæå ñîâñåì ñêîðî ìû

ïåðåéäåì îò çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â âèäå ïàð ê áîëåå óäîáíîìó

âèäó çàïèñè (ê àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë).
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Âëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â êîìïëåêñíûå

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Ëåììà 5.1

Êîëüöî R èçîìîð�íî âëîæèìî â êîëüöî C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ðàâíà 0. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî

(a, 0) + (c, 0) = (a + c, 0) è (a, 0) · (c, 0) = (ac, 0).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R � ïîäêîëüöî â C. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå èç R â

R , êîòîðîå îòîáðàæàåò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî a ∈ R â ïàðó (a, 0), ÿâëÿåòñÿ
èçîìîð�èçìîì R íà R .

Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a, 0) ñ äåéñòâèòåëüíûì
÷èñëîì a è ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

R = {(a, 0) | a ∈ R}.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì öåëûå ÷èñëà âêëàäûâàþòñÿ â ðàöèîíàëüíûå:

öåëîå ÷èñëî n îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì (n, 1),
êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

n

1

(ñì. ïðèìåð 3 â êîíöå � 4).
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Ìíèìàÿ åäèíèöà

Îïðåäåëåíèå

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0, 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç i .

Ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

i
2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0).

Êàê ìû óæå äîãîâîðèëèñü, ìû íå ðàçëè÷àåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî (−1, 0) è
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî −1. Òàêèì îáðàçîì, i2 = −1. Ìû âèäèì, ÷òî

!! â êîëüöå C ðàçðåøèìî óðàâíåíèå x2 + 1 = 0, íåðàçðåøèìîå â êîëüöå

R.
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Çàìåòèì, ÷òî (a,b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = a + bi .

Îïðåäåëåíèå

Âûðàæåíèå a + bi íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

(a, b).

Çàìåòèì, ÷òî

(a + bi) + (c + di) = (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) = (a + c) + (b + d)i ,

(a + bi)(c + di) = (a,b) · (c, d) = (ac − bd , ad + bc) = (ac − bd) + (ad + bc)i .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(a+bi)(c+di) = ac+adi+bci+bdi
2 = ac+(ad+bc)i−bd = (ac−bd)+(ad+bc)i .

Èíûìè ñëîâàìè,

ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå

îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îáû÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ

¾íåèçâåñòíûì¿ i ; ïðè óìíîæåíèè äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî

i2 = −1.
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Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ëåììà 5.2

Ìíîæåñòâî C ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ

î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî 〈C; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì 0; îáðàòíûì ïî ñëîæåíèþ (ò. å. ïðîòèâîïîëîæíûì) ê ýëåìåíòó

z = a+ bi ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò −z = −a − bi . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óìíîæåíèå

àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî è äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, à 1

ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî óìíîæåíèþ. Íàïðèìåð, åñëè

x = a + bi , à y = c + di , òî

xy = (ac − bd) + (ad + bc)i , à yx = (ca − db) + (cb + da)i ,

îòêóäà xy = yx . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ê íåìó ÷èñëî. Ïóñòü v = a+ bi è

v 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî a2 + b2 6= 0, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a = b = 0

è v = 0. Ïîëîæèì w = a

a2+b2
+ −b

a2+b2
· i . Òîãäà

v · w = (a+ bi)

(

a

a2 + b2
+

−b

a2 + b2
· i
)

=
a2 + b2

a2 + b2
+

−ab + ab

a2 + b2
· i = 1.

Òàêèì îáðàçîì, w îáðàòíî ê v .
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Îòñóòñòâèå åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà C

Îòìåòèì îäíî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ìíîæåñòâàìè

äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íà ìíîæåñòâå R ñóùåñòâóåò

åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ÷àñòè÷íûì,

íî äàæå ëèíåéíûì ïîðÿäêîì (èç äâóõ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

êàêîå-òî îäíî âñåãäà ìåíüøå äðóãîãî). Íà ìíîæåñòâå æå C íèêàêîãî

åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, äàæå ÷àñòè÷íîãî, íå

ãîâîðÿ óæ î ëèíåéíîì, íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, êàê, íàïðèìåð,

ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêîå èç ÷èñåë 2+ i è 1 + 2i ìåíüøå äðóãîãî?
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Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå (1)

Îïðåäåëåíèå

Åñëè x = a + bi � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî a − bi íàçûâàåòñÿ

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x .

Îòîáðàæåíèå f , çàäàííîå ïðàâèëîì f (x) = x , ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé

îïåðàöèåé íà C.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ

Åñëè x è y � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî:

1) x = x ;

2) x = x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

3) x + x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

4) x · x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; áîëåå òîãî, x · x > 0, ïðè÷åì x · x = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;

5) x + y = x + y ;

6) xy = x · y .

Ñâîéñòâà 5) è 6) îçíà÷àþò, ÷òî îòîáðàæåíèå f èç C â C, çàäàâàåìîå

ïðàâèëîì f (z) = z , ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîð�èçìîì. Áîëåå òîãî, ýòî

îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì.
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Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = a + bi è y = c + di .

1) x = a− bi = a + bi = x .

2) Åñëè x = x , ò. å. a+ bi = a − bi , òî 2bi = 0, îòêóäà b = 0, è çíà÷èò

x ∈ R. Îáðàòíî, åñëè x ∈ R, òî b = 0, è ïîòîìó x = x .

3), 4) Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî x + x = 2a, à x · x = (a+ bi)(a− bi) = a2+ b2.

5), 6) ßñíî, ÷òî

x + y = (a + bi) + (c + di) = (a+ c) + (b + d)i =

= (a + c)− (b + d)i = (a − bi) + (c − di) = x + y ,

à xy = (a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i =

= (ac − bd)− (ad + bc)i = (a − bi)(c − di) = x · y .

Âñå ñâîéñòâà äîêàçàíû.
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Äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå

Ñâîéñòâî 4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè àëãåáðàè÷åñêóþ

�îðìó ÷èñëà

a+bi

c+di
. Â ñàìîì äåëå, óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîé

äðîáè íà c − di , èìååì:

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c − di)

(c + di)(c − di)
=

(ac + bd) + (bc − ad)i

c2 + d2

=

=
ac + bd

c2 + d2

+
bc − ad

c2 + d2

· i .
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Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìàòðèöàìè (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîæíî áûëî

áû îïðåäåëèòü è íà ÿçûêå ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 5.1

Êîëüöî C èçîìîð�íî âëîæèìî â êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2

íàä ïîëåì R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ èç êîëüöà C â êîëüöî R2×2

ïðàâèëîì: åñëè z = a+ bi , òî

ϕ(z) =

(

a b

−b a

)

. (1)

Äîêàæåì, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå

âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîð�èçìîì. Ïóñòü z
1

= a
1

+ b
1

i è z
2

= a
2

+ b
2

i . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,

÷òî ϕ(z
1

+ z
2

) = ϕ(z
1

) + ϕ(z
2

) è ϕ(z
1

z
2

) = ϕ(z
1

) · ϕ(z
2

).
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Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìàòðèöàìè (2)

Â ñàìîì äåëå,

ϕ(z
1

+ z
2

) = ϕ
(

(a
1

+ a
2

) + (b
1

+ b
2

)i
)

=

=

(

a
1

+ a
2

b
1

+ b
2

−(b
1

+ b
2

) a
1

+ a
2

)

=

=

(

a
1

b
1

−b
1

a
1

)

+

(

a
2

b
2

−b
2

a
2

)

= ϕ(z
1

) + ϕ(z
2

)

è ϕ(z
1

z
2

) = ϕ
(

(a
1

a
2

− b
1

b
2

) + (a
1

b
2

+ a
2

b
1

)i
)

=

=

(

a
1

a
2

− b
1

b
2

a
1

b
2

+ a
2

b
1

−(a
1

b
2

+ a
2

b
1

) a
1

a
2

− b
1

b
2

)

=

=

(

a
1

b
1

−b
1

a
1

)

·
(

a
2

b
2

−b
2

a
2

)

= ϕ(z
1

) · ϕ(z
2

).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå ϕ èç êîëüöà C â êîëüöî R2×2

, çàäàííîå ïðàâèëîì (1),

íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (1)

5.2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè åùå îäíó �îðìó çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íàì

ïîòðåáóåòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Èç øêîëüíîãî êóðñà

èçâåñòíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë êàê ìíîæåñòâà òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îáîáùàÿ ýòî ïîñòðîåíèå,

ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ

äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a+ bi áóäåì èçîáðàæàòü

òî÷êîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). Òîãäà êàæäîìó êîìïëåêñíîìó
÷èñëó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà íà ïëîñêîñòè (ïðè÷åì òîëüêî îäíà) è,

íàîáîðîò, êàæäîé òî÷êå íà ïëîñêîñòè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïëåêñíîå

÷èñëî (ïðè÷åì òîëüêî îäíî). Òî÷êè îñè àáñöèññ è òîëüêî îíè áóäóò

èçîáðàæàòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Íà÷àëî êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó

0.

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äàåò íå�îðìàëüíîå

îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó íà ìíîæåñòâå R ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå

îòíîøåíèå ïîðÿäêà, à íà ìíîæåñòâå C � íåò. Íà ìíîæåñòâå òî÷åê ïðÿìîé

îòíîøåíèå ïîðÿäêà îïðåäåëèòü ëåãêî: îäíà òî÷êà ¾ìåíüøå¿ äðóãîé, åñëè

îíà ðàñïîëîæåíà ëåâåå (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðÿìàÿ íå âåðòèêàëüíà). À êàê

îïðåäåëèòü, êàêàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ¾ìåíüøå¿ äðóãîé?
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�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (2)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè òî÷êîé M

(ñì. ðèñ. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå). Òîãäà äëèíà îòðåçêà OM íàçûâàåòñÿ

ìîäóëåì ÷èñëà z . Åñëè z 6= 0, òî óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì îñè Ox è îòðåçêîì OM íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà z . Ó

÷èñëà 0 àðãóìåíò íå îïðåäåëåí. Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |z |, à åãî àðãóìåíò � ÷åðåç arg(z). Íà ðèñ. 1 r = |z | è
ϕ = arg(z).

s

s

O x

y

a

b

r

ϕ

M(a, b)

�èñ. 1. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
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�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (3)

Îòìåòèì, ÷òî

äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê êîìïëåêñíûå,

ââåäåííîå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèå ìîäóëÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ìîäóëÿ

(àáñîëþòíîé âåëè÷èíû), èçâåñòíûì èç øêîëüíîãî êóðñà;

åñëè x = a + bi , òî |x | =
√
a2 + b2;

àðãóìåíò íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, òàê

êàê åñëè ϕ � àðãóìåíò ÷èñëà a+ bi , òî ϕ+ 2πk � òàêæå åãî àðãóìåíò

ïðè ëþáîì öåëîì k .
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Ñâîéñòâà ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (1)

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Åñëè x è y � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî:

1) |x | = | x |;
2) x · x = |x |2;
3) |xy | = |x | · |y |;
4) |x + y | 6 |x |+ |y |.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1), 2) Ïóñòü x = a + bi . Òîãäà

| x | = |a − bi | =
√

a2 + (−b)2 =
√

a2 + b2 = |x | è
x · x = (a + bi)(a − bi) = a

2 + b
2 = |x |2.

3) Ïóñòü x = a + bi è y = c + di . Òîãäà:

|xy | = |(ac − bd) + (ad + bc)i | =
√

(ac − bd)2 + (ad + bc)2 =

=
√

a2c2 − 2abcd + b2d2 + a2d2 + 2abcd + b2c2 =

=
√

(a2 + b2)(c2 + d2) =
√

a2 + b2 ·
√

c2 + d2 = |x | · |y |.
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Ñâîéñòâà ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (2)

4) Çà�èêñèðóåì íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó

êîîðäèíàò è îáîçíà÷èì ÷åðåç A, B è C òî÷êè íà ïëîñêîñòè, îòâå÷àþùèå

÷èñëàì x , y è x + y ñîîòâåòñòâåííî ïðè ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî òî÷êè A è B íå ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ìåíüøå

ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí, èìååì

|x + y | = |OC | < |OA|+ |AC | = |OA|+ |OB| = |x |+ |y |

(ñì. ðèñ. 2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå). Ïóñòü òåïåðü òî÷êè A è B ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé. Åñëè ýòè òî÷êè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè O, òî,

î÷åâèäíî,

|x + y | = |OC | = |OA|+ |OB| = |x |+ |y |.
Ïóñòü, íàêîíåö, òî÷êè A è B ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè O. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |x | > |y |. Òîãäà òî÷êà C

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó OA, è ïîòîìó

|x + y | = |OC | 6 |OA| = |x | 6 |x |+ |y |.
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Ñâîéñòâà ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (ðèñóíîê)

s

s

s

s

O

A

B

C

�èñ. 2. Ìîäóëü ñóììû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ïóñòü r � ìîäóëü, à ϕ � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a + bi . ßñíî, ÷òî

r =
√

a2 + b2, cosϕ =
a√

a2 + b2
è sinϕ =

b√
a2 + b2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a + bi =
√

a2 + b2 ·
(

a√
a2 + b2

+
b√

a2 + b2
· i
)

= r(cosϕ+ i sinϕ).

Îïðåäåëåíèå

Åñëè r � ìîäóëü, à ϕ � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a+ bi , òî âûðàæåíèå

r(cosϕ+ i sinϕ) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìîé ýòîãî ÷èñëà.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåíà

íåîäíîçíà÷íî � ýòî âûòåêàåò èç íåîäíîçíà÷íîñòè àðãóìåíòà

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

×èñëî 0 íå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìû, òàê êàê ó íåãî íå

îïðåäåëåí àðãóìåíò.
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Óìíîæåíèå è äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå

Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìû ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïðîèçâåäåíèå è

÷àñòíîå îò äåëåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

z
1

= r
1

(cosϕ
1

+ i sinϕ
1

) è z
2

= r
2

(cosϕ
2

+ i sinϕ
2

). Òîãäà

z
1

z
2

= r
1

r
2

(cosϕ
1

+ i sinϕ
1

)(cosϕ
2

+ i sinϕ
2

) =

= r
1

r
2

[

(cosϕ
1

cosϕ
2

− sinϕ
1

sinϕ
2

)+i(cosϕ
1

sinϕ
2

+ sinϕ
1

cosϕ
2

)
]

=

= r
1

r
2

(

cos(ϕ
1

+ ϕ
2

) + i sin(ϕ
1

+ ϕ
2

)
)

;

z
1

z
2

=
r
1

(cosϕ
1

+ i sinϕ
1

)

r
2

(cosϕ
2

+ i sinϕ
2

)
=

r
1

(cosϕ
1

+ i sinϕ
1

)(cosϕ
2

− i sinϕ
2

)

r
2

(cosϕ
2

+ i sinϕ
2

)(cosϕ
2

− i sinϕ
2

)
=

=
r
1

(

(cosϕ
1

cosϕ
2

+ sinϕ
1

sinϕ
2

) + i(sinϕ
1

cosϕ
2

− cosϕ
1

sinϕ
2

)
)

r
2

(cos2 ϕ
2

+ sin2 ϕ
2

)
=

=
r
1

r
2

(

cos(ϕ
1

− ϕ
2

) + i sin(ϕ
1

− ϕ
2

)
)

.

Ìû âèäèì, ÷òî:

ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ

ìîäóëåé, à àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììå àðãóìåíòîâ;

ìîäóëü ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ z
1

íà z
2

ðàâåí ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ

ìîäóëÿ z
1

íà ìîäóëü z
2

, à àðãóìåíò ÷àñòíîãî � ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ

z
1

è z
2

.
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Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå

Èç ðåçóëüòàòà î ïðîèçâåäåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

�îðìå âûòåêàåò, ÷òî

(

r(cosϕ+ i sinϕ)
)

n
= r

n(cos nϕ+ i sin nϕ) (2)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè âîçâåäåíèè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü åãî

ìîäóëü âîçâîäèòñÿ â ýòó ñòåïåíü, à àðãóìåíò óìíîæàåòñÿ íà

ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

Ôîðìóëà (2) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ìóàâðà.
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Ñèíóñû è êîñèíóñû êðàòíûõ óãëîâ

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíû �îðìóëû ñèíóñà è êîñèíóñà

äâîéíîãî óãëà. Ñî÷åòàíèå �îðìóëû Ìóàâðà è áèíîìà Íüþòîíà ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü �îðìóëû, âûðàæàþùèå sin nϕ è cos nϕ ÷åðåç sinϕ è cosϕ ïðè

ëþáîì n. Ïîêàæåì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, êàê âûâîäÿòñÿ ýòè �îðìóëû ïðè

n = 5. Äëÿ äðóãèõ n âûâîä âïîëíå àíàëîãè÷åí. Â ñèëó �îðìóëû áèíîìà

Íüþòîíà èìååì

(cosϕ+ i sinϕ)5 = cos5 ϕ+ 5i cos4 ϕ sinϕ+ 10i
2 cos3 ϕ sin2 ϕ+

+ 10i
3 cos2 ϕ sin3 ϕ+ 5i

4 cosϕ sin4 ϕ+ i
5 sin5 ϕ =

= cos5 ϕ+ 5i cos4 ϕ sinϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ−
− 10i cos2 ϕ sin3 ϕ+ 5 cosϕ sin4 ϕ+ i sin5 ϕ =

= cos5 ϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ+ 5 cosϕ sin4 ϕ+

+ (5 cos4 ϕ sinϕ− 10 cos2 ϕ sin3 ϕ+ sin5 ϕ)i .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç �îðìóëû Ìóàâðà ïðè n = 5 âûòåêàåò, ÷òî

(cosϕ+ i sinϕ)5 = cos 5ϕ+ i sin 5ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî,

cos 5ϕ = cos5 ϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ+ 5 cosϕ sin4 ϕ

è sin 5ϕ = 5 cos4 ϕ sinϕ− 10 cos2 ϕ sin3 ϕ+ sin5 ϕ.
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Èçâëå÷åíèå êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (1)

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó îá èçâëå÷åíèè êîðíåé ïðîèçâîëüíîé íàòóðàëüíîé

ñòåïåíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðåæäå âñåãî, äàäèì íóæíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîðíåì ñòåïåíè n èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî w òàêîå, ÷òî wn = z .

Èç îïðåäåëåíèÿ íå âûòåêàåò, ÷òî êîðåíü n-é ñòåïåíè èç z ñóùåñòâóåò. Òåì

áîëåå íå ÿñíî, ñêîëüêî çíà÷åíèé ìîæåò îí ïðèíèìàòü, åñëè ñóùåñòâóåò.

Âñïîìíèì, êàê îáñòîèò äåëî â ïîëå R. Êîðåíü n-é ñòåïåíè èç

äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x :

� ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, åñëè ëèáî n íå÷åòíî, à x �

ëþáîå, ëèáî x = 0 (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êîðåíü ðàâåí 0 íåçàâèñèìî îò

n);

� ñóùåñòâóåò è èìååò ðîâíî äâà (ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó) çíà÷åíèÿ,

åñëè n ÷åòíî è x > 0;

� íå ñóùåñòâóåò, åñëè n ÷åòíî è x < 0.
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Â ïîëå C âñå íàìíîãî ïðîùå. Åñëè z = 0, òî, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n êîðåíü n-é ñòåïåíè èç z â ïîëå C ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî (à èìåííî, ðàâåí 0). Åñëè æå z 6= 0, òî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì,

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n êîðåíü n-é ñòåïåíè èç z â ïîëå C ñóùåñòâóåò è

èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïîëîæèì z = r(cosϕ+ i sinϕ). Êîðåíü n-é ñòåïåíè èç z áóäåì èñêàòü òîæå

â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå. Ïóñòü w = q(cosψ + i sinψ) è wn = z .

Òîãäà, â ñèëó �îðìóëû (2),

q
n(cos nψ + i sin nψ) = r(cosϕ+ i sinϕ).

Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà qn = r è nψ = ϕ+ 2πk , ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå

÷èñëî. Ïîñêîëüêó q è r � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî q � àðè�ìåòè÷åñêèé êîðåíü ñòåïåíè n èç ÷èñëà r . Äëÿ

àðãóìåíòà ÷èñëà w ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψ = ϕ+2πk

n
. Èòàê, êîðåíü n-é

ñòåïåíè èç ÷èñëà z 6= 0 âñåãäà ñóùåñòâóåò è âñå åãî çíà÷åíèÿ çàäàþòñÿ

�îðìóëîé

wk = n
√
r

(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)

, (3)

ãäå k � öåëîå ÷èñëî.
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Âûÿñíèì, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ñðåäè ÷èñåë âèäà

wk . ßñíî, ÷òî wk = wℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ϕ+2πk

n
= ϕ+2πℓ

n
+ 2πm

ïðè íåêîòîðîì öåëîì m. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
k−ℓ
n

= m èëè k − ℓ = nm. Èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëà wk è wℓ ñîâïàäàþò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà k − ℓ äåëèòñÿ íà n, ò. å. k è ℓ èìåþò îäèíàêîâûå

îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Ïîýòîìó ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå ðàçëè÷íûå

çíà÷åíèÿ êîðíÿ, äîñòàòî÷íî â �îðìóëå (3) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèðàâíèâàòü

k ê îäíîìó èç ÷èñåë 0, 1, . . . , n − 1. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè z � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0, r = |z |,
ϕ = arg(z), à n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî êîðåíü n-é

ñòåïåíè èç z èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû ïî �îðìóëå

n
√
z = n

√
r

(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)

, ãäå k = 0, 1, . . . , n − 1.
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5.3. �ðóïïà êîðíåé èç åäèíèöû

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîðíè n-é

ñòåïåíè èç åäèíèöû. Â ñèëó (3) îíè èñ÷åðïûâàòñÿ ÷èñëàìè âèäà

εk,n = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, (4)

ãäå k = 0, 1, . . . , n − 1.

Ëåììà 5.3

Ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �îðìóëû (4) è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå, âûòåêàåò,

÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì òîé æå ñòåïåíè èç åäèíèöû. ßñíî, ÷òî ε
0,n = 1 � íåéòðàëüíûé

ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ.
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Ýëåìåíò ε
0,n ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ñåáå. Åñëè æå 1 6 k < n, òî

ε−1

k,n = εn−k,n, ïîñêîëüêó

εk,nεn−k,n = cos
2πk + 2π(n − k)

n
+i sin

2πk + 2π(n − k)

n
= cos 2π+i sin 2π = 1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà êîðíåé èç åäèíèöû àáåëåâà.

Îïðåäåëåíèå

Êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì, åñëè îí íå

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì m-é ñòåïåíè èç 1 äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m < n.

Åñëè m < n, òî, â ñèëó �îðìóëû Ìóàâðà, εm
1,n = εm,n 6= 1. Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî ε
1,n � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1 è ëþáîé

äðóãîé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ÷èñëà ε
1,n.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîïðîñ î òîì,

êàêèå êîðíè èç åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.2

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî n > 1, è k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}.
×èñëî εk,n ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà k è n âçàèìíî ïðîñòû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 5.2, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

ïðîñòîå íàáëþäåíèå.

Çàìå÷àíèå 5.1

Ïóñòü εk,n � êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, à m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

�àâåíñòâî εmk,n = 1 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà km äåëèòñÿ íà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �îðìóëû Ìóàâðà âûòåêàåò, ÷òî

εmk,n = cos 2πkm

n
+ i sin 2πkm

n
. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî εmk,n = 1 = cos 0 + i sin 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2πkm

n
= 2πs äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî s.

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî km = ns, ò. å. km äåëèòñÿ íà n.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî εk,n
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû è ÷èñëà k è n íå

âçàèìíî ïðîñòû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî d > 1 òàêîå,

÷òî k = dℓ è n = dm äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë 1 < ℓ,m < n. Ñëåäîâàòåëüíî,

km = dℓm = nℓ. Â ÷àñòíîñòè, km äåëèòñÿ íà n. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.1 ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî εmk,n = 1. Ïîñêîëüêó m < n, ýòî ïðîòèâîðå÷èò

ïåðâîîáðàçíîñòè êîðíÿ εk,n.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà k è n âçàèìíî ïðîñòû è εmk,n = 1

äëÿ íåêîòîðîãî m. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.1 km äåëèòñÿ íà n. Ïîñêîëüêó k è n

âçàèìíî ïðîñòû, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî m äåëèòñÿ íà n. Ñëåäîâàòåëüíî,

m > n. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî εk,n íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì m-é ñòåïåíè èç 1 äëÿ

âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m < n. Ñëåäîâàòåëüíî, εk,n � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü

n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.
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Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âñÿêèé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé

ñòåïåíüþ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ε
1,n. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íûé �àêò âåðåí äëÿ ëþáîãî ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ

èç 1.

Ïðåäëîæåíèå 5.3

Åñëè εk,n � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, òî âñÿêèé

êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ÷èñëà εk,n.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ÷èñëà εk,n, ε
2

k,n, . . . , ε
n−1

k,n . ßñíî, ÷òî åñëè m

� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

ε
m

k,n = cos
2πkm

n
+ i sin

2πkm

n
= cos

2πr

n
+ i sin

2πr

n
= ε

r

1,n,

ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ km íà n. Ñëåäîâàòåëüíî,

εk,n, ε
2

k,n, . . . , ε
n−1

k,n ∈ {ε0
1,n, ε1,n, ε

2

1,n, . . . , ε
n−1

1,n }.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî εmk,n = ε0

1,n = 1 äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ {1, 2, . . . , n − 1}.
Òîãäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.1, km äåëèòñÿ íà n. Ïîñêîëüêó k è n âçàèìíî

ïðîñòû, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî m äåëèòñÿ íà n. Íî ýòî íåâîçìîæíî,

ïîñêîëüêó m < n. Ñëåäîâàòåëüíî,

εk,n, ε
2

k,n, . . . , ε
n−1

k,n ∈ {ε
1,n, ε

2

1,n, . . . , ε
n−1

1,n }.
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Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëà ε
1,n, ε

2

1,n, . . . , ε
n−1

1,n ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî εr
1,n = εs

1,n äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 r < s < n. Òîãäà
εs
1,n

εr
1,n

= εs−r

1,n = 1 è 1 6 s − r < n. Íî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, εmk,n 6= 1 äëÿ

âñÿêîãî m = 1, 2, . . . , n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

{ε
1,n, ε

2

1,n, . . . , ε
n−1

1,n } = {εk,n, ε2k,n, . . . , εn−1

k,n }.

Íî εk
1,n = εk,n äëÿ âñÿêîãî k = 1, 2, . . . , n − 1. Òàêèì îáðàçîì,

{ε
1,n, ε2,n, . . . , εn−1,n} = {εk,n, ε2k,n, . . . , εn−1

k,n }.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1, îòëè÷íûå îò ε
0,n, ÿâëÿþòñÿ

ñòåïåíÿìè ÷èñëà εk,n. Î÷åâèäíî, ÷òî òî æå âåðíî è äëÿ êîðíÿ ε
0,n,

ïîñêîëüêó ε
0,n = 1 = ε0k,n.
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