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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
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Îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå (îïðåäåëåíèå)

4.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. n-àðíîé

àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç

ìíîæåñòâà Sn
(ò. å. n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà S) â S . Ïðè

ìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ n (n = 1, 2, 3) n-àðíûå îïåðàöèè èìåþò ñïåöèàëüíûå

íàçâàíèÿ. Ïðè n = 1 n-àðíàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ óíàðíîé, ïðè n = 2 �

áèíàðíîé, ïðè n = 3 � òåðíàðíîé. 0-àðíîé îïåðàöèåé íà S íàçûâàåòñÿ

âûäåëåíèå íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà S .

Â òàáë. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå ïðèâåäåíû ïðèìåðû îïåðàöèé íà

ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 4. Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû è èõ îñíîâíûå òèïû



Îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå (ïðèìåðû)

Òàáë. 1. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íà íèõ

Îïåðàöèè

Ìíîæåñòâà 0-àðíûå óíàðíûå áèíàðíûå

x + y , xy , xy
,

N 1 x + 1, x! min{x , y}, max{x , y},
ÍÎÄ(x , y), ÍÎÊ(x , y)

Z 0, 1 −x , |x | x + y , x − y , xy ,

min{x , y}, max{x , y}
Q 0, 1 −x , |x |, [x] x + y , x − y , xy ,

min{x , y}, max{x , y}
−x , |x |, [x], x + y , x − y , xy ,

R 0, 1

3

√
x , ex , min{x , y}, max{x , y}

sin x , cos x

B(S) ∅,S A A ∪ B,A ∩ B,A \ B
Ìíîæåñòâî âñåõ ε � fg

îòîáðàæåíèé èç S â S

Ìíîæåñòâî âñåõ λ (ïóñòîå � uv

ñëîâ íàä àë�àâèòîì ñëîâî)

X (âêëþ÷àÿ ïóñòîå)
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Àðãóìåíòû è ðåçóëüòàò îïåðàöèè

Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì çàïèñûâàòü n-àðíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ

íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå â âèäå f (x
1

, x
2

, . . . , xn). Ïðè ýòîì ýëåìåíòû

x
1

, x
2

, . . . , xn íàçûâàþòñÿ àðãóìåíòàìè îïåðàöèè f , à ýëåìåíò

f (x
1

, x
2

, . . . , xn) (ïðè �èêñèðîâàííûõ x
1

, x
2

, . . . , xn) � åå ðåçóëüòàòîì. Êàê

ïðàâèëî, ìû áóäåì îïóñêàòü ñëîâî ¾àëãåáðàè÷åñêàÿ¿ è íàçûâàòü

àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ïðîñòî îïåðàöèÿìè.
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Îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå (êîììåíòàðèè)

Ìíîãèå åñòåñòâåííûå è âàæíûå îïåðàöèè (â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà)

íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òðåìÿ ïðè÷èíàìè.

1) �åçóëüòàò n-àðíîé îïåðàöèè äîëæåí áûòü îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé n-êè

ýëåìåíòîâ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè

îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ íà ìíîæåñòâå N (åñëè x < y , òî x − y /∈ N), äåëåíèÿ

íà ìíîæåñòâàõ Q è R (ðåçóëüòàò íå îïðåäåëåí, åñëè äåëèòåëü ðàâåí 0),

èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ íà ìíîæåñòâå R (åñëè x < 0, òî

√
x íå

ñóùåñòâóåò) è âçÿòèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (ïîñêîëüêó îíî ñóùåñòâóåò

òîëüêî äëÿ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé).

2) Âñå àðãóìåíòû îïåðàöèè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îäíîìó è òîìó æå

ìíîæåñòâó. Ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèå

îòîáðàæåíèÿ èç A â B íà îòîáðàæåíèå èç B â C (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ,

êîãäà A = B = C). Ïî òîé æå ïðè÷èíå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, åñëè ðàññìàòðèâàòü åå êàê

îïåðàöèþ îò äâóõ àðãóìåíòîâ (íî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà

�èêñèðîâàííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå âñåõ

âåêòîðîâ).

3) �åçóëüòàò îïåðàöèè äîëæåí ïðèíàäëåæàòü èñõîäíîìó ìíîæåñòâó.

Ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî.
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Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå

Óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé (èëè ïðîñòî àëãåáðîé) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà Ω çàäàííûõ íà A

àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàêàÿ àëãåáðà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A = 〈A; Ω〉.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì èëè íîñèòåëåì àëãåáðû

A, à ìíîæåñòâî Ω � ñèãíàòóðîé ýòîé àëãåáðû. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

ñèãíàòóðà áóäåò ÿñíà èç êîíòåêñòà, ìû ÷àñòî áóäåì îòîæäåñòâëÿòü àëãåáðó

A ñ åå îñíîâíûì ìíîæåñòâîì A.

Óíèâåðñàëüíûìè àëãåáðàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð: ìíîæåñòâî N ñ áèíàðíîé

îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ÷èñåë; òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî ñ áèíàðíûìè

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (òàêèì îáðàçîì, íà îäíîì è òîì æå

íîñèòåëå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ àëãåáð); ìíîæåñòâî Q ñ

áèíàðíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÷èñåë, óíàðíîé îïåðàöèåé âçÿòèÿ ÷èñëà,

îáðàòíîãî ê äàííîìó, è 0-àðíîé îïåðàöèåé 1; ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ ñ îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé;

áóëåàí ìíîæåñòâà S ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ

è óíàðíîé îïåðàöèåé äîïîëíåíèÿ; ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ áèíàðíîé

îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è íàáîðîì âñåâîçìîæíûõ óíàðíûõ îïåðàöèé

óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî t, ãäå t ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî R è ò.ä. Ïîñëåäíèé

ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèãíàòóðà àëãåáðû ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
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�ðóïïîèäû

4.2. Ïîëóãðóïïû è ìîíîèäû

Ïðîèçâîëüíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà � ýòî î÷åíü îáùåå ïîíÿòèå. Ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå

�ðóïïîèäîì íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, ñèãíàòóðà êîòîðîé

ñîñòîèò èç îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèè.

�ðóïïîèäàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî Z ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ,

ìíîæåñòâî R ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, ìíîæåñòâî B(S) ñ îïåðàöèåé
ðàçíîñòè ìíîæåñòâ è ò. ä. Îïåðàöèþ â ïðîèçâîëüíîì ãðóïïîèäå ÷àñòî

íàçûâàþò óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àþò òàê æå, êàê óìíîæåíèå ÷èñåë: òî÷êîé

èëè îòñóòñòâèåì ñèìâîëà (ò. å. x · y èëè xy).
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Àññîöèàòèâíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ f , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå A, íàçûâàåòñÿ

àññîöèàòèâíîé, åñëè f
(
f (x , y), z

)
= f

(
x , f (y , z)

)
äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ A.

Åñëè ïèñàòü xy âìåñòî f (x , y), òî àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè îçíà÷àåò, ÷òî

(xy)z = x(yz) äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ A.

Åñëè îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, òî â çàïèñÿõ âèäà x
1

x
2

· · · xn ñêîáîê ìîæíî
íå ñòàâèòü, òàê êàê ðåçóëüòàò îïåðàöèè îò èõ ðàññòàíîâêè íå çàâèñèò.

Ïî÷òè âñå óïîìèíàâøèåñÿ âûøå áèíàðíûå îïåðàöèè àññîöèàòèâíû. Ýòèì

ñâîéñòâîì îáëàäàþò, â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë,

îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ, ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, ïðîèçâåäåíèÿ

îòîáðàæåíèé. Åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ðàçíîñòè

ìíîæåñòâ. Î íåàññîöèàòèâíîñòè ýòîé îïåðàöèè óæå óïîìèíàëîñü â � 1. Åùå

îäíèì ïðèìåðîì íåàññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, èçó÷àåìîå â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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Ïîëóãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîèä, â êîòîðîì ñèãíàòóðíàÿ áèíàðíàÿ

îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà.

Ìû ìíîãîêðàòíî âñòðå÷àëèñü ðàíåå ñ ïîëóãðóïïàìè � ýòî, íàïðèìåð:

ëþáîå èç ìíîæåñòâ N, Z, Q, R è Zn ñ ëþáîé èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ;

ìíîæåñòâî B(S) ñ ëþáîé èç îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ;

ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà S â

ñåáÿ ñ îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé;

ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ X+
èëè ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ X ∗

íàä

àë�àâèòîì X ñ îïåðàöèåé ïðèïèñûâàíèÿ ñëîâ.
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Íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëóãðóïï ÿâëÿþòñÿ ìîíîèäû. ×òîáû äàòü

ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå, íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ãðóïïîèä ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé f . Ýëåìåíò e ∈ A íàçûâàåòñÿ

íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî f , åñëè f (x , e) = f (e, x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

Åñëè ïèñàòü xy âìåñòî f (x , y), òî íåéòðàëüíîñòü ýëåìåíòà e îçíà÷àåò, ÷òî

xe = ex = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

Çàìå÷àíèå 4.1

Åñëè ãðóïïîèä ñîäåðæèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, òî ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e
1

è e
2

� íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïîèäà A ñ

îïåðàöèåé f . Òîãäà èç íåéòðàëüíîñòè ýëåìåíòà e
1

âûòåêàåò, ÷òî

f (e
1

, e
2

) = e
2

, à èç íåéòðàëüíîñòè e
2

� ÷òî f (e
1

, e
2

) = e
1

. Ñëåäîâàòåëüíî,

e
1

= e
2

.
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Ìîíîèäû

Îïðåäåëåíèå

Ìîíîèäîì íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîñòîèò

èç àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè f è 0-àðíîé îïåðàöèè, êîòîðàÿ

âûäåëÿåò íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî f ýëåìåíò.

Èíûìè ñëîâàìè, ìîíîèä � ýòî ïîëóãðóïïà, íà êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî

çàäàíà 0-àðíàÿ îïåðàöèÿ, âûäåëÿþùàÿ ýëåìåíò, íåéòðàëüíûé

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â ïðîèçâîëüíîì ìîíîèäå

÷àñòî íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1.

Ïðèìåðàìè ìîíîèäîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àëãåáðû:

〈Z; ·, 1〉 è 〈Z;+, 0〉 (âìåñòî Z çäåñü ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç ìíîæåñòâ

Q, R è Zn, íî íå N);

〈B(S);∪,∅〉 è 〈B(S);∩,S〉;
ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé äàííîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ ñ îïåðàöèÿìè

ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé è âûäåëåíèÿ òîæäåñòâåííîãî

îòîáðàæåíèÿ;

ìíîæåñòâî X ∗
(íî íå X+

) ñ îïåðàöèÿìè ïðèïèñûâàíèÿ ñëîâ è

âûäåëåíèÿ ïóñòîãî ñëîâà.
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Îáðàòíûå è îáðàòèìûå ýëåìåíòû

4.3. �ðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ìîíîèä ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e. Ýëåìåíò y ∈ A íàçûâàåòñÿ

îáðàòíûì ê ýëåìåíòó x ∈ A, åñëè xy = yx = e. Ýëåìåíò, îáðàòíûé ê x ,

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x−1

. Ýëåìåíò x ∈ A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, îáðàòíûé ê x .

Ëåììà 4.1

Åñëè ýëåìåíò x ìîíîèäà 〈A; ·, e〉 îáðàòèì, òî îáðàòíûé ê x ýëåìåíò

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y è z � ýëåìåíòû, îáðàòíûå ê x . Òîãäà

z = ez = (yx)z = y(xz) = ye = y .
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Ñâîéñòâà îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ

Ñâîéñòâà îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ

Åñëè ýëåìåíòû x è y ìîíîèäà 〈A; ·, e〉 îáðàòèìû, òî:
1) ýëåìåíò x−1

îáðàòèì è (x−1)−1 = x ;

2) ýëåìåíò xy îáðàòèì è (xy)−1 = y−1x−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî ýëåìåíòà, äëÿ âñÿêîãî

x ∈ A âûïîëíåíû ðàâåíñòâà x−1x = xx−1 = e. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò x

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê x−1

. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò x−1

îáðàòèì.

2) Çàìåòèì, ÷òî (xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = e.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (y−1x−1)xy = e. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò

y−1x−1

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê xy . Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò xy îáðàòèì.

Çàìåòèì, ÷òî ìû íå èñïîëüçîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 1)

àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ·. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî

íå òîëüêî â ìîíîèäå, íî è â ïðîèçâîëüíîì ãðóïïîèäå ñ íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì.
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�ðóïïû (1)

Îïðåäåëåíèå

�ðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìîíîèä, â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû îáðàòèìû.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà � ýòî óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, ñèãíàòóðà êîòîðîé

ñîñòîèò èç àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè, óíàðíîé îïåðàöèè âçÿòèÿ

ýëåìåíòà, îáðàòíîãî ê äàííîìó, è 0-àðíîé îïåðàöèè âûäåëåíèÿ

íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî

ñäåëàòü, äîñòàòî÷íî óêàçàòü îñíîâíîå ìíîæåñòâî è áèíàðíóþ îïåðàöèþ,

èãðàþùóþ ðîëü óìíîæåíèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé îïåðàöèè, êàê ïðàâèëî,

óæå ëåãêî âûòåêàåò, êàêîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì, è êàê

¾óñòðîåíà¿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåð 1. Ëþáîå èç ìíîæåñòâ Z, Q è R ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â ýòèõ ãðóïïàõ ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî 0, à ýëåìåíòîì, îáðàòíûì ê x , � ÷èñëî −x . Ýòè ãðóïïû íàçûâàþò

àääèòèâíûìè ãðóïïàìè öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

ñîîòâåòñòâåííî.
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�ðóïïû (2)

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ðàâíî êàê è

ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îáðàçóåò ãðóïïó

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. �îëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà çäåñü èãðàåò ÷èñëî

1, à ðîëü ýëåìåíòà, îáðàòíîãî ê x , � ÷èñëî

1

x
. Ýòè ãðóïïû íàçûâàþò

ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ãðóïïàìè ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 3. �ðóïïîé ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ îïåðàöèåé

ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Çäåñü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � ýòî

~
0, à ýëåìåíò,

îáðàòíûé ê
~x , � âåêòîð −~x .
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Êîììóòàòèâíîñòü. Àáåëåâû ãðóïïû

Óêàæåì åùå îäèí âàæíûé òèï áèíàðíûõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ f , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå A, íàçûâàåòñÿ

êîììóòàòèâíîé, åñëè f (x , y) = f (y , x) äëÿ ëþáûõ x , y ∈ A. Åñëè ïèñàòü xy

âìåñòî f (x , y), òî êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè îçíà÷àåò, ÷òî xy = yx äëÿ

ëþáûõ x , y ∈ A.

Îïðåäåëåíèÿ

�ðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé, åñëè åå áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà

(ò. å. åñëè xy = yx äëÿ ëþáûõ x , y ∈ G). Åñëè áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ â ãðóïïå

êîììóòàòèâíà, òî åå ÷àñòî íàçûâàþò ñëîæåíèåì è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì

+. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî òàêîé îïåðàöèè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ

íóëåì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 0, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ê x îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê x è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç −x .
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�ðóïïà ïîäñòàíîâîê

Âñå ãðóïïû, óêàçàííûå â ïðèìåðàõ 1�3, àáåëåâû. ×òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð

íåàáåëåâîé ãðóïïû, ââåäåì îäíî íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ìíîæåñòâà S íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé íà S .

Ïðîäîëæèì ñïèñîê ïðèìåðîâ ãðóïï.

Ïðèìåð 4. Ïðîèçâåäåíèå áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé è îòîáðàæåíèå,

îáðàòíîå ê áèåêòèâíîìó, áèåêòèâíû (ñì. çàìå÷àíèÿ 1.2 è 1.3). Ïîýòîìó

ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê íà äàííîì ìíîæåñòâå S îáðàçóåò ãðóïïó

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé. �îëü íåéòðàëüíîãî

ýëåìåíòà èãðàåò çäåñü òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, à ðîëü ïîäñòàíîâêè,

îáðàòíîé ê ïîäñòàíîâêå f , � îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê f (îòîáðàæåíèå f −1

ñóùåñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà âçàèìíî îäíîçíà÷íà � ñì.

ïðåäëîæåíèå 1.1). �ðóïïà ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé íà X . Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà n-ýëåìåíòíîì

ìíîæåñòâå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.
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Íåàáåëåâîñòü ãðóïïû Sn ïðè n > 2

Åñëè n > 2, òî ãðóïïà Sn íåàáåëåâà. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

X = {x
1

, x
2

, . . . , xn} è n > 2. Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêè α è β íà X

ñëåäóþùèì îáðàçîì: α îòîáðàæàåò x
1

è x
2

äðóã â äðóãà, îñòàâëÿÿ

îñòàëüíûå ýëåìåíòû íà ìåñòå, à β îòîáðàæàåò x
1

è x
3

äðóã â äðóãà,

îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå ýëåìåíòû íà ìåñòå. Òîãäà

(αβ)(x
1

) = β
(
α(x

1

)
)
= β(x

2

) = x
2

, à

(βα)(x
1

) = α
(
β(x

1

)
)
= α(x

3

) = x
3

.

Ñëåäîâàòåëüíî, αβ 6= βα.
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Äèñòðèáóòèâíîñòü

4.4. Êîëüöà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f è g � áèíàðíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå S . Îïåðàöèÿ g íàçûâàåòñÿ

äèñòðèáóòèâíîé îòíîñèòåëüíî f , åñëè g
(
f (x , y), z

)
= f

(
g(x , z), g(y , z)

)
è

g
(
x , f (y , z)

)
= f

(
g(x , y), g(x , z)

)
äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ S .

Åñëè çàìåíèòü â ýòîì îïðåäåëåíèè f (x , y) íà x + y , à g(x , y) íà xy , è

äîãîâîðèòüñÿ î òîì, ÷òî, êàê îáû÷íî, óìíîæåíèå èìååò ïðèîðèòåò ïåðåä

ñëîæåíèåì, òî ðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìóò çíàêîìûé è ïðèâû÷íûé

âèä: (x + y)z = xz + yz è x(y + z) = xy + xz .

Ïðèìåðàìè äèñòðèáóòèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ íà âñåõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ, äèñòðèáóòèâíîñòü

îáúåäèíåíèÿ [ïåðåñå÷åíèÿ℄ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî èõ ïåðåñå÷åíèÿ

[îáúåäèíåíèÿ℄.
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Êîëüöà

Îïðåäåëåíèå

Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà R , ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîñòîèò

èç äâóõ áèíàðíûõ îïåðàöèé (îäíó èç êîòîðûõ ìû áóäåì íàçûâàòü

ñëîæåíèåì è îáîçíà÷àòü ÷åðåç x + y , äðóãóþ � óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àòü

÷åðåç x · y èëè xy) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) 〈R; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà;

2) óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

�ðóïïà 〈R; +〉 íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà, åå íåéòðàëüíûé

ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0 è íàçûâàåòñÿ íóëåì, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ê

ýëåìåíòó x ∈ R , íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

−x . Åñëè óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî [êîììóòàòèâíî℄, òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ

àññîöèàòèâíûì [ñîîòâåòñòâåííî êîììóòàòèâíûì℄. Åñëè â êîëüöå åñòü

íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ, òî ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ

åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ (êàê ïðàâèëî) ÷åðåç 1, à êîëüöî íàçûâàåòñÿ

êîëüöîì ñ 1.
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Ïðèìåðû êîëåö (1)

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâà Z, Q è R ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûìè

êîëüöàìè ñ 1 îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî n > 1. Ïîëîæèì

Zn = {0, 1, . . . , n − 1} è îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Zn îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ⊕
è óìíîæåíèÿ ⊗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x , y ∈ Zn, òî x ⊕ y

[ñîîòâåòñòâåííî x ⊗ y ℄ � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x + y

[ñîîòâåòñòâåííî xy ℄ íà n (çäåñü x + y è xy � îáû÷íûå ñóììà è

ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë x è y). Î÷åâèäíî, ÷òî 〈Zn;⊕,⊗〉 �
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 (ïðîòèâîïîëîæíûì ê x ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî n − x , åñëè x 6= 0, è 0, åñëè x = 0). Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Áóëåàí ìíîæåñòâà S ñ

îïåðàöèÿìè ñèììåòðè÷åñêèé ðàçíîñòè (â ðîëè ñëîæåíèÿ) è ïåðåñå÷åíèÿ (â

ðîëè ïðîèçâåäåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ 1.

Íóëåì â ýòîì êîëüöå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, åäèíèöåé � ìíîæåñòâî

S , à ýëåìåíòîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó A

ìíîæåñòâà S , � ñàìî ìíîæåñòâî A.
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Ïðèìåðû êîëåö (2)

Ïðèìåð 4. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ýòîò �àêò âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ

è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, äîêàçàííûõ â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè. Êîëüöî âåêòîðîâ íåêîììóòàòèâíî, íåàññîöèàòèâíî è íå

ñîäåðæèò åäèíèöû. Åãî íåêîììóòàòèâíîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî, êàê

ïîêàçàíî â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

àíòèêîììóòàòèâíî. Äîêàæåì, ÷òî êîëüöî âåêòîðîâ íåàññîöèàòèâíî. Ïóñòü

( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

(~e
1

× ~e
1

)× ~e
2

= ~
0 × ~e

2

= ~
0, íî ~e

1

× ( ~e
1

× ~e
2

) = ~e
1

× ~e
3

= −~e
2

.

Òàêèì îáðàçîì, (~e
1

× ~e
1

)× ~e
2

6= ~e
1

× ( ~e
1

× ~e
2

). Äîêàæåì, íàêîíåö,
îòñóòñòâèå åäèíèöû â êîëüöå âåêòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

~e �

íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî êîëüöà ïî óìíîæåíèþ, ò. å. ÷òî
~x × ~e = ~x äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà
~x . Òîãäà ~x ⊥ ~x , îòêóäà ~x 2 = 0, è çíà÷èò,

~x = ~
0. Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
~x � ëþáîé âåêòîð.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü 〈R; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0.

Ïîëîæèì x ∗ y = 0 äëÿ ëþáûõ x , y ∈ R . Î÷åâèäíî, ÷òî 〈R; +, ∗〉 �
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Òàêèå êîëüöà íàçûâàþòñÿ êîëüöàìè

ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì.
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Ïîíÿòèå ìàòðèöû

Âñå êîëüöà, óêàçàííûå íà äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëàéäàõ, êîììóòàòèâíû.

×òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà, ââåäåì ïîíÿòèå,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ â íàøåì êóðñå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

Ìàòðèöåé íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà,

ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü

ñêàëÿðàìè. Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî îíà èìååò ðàçìåð m × n (÷èòàåòñÿ: ¾m íà n¿). Ìíîæåñòâî

âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m× n íàä êîëüöîì R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Rm×n
. Åñëè

÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó åå ñòîëáöîâ, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ

êâàäðàòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî òåðìèíà ¾ìàòðèöà ðàçìåðà n × n¿, êàê

ïðàâèëî, óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ñêàëÿðû,

èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Ïðè

ðàññìîòðåíèè ìàòðèö íàä êîëüöîì R ìû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü R

êîëüöîì ñêàëÿðîâ.

Â äàëüíåéøåì ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì, êàê ïðàâèëî, îïóñêàòü

óïîìèíàíèå î òîì, ÷òî êîëüöî ñêàëÿðîâ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíî è

ñîäåðæèò åäèíèöó.
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Çàïèñü ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû

Ýëåìåíò ìàòðèöû îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé ñ äâóìÿ èíäåêñàìè, ïðè ýòîì

ïåðâûé èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè, à âòîðîé � íîìåð ñòîëáöà, â

êîòîðûõ ñòîèò äàííûé ýëåìåíò. Ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =







a
11

a
12

. . . a
1n

a
21

a
22

. . . a
2n

. . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn







.

Êðàòêî ýòà ìàòðèöà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå A = (aij ).
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Ñëîæåíèå ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � ìàòðèöû ðàçìåðà m × n íàä êîëüöîì R .

Ñóììîé ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = (cij) ∈ Rm×n
òàêàÿ, ÷òî

cij = aij + bij äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m è j = 1, 2, . . . , n. Ýòà ìàòðèöà
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A+ B.

Åñëè ìàòðèöû A è B èìåþò ðàçëè÷íûå ðàçìåðû, òî èõ ñóììà íå

îïðåäåëåíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Rm×n
ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ìàòðèö

ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0. Ýòà ìàòðèöà

íàçûâàåòñÿ íóëåâîé è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé O. Ìàòðèöåé,

ïðîòèâîïîëîæíîé ê ìàòðèöå A = (aij), ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà −A = (−aij).
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Óìíîæåíèå ìàòðèö

Ââåäåì òåïåðü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

!! Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö íàä îäíèì è òåì æå êîëüöîì îïðåäåëåíî

ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ðàâíî

÷èñëó ñòðîê âòîðîãî.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè A è B � ìàòðèöû íàä êîëüöîì R , A èìååò ðàçìåð

k × ℓ, à B � ðàçìåð r ×m, òî ïðîèçâåäåíèå AB ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ℓ = r .

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) ∈ Rk×ℓ
, à B = (bij) ∈ Rℓ×m

. Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì AB

ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = (cij) ∈ Rk×m
òàêàÿ, ÷òî

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aiℓbℓj

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k è j = 1, 2, . . . ,m. Èíûìè ñëîâàìè, cij åñòü ñóììà

ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñòâóþùèå

ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B.

Äëÿ êðàòêîñòè ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ÷àñòî

�îðìóëèðóþò òàê:

ýëåìåíò cij ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà j-é ñòîëáåö

ìàòðèöû B.
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Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèÿ

Åñëè A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî ýëåìåíòû

a
11

, a
22

, . . . , ann îáðàçóþò åå ãëàâíóþ äèàãîíàëü. Â ñëåäóþùåé ìàòðèöå

ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, âûäåëåíû êðàñíûì

öâåòîì:









a
11

a
12

a
13

. . . a
1n

a
21

a
22

a
23

. . . a
2n

a
31

a
32

a
33

. . . a
3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann









.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû

1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé è

îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé E .

Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:









1 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1









.
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Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (1)

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Ïóñòü A, B è C � ìàòðèöû íàä îäíèì è òåì æå êîëüöîì R . Òîãäà:

1) (AB)C = A(BC) (óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî);

2) (A+ B)C = AC + BC (óìíîæåíèå ìàòðèö äèñòðèáóòèâíî ñïðàâà

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);

3) A(B + C) = AB + AC (óìíîæåíèå ìàòðèö äèñòðèáóòèâíî ñëåâà

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);

4) AE = A è EA = A.

Âî âñåõ ÷åòûðåõ ñâîéñòâàõ èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèö òàêîâû,

÷òî âñå îïåðàöèè, âîçíèêàþùèå â äàííîì ñâîéñòâå, âûïîëíèìû.
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Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 2)�4) ïðîâåðÿþòñÿ ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè,

îñíîâàííûìè íà îïðåäåëåíèÿõ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè. Äîêàæåì

ñâîéñòâî 1). Ïóñòü A = (aij), B = (bij) è C = (cij), ïðè÷åì A ∈ Rm×n
äëÿ

íåêîòîðûõ m è n. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö AB è BC âûòåêàåò, ÷òî

B ∈ Rn×r
è C ∈ R r×s

äëÿ íåêîòîðûõ r è s. Ïîëîæèì AB = D = (dij) è
BC = F = (fij ). ßñíî, ÷òî D ∈ Rm×r

è F ∈ Rn×s
. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

ìàòðèöû (AB)C è A(BC) ñóùåñòâóþò è ëåæàò â Rm×s
. Ïîëîæèì

(AB)C = (gij ) è A(BC) = (hij). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî gij = hij äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . ,m è j = 1, 2, . . . , s. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü

êîëüöà ñêàëÿðîâ, èìååì:

gij =

r∑

k=1

dikckj =

r∑

k=1

[( n∑

ℓ=1

aiℓbℓk

)

· ckj
]

=

r∑

k=1

n∑

ℓ=1

aiℓbℓkckj =

=
n∑

ℓ=1

r∑

k=1

aiℓbℓkckj =
n∑

ℓ=1

[

aiℓ ·
( r∑

k=1

bℓkckj

)]

=
n∑

ℓ=1

aiℓfℓj = hij .

Ñâîéñòâî 1) äîêàçàíî.
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Íåêîììóòàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íåêîììóòàòèâíî. Èíûìè ñëîâàìè, ðàâåíñòâî

AB = BA âûïîëíÿòüñÿ íå îáÿçàíî. Âî-ïåðâûõ, îäíî èç ïðîèçâåäåíèé AB è

BA ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, à äðóãîå íåò. Íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà A èìååò

ðàçìåð 3× 5, à B � ðàçìåð 5× 2, òî ïðîèçâåäåíèå AB ñóùåñòâóåò è èìååò

ðàçìåð 3 × 2, à ïðîèçâåäåíèÿ BA íå ñóùåñòâóåò.

Âî-âòîðûõ, ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, íî èìåòü ðàçíûå

ðàçìåðû. Íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð 2 × 4, à B � ðàçìåð

4 × 2, òî ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA ñóùåñòâóþò, íî ïåðâîå èç íèõ èìååò

ðàçìåð 2 × 2, à âòîðîå � 4 × 4.

Íî äàæå åñëè ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA ñóùåñòâóþò è èìåþò îäèíàêîâûå

ðàçìåðû, ðàâåíñòâî AB = BA ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ (è, áîëåå òîãî,

âûïîëíÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìàòðèöû AB è BA

ñóùåñòâóþò è èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è

B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà. Íî åñëè íàïèñàòü

íàóãàä, íàïðèìåð, äâå êâàäðàòíûõ ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà, òî èõ

ïðîèçâåäåíèÿ â ðàçíûõ ïîðÿäêàõ ïî÷òè íàâåðíÿêà íå ñîâïàäóò.

Êîíêðåòíûé ïðèìåð êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà A è B

òàêèõ, ÷òî AB 6= BA, áóäåò ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö

Òåïåðü ìû óæå ìîæåì ïðèâåñòè îáåùàííûé âûøå ïðèìåð

íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà. Ìû ïðîäîëæàåì ïðè ýòîì íà÷àòóþ ðàíåå

íóìåðàöèþ ïðèìåðîâ êîëåö.

Ïðèìåð 6. Èç ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî

ìíîæåñòâî Rn×n
(ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî

æå ïîðÿäêà n íàä îäíèì è òåì æå êîëüöîì R) ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé, ðîëü êîòîðîé

èãðàåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ýòî êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì

êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n èëè ïðîñòî êîëüöîì ìàòðèö.

Åñëè n > 1, à êîëüöî R íåîäíîýëåìåíòíî, òî êîëüöî ìàòðèö Rn×n

íåêîììóòàòèâíî. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç A êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó ïîðÿäêà n íàä R , â êîòîðîé â ïåðâîé ñòðîêå è ïåðâîì ñòîëáöå

ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0, à ÷åðåç B � êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó ïîðÿäêà n íàä R , â êîòîðîé â ïåðâîé ñòðîêå è âòîðîì ñòîëáöå

ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà

ïîêàçûâàåò, ÷òî AB = B, à BA = O. Â ÷àñòíîñòè, AB 6= BA.
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Äîãîâîðåííîñòü î òåðìèíîëîãèè

Ïî÷òè âñå êîëüöà, óïîìèíàâøèåñÿ âûøå, àññîöèàòèâíû. Åäèíñòâåííûì

èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ êîëüöî âåêòîðîâ èç ïðèìåðà 4, êîòîðîå îòíîñèòñÿ

áîëüøå ê ãåîìåòðèè, ÷åì ê àëãåáðå. Âñå êîëüöà, êîòîðûå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ

â äàëüíåéøåì â íàøåì êóðñå, òàêæå áóäóò àññîöèàòèâíûìè. Ïîýòîìó

! âñþäó â äàëüíåéøåì, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ñëîâî

¾êîëüöî¿ îçíà÷àåò ¾àññîöèàòèâíîå êîëüöî¿.
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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ â êîëüöàõ

Åñëè R � êîëüöî è x ∈ R , òî

x · 0 = 0 · x = 0. (1)

Â ñàìîì äåëå, x · 0 = x(x − x) = x2 − x2 = 0. �àâåíñòâî 0 · x = 0

ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Åñëè R � êîëüöî, x ∈ R , à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ìû áóäåì ïèñàòü

nx = x + · · ·+ x
︸ ︷︷ ︸

n ñëàãàåìûõ

.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî nx � ýòî íå ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà n íà x (îïåðàöèè

ïðîèçâåäåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ýëåìåíò êîëüöà íå ñóùåñòâóåò!), à

ïðîñòî îáîçíà÷åíèå äëÿ ñóììû n ýêçåìïëÿðîâ ýëåìåíòà x . Åñëè x , y ∈ R ,

à n ∈ N, òî

n(xy) = (nx)y , (2)

ïîñêîëüêó

n(xy) = xy + xy + · · ·+ xy
︸ ︷︷ ︸

n ñëàãàåìûõ

= (x + x + · · ·+ x
︸ ︷︷ ︸

n ñëàãàåìûõ

)y = (nx)y .
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Äåëèòåëè íóëÿ

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò x êîëüöà R íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè x 6= 0 è ñóùåñòâóþò

íåíóëåâûå ýëåìåíòû y , z ∈ R òàêèå, ÷òî xy = 0 è zx = 0.

Äåëèòåëè íóëÿ åñòü â êîëüöå Zn ïðè óñëîâèè, ÷òî n � ñîñòàâíîå ÷èñëî:

åñëè n = km, ãäå 1 < k ,m < n, òî k è m � äåëèòåëè íóëÿ, òàê êàê

k ⊗m = m ⊗ k = 0. Î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

(
1 1

1 1

)

·
(

1 1

−1 −1

)

=

(
0 0

0 0

)

è

(
−1 1

−1 1

)

·
(
1 1

1 1

)

=

(
0 0

0 0

)

ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöà

(
1 1

1 1

)

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå R2×2

, ãäå R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ñ 1.
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Îáëàñòè öåëîñòíîñòè

Â êîëüöå ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì íóëÿ. Åùå îäíèì ïðèìåðîì êîëüöà ñ òàêèì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ

êîëüöî âåêòîðîâ èç ïðèìåðà 4, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî,
~x × ~x = ~

0 äëÿ

âñÿêîãî âåêòîðà
~x . Íî äëÿ äàëüíåéøåãî îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

ïðîòèâîïîëîæíàÿ ¾êðàéíîñòü¿ � êîëüöà, íå ñîäåðæàùèå äåëèòåëåé íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå

Àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, íå ñîäåðæàùåå äåëèòåëåé íóëÿ,

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè èëè öåëîñòíûì êîëüöîì. Ïðèìåðàìè

îáëàñòåé öåëîñòíîñòè ÿâëÿþòñÿ êîëüöà Z, Q è R.
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Ïîëÿ (1)

4.5. Ïîëÿ

Ââåäåì íîâîå ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü î÷åíü âàæíóþ ðîëü â

äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Íåîäíîýëåìåíòíîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êîòîðîì âñå

íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàòèìû (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ), íàçûâàåòñÿ

ïîëåì.

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.

Çàìå÷àíèå 4.2

Ïîëå íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ îáðàòèìû îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî îáðàòèìûé

(îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ) ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà

ñ 1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò

x îáðàòèì è xy = 0 äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ R . Èñïîëüçóÿ (1), èìååì:

y = 1 · y =
(
x
−1

x
)
y = x

−1(xy) = x
−1 · 0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ.
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Ïîëÿ (2)

Ïðèìåðàìè ïîëåé ÿâëÿþòñÿ êîëüöà Q è R ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò åùå îäèí ïðèìåð

ïîëÿ.

Ëåììà 4.2

Êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êîëüöî Zn

ïðè ñîñòàâíîì n ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü çàìå÷àíèå 4.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü n = p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà Zp èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò ïî

óìíîæåíèþ. Ïóñòü s ∈ Zp \ {0}, ò. å. 1 6 s 6 p − 1. �àññìîòðèì ÷èñëà

1 ⊗ s, 2⊗ s, . . . , (p − 1)⊗ s. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îäíî èç íèõ ðàâíî 1.

Ïóñòü k ∈ {1, 2, . . . , p − 1}. Î÷åâèäíî, 0 6 k ⊗ s 6 p − 1. Èç òîãî, ÷òî

k , s < p, à p � ïðîñòîå ÷èñëî, âûòåêàåò, ÷òî p íå äåëèò ks. Ñëåäîâàòåëüíî,

k ⊗ s 6= 0. Äàëåå, åñëè k ⊗ s = ℓ⊗ s äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 k < ℓ 6 p − 1, òî

(ℓ− k)⊗ s = 0 âîïðåêè ñêàçàííîìó âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷èñëà 1 ⊗ s,

2⊗ s, . . . , (p − 1)⊗ s ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Èíûìè ñëîâàìè, 1⊗ s, 2⊗ s, . . . ,

(p − 1)⊗ s � ýòî óïîðÿäî÷åííûå êàêèì-òî îáðàçîì ÷èñëà 1, 2, . . . , p − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç íèõ ðàâíî 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ïîëÿ (3)

Îïðåäåëåíèå

Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïîëå Zp íàçûâàåòñÿ ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

p. Äëÿ ýòîãî ïîëÿ, íàðÿäó ñ Zp , ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå GF(p).
Ýòî îáîçíà÷åíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîíå÷íûå ïîëÿ (â ÷àñòíîñòè, ïîëÿ

âû÷åòîâ) ÷àñòî íàçûâàþò ïîëÿìè �àëóà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n

òàêîå, ÷òî nx = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ F , òî ìèíèìàëüíîå n ñ òàêèì ñâîéñòâîì

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F ; åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî

õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 0. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç char F .

Î÷åâèäíî, ÷òî charQ = charR = 0, à charGF(p) = p.
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Ïîëÿ (4)

Ëåììà 4.3

Õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî ïðîñòîìó ÷èñëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ïîëå, char F = n è n = km äëÿ íåêîòîðûõ k è

m òàêèõ, ÷òî 1 < k ,m < n. Îáîçíà÷èì åäèíèöó ïîëÿ F ÷åðåç e è ïîëîæèì

y = ke è z = me. Åñëè y = 0, òî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.2á), char F = n äåëèò

k , ÷òî íåâåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, y 6= 0. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî z 6= 0.

Íî yz = (ke)(me) = (km)e2 = ne = 0. Òàêèì îáðàçîì, y è z � äåëèòåëè

íóëÿ, êîòîðûõ â ïîëå áûòü íå ìîæåò. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 4.3

Ïóñòü F � ïîëå, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè na = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

a ∈ F \ {0}, òî:
a) nx = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ F ;

á) õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F äåëèò n.
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Ïîëÿ (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Îáîçíà÷èì åäèíèöó ïîëÿ F ÷åðåç e. Ïóñòü x ∈ F .

Èñïîëüçóÿ (1) è (2), èìååì:

nx = n(ex) = n(aa−1

x) = (na)(a−1

x) = 0 · a−1

x = 0.

á) Ïóñòü k = charF . ßñíî, ÷òî k 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå ìîãëî

áû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî na = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k íå äåëèò n, è

îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü k è n. Òîãäà d < k . Â ñèëó

èçâåñòíîãî ñâîéñòâà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë, ñóùåñòâóþò

íàòóðàëüíûå ÷èñëà u è v òàêèå, ÷òî d = uk + vn. Ïóñòü x ∈ F . Òîãäà

nx = 0 â ñèëó ï. à) è kx = 0 ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ, îòêóäà

dx = (uk + vn)x = ukx + vnx = 0 + 0 = 0.

Èòàê, dx = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ F . Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

d < k = charF .
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Ïîäàëãåáðû

4.6. Ïîäàëãåáðû è ãîìîìîð�èçìû

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ââåäåì íåêîòîðûå âàæíûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ

ê ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì àëãåáðàì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈A; Ω〉 � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, à f � n-àðíàÿ îïåðàöèÿ èç Ω.
Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî B ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì

îòíîñèòåëüíî f , åñëè äëÿ ëþáûõ x
1

, x
2

, . . . , xn ∈ B èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

f (x
1

, x
2

, . . . , xn) ∈ B. Ïîäìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé â A, åñëè

îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé èç Ω.
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Ïðèìåðû ïîäàëãåáð

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïîäàëãåáð. Ëþáàÿ àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ

ïîäàëãåáðîé â ñàìîé ñåáå. Åäèíèöà ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G îáðàçóåò

ïîäãðóïïó â G , à íóëü ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R � ïîäêîëüöî â R .

Ïîëóãðóïïà 〈N; +〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóãðóïïîé â ïîëóãðóïïàõ 〈Z; +〉,
〈Q; +〉 è 〈R; +〉, à êîëüöî 〈Z;+, ·〉 � ïîäêîëüöîì â êîëüöàõ 〈Q; +, ·〉 è
〈R; +, ·〉. Åñëè R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî, òî êàæäûé èç ñëåäóþùèõ ïÿòè

íàáîðîâ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â êîëüöå R2×2

:

{(
a b

0 c

) ∣
∣
∣
∣
a, b, c ∈ R

}

;

{(
a 0

b c

) ∣
∣
∣
∣
a, b, c ∈ R

}

;

{(
a 0

0 b

) ∣
∣
∣
∣
a, b ∈ R

}

;

{(
a 0

0 a

) ∣
∣
∣
∣
a ∈ R

}

;

{(
a b

−b a

) ∣
∣
∣
∣
a, b ∈ R

}

.

Â òî æå âðåìÿ, êîëüöî âû÷åòîâ 〈Zn;⊕,⊗〉 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà

〈Z; +, ·〉, ïîòîìó ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóììà (â îáû÷íîì ñìûñëå ýòîãî

ñëîâà) ýëåìåíòîâ èç Zn áîëüøå, ÷åì n − 1, è ïîòîìó íå ëåæèò â Zn.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 4. Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû è èõ îñíîâíûå òèïû



�îìîìîð�èçìû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = 〈A; Ω〉 è B = 〈B; Ω〉 � äâå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáðû  îäíîé è

òîé æå ñèãíàòóðîé Ω. �îìîìîð�èçìîì èç A â B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

f : A −→ B òàêîå, ÷òî

f
(
ω(x

1

, x
2

, . . . , xn)
)
= ω

(
f (x

1

), f (x
2

), . . . , f (xn)
)

äëÿ ëþáîé îïåðàöèè ω ∈ Ω è ëþáûõ x
1

, x
2

, . . . , xn ∈ A, ãäå n � àðíîñòü

îïåðàöèè ω.
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�îìîìîð�èçìû (ðèñóíîê)

Èëëþñòðàöèåé ê ïîíÿòèþ ãîìîìîð�èçìà ñëóæèò ðèñ. 1.

s

s

s s

s

s

x
1

xn

. . .

f (x
1

) f (xn)
. . .

ω(x
1

, . . . , xn)

f (ω(x
1

, . . . , xn)) =

= ω(f (x
1

), . . . , f (xn))

f

f

f

A B

�èñ. 1. �îìîìîð�èçì
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Èçîìîð�èçìû, èçîìîð�íûå âëîæåíèÿ, ýíäîìîð�èçìû, àâòîìîð�èçìû

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü A = 〈A; Ω〉 è B = 〈B; Ω〉 � äâå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáðû  îäíîé è

òîé æå ñèãíàòóðîé Ω è ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì èç A â B. Åñëè ýòîò

ãîìîìîð�èçì áèåêòèâåí, òî îí íàçûâàåòñÿ èçîìîð�èçìîì, à åñëè îí

èíúåêòèâåí, òî îí íàçûâàåòñÿ èçîìîð�íûì âëîæåíèåì èëè ïðîñòî

âëîæåíèåì. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì èç A íà B, òî ãîâîðÿò, ÷òî
àëãåáðû A è B èçîìîð�íû, à åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð�íîå âëîæåíèå A â

B, òî ãîâîðÿò, ÷òî A èçîìîð�íî âëîæèìà (èëè ïðîñòî âëîæèìà) â B.
�îìîìîð�èçì àëãåáðû â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîð�èçìîì, à èçîìîð�èçì

àëãåáðû íà ñåáÿ � àâòîìîð�èçìîì.
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¾Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë¿ ïîíÿòèé èçîìîð�èçìà è èçîìîð�íîãî

âëîæåíèÿ

Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ñóùåñòâîâàíèå èçîìîð�èçìà àëãåáðû A = 〈A; Ω〉 íà
àëãåáðó B = 〈B; Ω〉 îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ¾ïåðåèìåíîâàòü¿ ýëåìåíòû

èç A (ýëåìåíò x ïåðåèìåíîâûâàåòñÿ â f (x), ãäå f � èçîìîð�èçì), ïîñëå

÷åãî âñå îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè àëãåáðû B âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî òàê æå,

êàê îíè âûïîëíÿëèñü â A, íî ïîä ¾íîâûìè èìåíàìè¿. Èíà÷å ãîâîðÿ,

èçîìîð�íûå àëãåáðû îòëè÷àþòñÿ ¾âíóòðåííåé ïðèðîäîé¿ ýëåìåíòîâ, íî

íåðàçëè÷èìû ñ òî÷êè çðåíèÿ äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïîýòîìó

â àëãåáðå, êàê ïðàâèëî, îòîæäåñòâëÿþò èçîìîð�íûå àëãåáðû, ñ÷èòàÿ èõ

îäíîé è òîé æå àëãåáðîé (èëè ðàçëè÷íûìè ¾ðåàëèçàöèÿìè¿ îäíîé è òîé

æå àëãåáðû).

Åñëè æå àëãåáðà A âëîæèìà â àëãåáðó B, òî â B ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà C ,

èçîìîð�íàÿ A. Àëãåáðû A è C ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò è ñ÷èòàþò, ÷òî A �

ïîäàëãåáðà â B.
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Ïðèìåð ãîìîìîð�èçìà

Ïðèìåð 1. Ïîëîæèì A = 〈Z; +, ·〉 è B = 〈Zn;⊕,⊗〉. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå f èç Z â Zn ïðàâèëîì: åñëè k � öåëîå ÷èñëî, òî f (k) �
îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà n. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ,m ∈ Z

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà f (k +m) = f (k)⊕ f (m) è f (km) = f (k)⊗ f (m).
Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì èç A â B. Èçîìîð�èçìîì ýòî

îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê îíî íå èíúåêòèâíî.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â ýòîì ïðèìåðå ñèãíàòóðû àëãåáð A è B ðàçëè÷íû. Íî

ìû ìîæåì ¾îòîæäåñòâèòü¿ îïåðàöèè + è ⊕, ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòî îäíà è òà æå

îïåðàöèÿ, îáîçíà÷åííàÿ äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Àíàëîãè÷íîå

ñîãëàøåíèå îòíîñèòñÿ ê îïåðàöèÿì · è ⊗. Âàæíî ëèøü òî, ÷òî â êàæäîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ îáå îïåðàöèè èìåþò îäíó è òó æå àðíîñòü.
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Ïðèìåð èçîìîð�èçìà

Ïðèìåð 2. Ïîëîæèì R+ = {x ∈ R | x > 0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïîëóãðóïïó

〈R; +〉, à ÷åðåç B � ïîëóãðóïïó 〈R+; ·〉. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a 6= 1 è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : R −→ R+

ïðàâèëîì: f (x) = ax äëÿ âñÿêîãî x ∈ R. Ïîñêîëüêó ax+y = ax · ay ,
îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì èç A â B. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî (åñëè x 6= y , òî ax 6= ay) è ñþðúåêòèâíî (åñëè

y ∈ R+, òî y = f (x), ãäå x = loga y). Ñëåäîâàòåëüíî, f � èçîìîð�èçì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëóãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ

èçîìîð�íà ïîëóãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî

óìíîæåíèþ.

Êàê è â ïðèìåðå 1, �îðìàëüíî ïîëóãðóïïû 〈R; +〉 è 〈R+; ·〉 èìåþò ðàçíûå
ñèãíàòóðû, íî îïåðàöèè, èç êîòîðûõ îíè ñîñòîÿò, èìåþò îäíó è òó æå

àðíîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì îòîæäåñòâèòü ýòè îïåðàöèè.
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Óòî÷íåíèå îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîð�èçìà

Äâà ïðèâåäåííûõ ïðèìåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî îïðåäåëåíèå ãîìîìîð�èçìà (à

çíà÷èò è âñåõ îñòàëüíûõ îïðåäåëåííûõ âûøå ïîíÿòèé � èçîìîð�èçìà,

èçîìîð�íîãî âëîæåíèÿ è ò. ä.) ìîæíî óòî÷íèòü. À èìåííî, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåáðû A è B èìåþò ðàçíûå ñèãíàòóðû, ñêàæåì, Ω è Ψ
ñîîòâåòñòâåííî, íî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ Ω íà Ψ, îòîáðàæàùàÿ âñÿêóþ

îïåðàöèþ ω ∈ Ω â îïåðàöèþ ω⋆ ∈ Ψ, òàêàÿ, ÷òî îïåðàöèè ω è ω⋆
èìåþò

îäíó è òó æå àðíîñòü äëÿ ëþáîé îïåðàöèè ω ∈ Ω. Êëþ÷åâîå ðàâåíñòâî èç
îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîð�èçìà ïðè ýòîì èìååò âèä

f
(
ω(x

1

, x
2

, . . . , xn)
)
= ω⋆

(
f (x

1

), f (x
2

), . . . , f (xn)
)
.

Íî îáû÷íî ýòîãî íå äåëàþò èç-çà ãðîìîçäêîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, à

ïðîñòî îòîæäåñòâëÿþò îïåðàöèè ω è ω⋆
äëÿ âñÿêîé ω ∈ Ω.
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Ïðèìåðû èçîìîð�íîãî âëîæåíèÿ

Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f èç êîëüöà 〈Z; +, ·〉 â êîëüöî 〈Q; +, ·〉
ïðàâèëîì: f (n) = n

1

äëÿ âñÿêîãî n ∈ Z. Î÷åâèäíî, ÷òî f � èçîìîð�íîå

âëîæåíèå.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m < n. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå f èç ãðóïïû Sm â ãðóïïó Sn ïðàâèëîì: åñëè σ ∈ Sm, òî f (σ)
� ïîäñòàíîâêà èç Sn òàêàÿ, ÷òî

(
f (σ)

)
(i) =

{

σ(i), åñëè 1 6 i 6 m,

i , åñëè m + 1 6 i 6 n.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî f � èçîìîð�íîå âëîæåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî

Sm � ïîäãðóïïà â Sn.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, à n �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî n > 1. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f èç

êîëüöà R â êîëüöî Rn×n
, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì: åñëè a ∈ R , òî

f (a) =







a 0 0 . . . 0

0 a 0 . . . 0

. . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a







,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�íûì âëîæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå êîëüöî ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäêîëüöî êîëüöà ìàòðèö íàä ñîáîé.
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Ïðèìåðû ýíäîìîð�èçìà è àâòîìîð�èçìà

Ïðèìåð 6. Ïóñòü S � îäíî èç ìíîæåñòâ N, Z, Q è R. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå f èç ïîëóãðóïïû 〈S ; +〉 â ñåáÿ ïðàâèëîì: f (x) = 2x äëÿ

âñÿêîãî x ∈ S . Î÷åâèäíî, ÷òî f � èíúåêòèâíûé ýíäîìîð�èçì. Åñëè

S ∈ {N,Z}, òî f íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì, òàê êàê íå ñþðúåêòèâíî.

Åñëè æå S ∈ {Q,R}, òî f � àâòîìîð�èçì.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå f èç G â ñåáÿ ïðàâèëîì: f (x) = x−1

äëÿ âñÿêîãî x ∈ G .

Èñïîëüçóÿ àáåëåâîñòü ãðóïïû G , èìååì (xy)−1 = y−1x−1 = x−1y−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, f � ýíäîìîð�èçì. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî

îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, f � àâòîìîð�èçì.
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