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Îïðåäåëåíèå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ

2.1. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû è ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. n-àðíûì îòíîøåíèåì íà

ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Sn
. Ïðè

n = 2, 3 n-àðíûå îòíîøåíèÿ èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: 2-àðíûå

îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ áèíàðíûìè, à 3-àðíûå � òåðíàðíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå � ýòî íåêîòîðûé íàáîð

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ñ áèíàðíûìè

îòíîøåíèÿìè. Ïîýòîìó ñëîâî ¾áèíàðíîå¿ ÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ.

! Âñþäó â äàëüíåéøåì, êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà â ÿâíîì âèäå

îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ñëîâî ¾îòíîøåíèå¿ îçíà÷àåò ¾áèíàðíîå

îòíîøåíèå¿.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à α � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S . Ïî

îïðåäåëåíèþ, α � ýòî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ èç S . Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïàðó

(x , y), òî, íàðÿäó ñ çàïèñüþ (x , y) ∈ α, ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü x α y .
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Ïðèìåðû áèíàðíûõ îòíîøåíèé (1)

Ïðèìåð 1. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì α = S2

. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, α � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S . Îíî

ñîäåðæèò âñå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ èç S è ÿâëÿåòñÿ ñàìûì

áîëüøèì (ïî âêëþ÷åíèþ) îòíîøåíèåì íà S . Ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ

óíèâåðñàëüíûì îòíîøåíèåì íà S . Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∇S , à åñëè èç

êîíòåêñòà ÿñíî, êàêîå ìíîæåñòâî âûñòóïàåò â êà÷åñòâå S , � òî ïðîñòî

÷åðåç ∇.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå α
íà S ïðàâèëîì: x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y . Ýòî îòíîøåíèå

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íà S . Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆S , à

åñëè ìíîæåñòâî S ÿñíî èç êîíòåêñòà, � òî ïðîñòî ÷åðåç ∆.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü S � ëþáîå èç ìíîæåñòâ N, Z, Q è R. Îïðåäåëèì
îòíîøåíèå α íà S ïðàâèëîì: x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 6 y . Ýòî

îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà íà S . Ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñòàíäàðòíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà β íà S :

x β y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x < y .

Ïðèìåð 4. Íà ëþáîì èç ìíîæåñòâ N è Z îïðåäåëèì îòíîøåíèå ≺
ïðàâèëîì: x ≺ y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = x + 1. Îíî íàçûâàåòñÿ

îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Çàïèñü ¾x ≺ y¿ ÷èòàåòñÿ êàê ¾x

ïðåäøåñòâóåò y¿.
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Ïðèìåðû áèíàðíûõ îòíîøåíèé (2)

Ïðèìåð 5. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå α íà ëþáîì èç ìíîæåñòâå N è Z
ïðàâèëîì: x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x äåëèò y íàöåëî. Åñëè ýòî

óñëîâèå âûïîëíåíî, òî áóäåì, êàê îáû÷íî, ïèñàòü x | y . Ýòî îòíîøåíèå

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì äåëèìîñòè.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü S � ëþáîå èç ìíîæåñòâ N è Z, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî

òàêîå, ÷òî n > 1. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå α íà ìíîæåñòâå S ïðàâèëîì: x α y

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè

íà n. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî áóäåì ïèñàòü x ≡ y (mod n). Ýòî
îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ n.

Ïðèìåð 7. Íà ëþáîì èç ìíîæåñòâ Z, Q è R îïðåäåëèì îòíîøåíèå α
ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ, ïîëàãàÿ x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |x | = |y |.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå α
íà ìíîæåñòâå B(S) ïðàâèëîì: åñëè A,B ⊆ S , òî AαB òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà A ⊆ B. Ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ íà

áóëåàíå ìíîæåñòâà S . Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è îòíîøåíèå ñòðîãîãî

âêëþ÷åíèÿ β íà B(S), îïðåäåëÿåìîå ïðàâèëîì: Aβ B òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà A ⊂ B.
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Ïðèìåðû áèíàðíûõ îòíîøåíèé (3)

Ïðèìåð 9. Íà ìíîæåñòâå âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ðàâíîìîùíîñòè α: AαB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B ðàâíîìîùíû.

×òîáû ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íîâûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à X+
� ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ èç X . Ìíîæåñòâî X áóäåì

íàçûâàòü àë�àâèòîì, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X � áóêâàìè, à ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà X+
� ñëîâàìè íàä àë�àâèòîì X .

Ñëîâà áóäåì çàïèñûâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, áåç ïðîáåëîâ è

êàêèõ-ëèáî çíàêîâ ìåæäó íèìè è áåç ñêîáîê ïî áîêàì. Íàïðèìåð, åñëè

X = {a, b}, òî ñëîâàìè íàä X ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, aaa, abba,

bbbabaa è ò. ä.

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ñëîâîì. Ïóñòîå ñëîâî

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç λ. Ïîëîæèì X ∗ = X+ ∪ {λ}. Åñëè a, b ∈ X ∗
, òî

÷åðåç ab îáîçíà÷àåòñÿ ñëîâî, ïîëó÷åííîå ïðèïèñûâàíèåì ñëîâà b ê ñëîâó

a ñïðàâà. Åñëè  = ab äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ a, b ∈ X ∗
, òî ñëîâî a íàçûâàåòñÿ

ïðå�èêñîì ñëîâà .
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Ïðèìåðû áèíàðíûõ îòíîøåíèé (4)

Ïðèìåð 10. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Íà ìíîæåñòâå

X ∗
îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå α: uα v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñëîâî u � ïðå�èêñ ñëîâà v. Áóäåì íàçûâàòüýòî îòíîøåíèå îòíîøåíèåì

ïðå�èêñíîñòè.

Ïðèìåð 11. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïîäîáèÿ α íà ìíîæåñòâå âñåõ

òðåóãîëüíèêîâ: åñëè x è y � òðåóãîëüíèêè, òî x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ýòè äâà òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû.

Ïðèìåð 12. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïðÿìûõ ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå

ïàðàëëåëüíîñòè: ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

íàõîäÿòñÿ â ýòîì îòíîøåíèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïàðàëëåëüíû (ò.å. ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è íå

èìåþò îáùèõ òî÷åê).

Ïðèìåð 13. Åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òî

áèíàðíîå îòíîøåíèå íà íåì ìîæíî çàäàòü, ÿâíî óêàçàâ âñå óïîðÿäî÷åííûå

ïàðû, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó îòíîøåíèþ. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå

{1, 2, 3, 4, 5, 6} ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå áèíàðíîå îòíîøåíèå:

α =
{

(1, 2), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (4, 1), (5, 3)
}

. (1)

Ïðèìåð 14. Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà S â ñåáÿ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå α íà S , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì:

x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = f (x).
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Îñíîâíûå òèïû áèíàðíûõ îòíîøåíèé: îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëèì íåñêîëüêî âàæíûõ òèïîâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèÿ

Áèíàðíîå îòíîøåíèå α íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ:

ðå�ëåêñèâíûì, åñëè x α x äëÿ ëþáîãî x ∈ S ;

ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x , y ∈ S èç òîãî, ÷òî x α y , âûòåêàåò,

÷òî y α x ;

àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x , y ∈ S èç òîãî, ÷òî x α y è

y α x , âûòåêàåò, ÷òî x = y ;

òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ S èç òîãî, ÷òî x α y è y α z ,

âûòåêàåò, ÷òî x α z .
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Îñíîâíûå òèïû áèíàðíûõ îòíîøåíèé: ïðèìåðû (òàáëèöà)

Â òàáë. 1 óêàçàíî, êàêèå èç îòíîøåíèé, óïîìèíàåìûõ â ïðèìåðàõ 1�12,

ÿâëÿþòñÿ ðå�ëåêñèâíûìè, ñèììåòðè÷íûìè, àíòèñèììåòðè÷íûìè è

òðàíçèòèâíûìè, à êàêèå íåò.

Òàáë. 1. Îñíîâíûå òèïû áèíàðíûõ îòíîøåíèé: ïðèìåðû

Îòíîøåíèå Ìíîæåñòâî �å�ëåê- Ñèììåò- Àíòèñèììåò- Òðàíçè-

ñèâíîñòü ðè÷íîñòü ðè÷íîñòü òèâíîñòü

∇S Ëþáîå + + − +
∆S Ëþáîå + + + +
6 N, Z,Q,R + − + +
< N, Z,Q,R − − + +
≺ N,Z − − + −

| (äåëèìîñòü) N + − + +
Z + − − +

≡ (mod n) N,Z + + − +
�àâåíñòâî ïî ìîäóëþ Z,Q,R + + − +

⊆ B(S), S � ëþáîå + − + +
⊂ B(S), S � ëþáîå − − + +

�àâíîìîùíîñòü Ìíîæåñòâî âñåõ + + − +
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Îòíîøåíèå X∗ + − + +
ïðå�èêñíîñòè

Ïîäîáèå Ìíîæåñòâî + + − +
òðåóãîëüíèêîâ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ

Ïàðàëëåëüíîñòü Ìíîæåñòâî − + − −
ïðÿìûõ âñåõ ïðÿìûõ

Çàäàíî ðàâåíñòâîì (1) {1,2,3,4,5,6} − − − −
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Îñíîâíûå òèïû áèíàðíûõ îòíîøåíèé: ïðèìåðû (îáîñíîâàíèå)

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè çàâèñÿò îò òîãî, íà êàêîì

ìíîæåñòâå îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ: íà ìíîæåñòâå N îíî àíòèñèììåòðè÷íî, à

íà ìíîæåñòâå Z � íåò (ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, 1 | −1 è −1 | 1, íî 1 6= −1).

Ïî÷òè âñå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â òàáë. 1, î÷åâèäíû. Â

ñïåöèàëüíîì îáîñíîâàíèè íóæäàåòñÿ ëèøü àíòèñèììåòðè÷íîñòü

îòíîøåíèé ñòðîãîãî ïîðÿäêà, ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ è

íåòðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ. ßñíî, ÷òî ÷èñåë x è

y , äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü áû óñëîâèÿ x < y è y < x , íå

ñóùåñòâóåò. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî î ëþáîé ïàðå ÷èñåë ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè

ìîæíî óòâåðæäàòü âñå, ÷òî óãîäíî, â òîì ÷èñëå è òî, ÷òî x = y . (Ýòî

âûòåêàåò èç îáùåãî ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè: èç ëîæíîé ïîñûëêè

âûòåêàåò âñå, ÷òî óãîäíî èëè, ãîâîðÿ áîëåå ñòðîãî, åñëè ïîñûëêà

èìïëèêàöèè ëîæíà, òî èìïëèêàöèÿ èñòèííà.) Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå

ñòðîãîãî ïîðÿäêà àíòèñèììåòðè÷íî. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ

àíòèñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ.

Íàêîíåö, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ℓ
1

è ℓ
2

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è ïîëîæèòü

ℓ
3

= ℓ
1

, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî ℓ
1

‖ ℓ
2

è ℓ
2

‖ ℓ
3

, íî ℓ
1

∦ ℓ
3

(ïîñëåäíåå

âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ íå òðàíçèòèâíî.
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Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

2.2. Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè èëè ïðîñòî

ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè îíî ðå�ëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî èç îòíîøåíèé, óïîìÿíóòûõ â ïðèìåðàõ 1�13,

îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ øåñòü: óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå

è îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà, ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ, ñðàâíèìîñòè ïî äàííîìó

ìîäóëþ, ðàâíîìîùíîñòè è ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, α � ýêâèâàëåíòíîñòü íà S è x ∈ S .

Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ y ∈ S òàêèõ, ÷òî x α y , íàçûâàåòñÿ α-êëàññîì
ýëåìåíòà x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç xα

. Ïîäìíîæåñòâî T â S íàçûâàåòñÿ

êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ α, åñëè T = xα

äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ S .

Íàïðèìåð, åñëè α � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ íà Z, òî
5

α = {5,−5}, åñëè α � îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ 3 íà N, òî 8

α

� ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà

3, à åñëè α � îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ, òî {−1, 0, 1}α � ìíîæåñòâî âñåõ 3-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ.
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�àçáèåíèÿ ìíîæåñòâà (1)

Ñ ïîíÿòèåì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå ðàçáèåíèÿ

ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå

�àçáèåíèåì ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ

ýòîãî ìíîæåñòâà òàêîå, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç ýòîãî ñåìåéñòâà

ðàâíî S , à ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ èç ñåìåéñòâà

ïóñòî. Ìíîæåñòâà èç ýòîãî ñåìåéñòâà íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ðàçáèåíèÿ.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðàçáèåíèé.

1) Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà S ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçáèåíèå,

ñîñòîÿùåå èç îäíîãî êëàññà S .

2) Åùå îäíî ðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà � ýòî åãî

ðàçáèåíèå íà âñåâîçìîæíûå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà.

3) Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ S
1

= {1, 2, 5}, S
2

= {3}, S
3

= {4, 7, 8}, S
4

= {6, 9}
ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà S = {1, 2, . . . , 9} íà ÷åòûðå êëàññà.

4) Ìíîæåñòâî N ìîæíî ðàçáèòü íà 3 êëàññà: S
0

, S
1

è S
2

, ãäå Si � ýòî

ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò

îñòàòîê i (i = 0, 1, 2).
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�àçáèåíèÿ ìíîæåñòâà (2)

5) Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ðàçáèòü â

îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ S
1

, S
2

, . . . , ãäå, äëÿ âñÿêîãî

n ∈ N, Sn � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ n-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ.

6) Ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè ðàçáèâàåòñÿ íà

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ, â êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäÿò âñå òðåóãîëüíèêè,

ïîäîáíûå íåêîòîðîìó �èêñèðîâàííîìó òðåóãîëüíèêó, è òîëüêî îíè.

7) Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí åùå îäèí ïðèìåð ðàçáèåíèÿ: ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçáèòî íà ñåìü ïîäìíîæåñòâ, ðàñêðàøåííûõ â ðàçíûå

öâåòà.

1 2 3 4 5 6 7

�èñ. 1. �àçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà ñåìü ÷àñòåé

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ñâÿçü ìåæäó îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿìè (1)

Òåîðåìà 2.1

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà

ìíîæåñòâå S è ìíîæåñòâîì âñåõ ðàçáèåíèé ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eq(S) ìíîæåñòâî âñåõ

îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà S , à ÷åðåç Part(S) � ìíîæåñòâî âñåõ

ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà S . Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 2.1, òàê êàê ýòî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà, íî óêàæåì (áåç

äîêàçàòåëüñòâà) êàê ñòðîÿòñÿ áèåêöèÿ èç Eq(S) íà Part(S) è îáðàòíàÿ ê

íåé áèåêöèÿ èç Part(S) íà Eq(S).

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à α � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà

S . Ïóñòü, äàëåå, {Si | i ∈ I} � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ α. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòîò íàáîð ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà S îáðàçóåò ðàçáèåíèå S . Ïóñòü x ∈ S . Òîãäà x α x , ïîñêîëüêó

îòíîøåíèå α ðå�ëåêñèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ xα

. Èòàê, âñÿêèé ýëåìåíò

ìíîæåñòâà X ëåæèò â íåêîòîðîì α-êëàññå, è ïîòîìó S =
⋃

i∈I

Si .
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Ñâÿçü ìåæäó îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿìè (2)

Äàëåå, ïóñòü Si = xα

è Sj = yα

� äâà ðàçëè÷íûõ α-êëàññà. Â ÷àñòíîñòè,

y /∈ Si . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Si ∩ Sj 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

z ∈ Si ∩ Sj . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x α z è y α z . Èç ñèììåòðè÷íîñòè α è òîãî

�àêòà, ÷òî y α z , âûòåêàåò, ÷òî z α y . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x α z , z α y è α
òðàíçèòèâíî, ïîëó÷àåì, ÷òî x α y . Íî òîãäà y ∈ xα = Si âîïðåêè

ñêàçàííîìó âûøå. Ìû äîêàçàëè, ÷òî íàáîð âñåâîçìîæíûõ α-êëàññîâ
ìíîæåñòâà S îáðàçóåò ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

îòîáðàæåíèå èç Eq(S) â Part(S), êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âñÿêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè α íà S íàáîð âñåâîçìîæíûõ α-êëàññîâ, ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé èç Eq(S) íà Part(S).

Îáðàòíî, ïóñòü Ψ = {Si | i ∈ I} � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S . Îïðåäåëèì

áèíàðíîå îòíîøåíèå α íà S ïðàâèëîì: x α y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x , y ∈ Si äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I . Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå α ðå�ëåêñèâíî,

ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå èç Part(S) â Eq(S), êîòîðîå âñÿêîìó
ðàçáèåíèþ Ψ ìíîæåñòâà S ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè α, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç Part(S) íà Eq(S),
îáðàòíîé ê áèåêöèè èç Eq(S) íà Part(S), ïîñòðîåííîé íà ïðåäûäóùåì

ñëàéäå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ôàêòîð-ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü α � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå S . Ìíîæåñòâî âñåõ

α-êëàññîâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ �àêòîð-ìíîæåñòâîì

ìíîæåñòâà S ïî îòíîøåíèþ α è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S/α.

Ïðèâåäåì òðè ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ýòî ïîíÿòèå.

Ïðèìåð 1. Åñëè α � îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ 2 íà ìíîæåñòâå

Z, òî �àêòîð-ìíîæåñòâî S/α ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ìíîæåñòâà âñåõ

÷åòíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâà âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 2. Åñëè α � îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ

íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, òî êàæäûé ýëåìåíò �àêòîð-ìíîæåñòâà S/α
� ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî n. Î÷åâèäíî,÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �àêòîð-ìíîæåñòâîì S/α è ìíîæåñòâîì N.
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Âåêòîð êàê ýëåìåíò �àêòîð-ìíîæåñòâà

Ïðèìåð 3. Â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè áûëî äàíî îïðåäåëåíèå

âåêòîðà êàê ìíîæåñòâà âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ îäíîé è òîé æå äëèíû

è îäíîãî è òîãî æå íàïðàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ îòíîøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîñòè è �àêòîð-ìíîæåñòâà, ìîæíî äàòü íåñêîëüêî áîëåå

�îðìàëèçîâàííîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S

ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå S áèíàðíîå

îòíîøåíèå α ñëåäóùèì îáðàçîì:

−→
AB α

−→
CD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−→
CD èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è îäèíàêîâîå

íàïðàâëåíèå. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå α ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü �àêòîð-ìíîæåñòâî S/α.
Êàæäûé åãî ýëåìåíò � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ,

ïîïàäàþùèõ â îäèí α-êëàññ ñ íåêîòîðûì �èêñèðîâàííûì íàïðàâëåííûì

îòðåçêîì. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå âåêòîðà, äàííîå â êóðñå

àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò �àêòîð-ìíîæåñòâà S/α, ãäå
S � ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, à α � ââåäåííîå âûøå

áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S .
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Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

2.3. Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (à òàêæå

îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì èëè ïðîñòî ïîðÿäêîì), åñëè

îíî ðå�ëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Ìíîæåñòâî, íà

êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííûì (èëè ïðîñòî óïîðÿäî÷åííûì) ìíîæåñòâîì, ñîêðàùåííî �

÷óìîì. Åñëè α � îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå S , òî

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî (èëè ïðîñòî óïîðÿäî÷åíî)

îòíîøåíèåì α.

Ñ ïîìîùüþ òàáë. 1 ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî èç îòíîøåíèé, óïîìÿíóòûõ â

ïðèìåðàõ 1�11, îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ïÿòü:

îòíîøåíèå ðàâåíñòâà, ñòàíäàðòíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ÷èñëîâûõ

ìíîæåñòâàõ, îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà N (íî íå íà Z!), îòíîøåíèå
âêëþ÷åíèÿ íà áóëåàíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è îòíîøåíèå ïðå�èêñíîñòè

íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ íàä íåêîòîðûì àë�àâèòîì.

×óì � ýòî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà S è çàäàííîãî íà íåì

îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà α. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ïàðó

÷åðåç 〈S ;α〉.
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Äîãîâîðåííîñòü îá îáîçíà÷åíèÿõ. Ñòðîãèé ïîðÿäîê. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë 6 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

ïðîèçâîëüíîãî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ëþáîì ìíîæåñòâå (â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòîò ñèìâîë áóäåò îçíà÷àòü îáû÷íîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà

÷èñëîâîì ìíîæåñòâå, ýòî áóäåò îãîâàðèâàòüñÿ îñîáî). Ïðè ýòîì, åñëè

x 6 y è x 6= y , òî ìû áóäåì ïèñàòü x < y èëè y > x . Îòíîøåíèå < íà

ïðîèçâîëüíîì ÷óìå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà

èëè ïðîñòî ñòðîãèì ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì 6. Ýëåìåíòû x , y ∈ S

íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè îòíîñèòåëüíî 6, åñëè ëèáî x 6 y , ëèáî y 6 x .

Îòíîøåíèå 6 íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (èëè ïðîñòî

ëèíåéíûì ïîðÿäêîì), åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç S ñðàâíèìû

îòíîñèòåëüíî 6. Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ëèíåéíîãî

ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì èëè öåïüþ.

Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûå îòíîøåíèÿ 6 è > íà ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè, à îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà, äåëèìîñòè (íà

N) è âêëþ÷åíèÿ � íå ÿâëÿþòñÿ.
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Ëåêñèêîãðà�è÷åêèé ïîðÿäîê (1)

×òîáû ïðèâåñòè åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð îòíîøåíèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà,

íàì ïîíàäîáèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü 〈X ;6〉 � íåïóñòîå êîíå÷íîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå α íà ìíîæåñòâå X ∗
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè

u, v ∈ X ∗
, òî uα v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1) u � ïðå�èêñ v;

2) ñóùåñòâóþò ñëîâà a, b
1

, b
2

∈ X ∗
è áóêâû x , y ∈ X òàêèå, ÷òî u = axb

1

,

v = ayb
2

è x < y .

Îòíîøåíèå α íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà èëè

ïðîñòî ëåêñèêîãðà�è÷åñêèì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå X ∗
.

Åñëè îòíîøåíèå ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëåííîå íà

ìíîæåñòâå X ∗
, îãðàíè÷èòü íà ìíîæåñòâî X , òî ïîëó÷èòñÿ èñõîäíî

çàäàííîå íà X îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà 6. Èíûìè ñëîâàìè,

îòíîøåíèå ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà ðàñøèðÿåò èñõîäíîå îòíîøåíèå

ïîðÿäêà ñ ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî X ∗
. Ïîýòîìó îòíîøåíèå

ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà íà X ∗
îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå, êàê îòíîøåíèå

ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà X , ò. å. ÷åðåç 6.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ



Ëåêñèêîãðà�è÷åêèé ïîðÿäîê (2)

Åñëè X � ìíîæåñòâî áóêâ ðóññêîãî ÿçûêà, óïîðÿäî÷åííîå â

àë�àâèòíîì ïîðÿäêå (à 6 á 6 · · · 6 ÿ), òî ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé

ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà � ýòî èìåííî òîò

ïîðÿäîê, â êîòîðîì ñëîâà èäóò â ñëîâàðå. Ýòèì è îáúÿñíÿþòñÿ

òåðìèíû ¾àë�àâèò¿, ¾áóêâû¿, ¾ñëîâà¿ è ¾ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé

ïîðÿäîê¿ (ëåêñèêîãðà�èÿ � ðàçäåë ÿçûêîçíàíèÿ, ïîñâÿùåííûé

ñîñòàâëåíèþ ñëîâàðåé).

Â ñëîâàðå ðóññêîãî ñëîâà ðàñïîëàãàþòñÿ ïî àë�àâèòó. Ïðè ýòîì äëÿ

ëþáûõ äâóõ ñëîâ ìîæíî ñêàçàòü, êàêîå èç íèõ ñòîèò ðàíüøå äðóãîãî. Èíà÷å

ãîâîðÿ, îòíîøåíèå ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ

ðóññêîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Êàê ïîêàçûâàåò

ëåììà ñî ñëåäóþùåãî ñëàéäà, òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è â îáùåì ñëó÷àå.
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Ëåêñèêîãðà�è÷åêèé ïîðÿäîê (3)

Ëåììà 2.1

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îòíîøåíèå

ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà 6 íà ìíîæåñòâå X ∗
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî

ïîðÿäêà ðå�ëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî è ëèíåéíî. Ìû

îãðàíè÷èìñÿ ïðîâåðêîé ðå�ëåêñèâíîñòè è ëèíåéíîñòè.

Àíòèñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ïðîâåðÿþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêî, è

ýòó ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðîïóñêàåì.

�å�ëåêñèâíîñòü. Êàæäîå ñëîâî u ∈ X ∗
ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ïðå�èêñîì,

ïîñêîëüêó u = uλ. Ñëåäîâàòåëüíî, u 6 u äëÿ âñÿêîãî u ∈ X ∗
.

Ëèíåéíîñòü. Ïóñòü u = x
1

x
2

· · · xk è v = y
1

y
2

· · · ym � ñëîâà íàä àë�àâèòîì

X . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k 6 m. Åñëè x
1

= y
1

,

x
2

= y
2

, . . . , xk = yk , òî u � ïðå�èêñ v, è ïîòîìó u 6 v. Ïîýòîìó äàëåå

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xj 6= yj äëÿ íåêîòîðîãî j 6 k . Ïóñòü j � íàèìåíüøèé

èíäåêñ ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå 6 íà ìíîæåñòâå X

ëèíåéíî, âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé xj < yj è yj < xj . Â ïåðâîì

ñëó÷àå u 6 v, à âî âòîðîì v 6 u.
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Îòíîøåíèå ïîêðûòèÿ è äèàãðàììà ÷óìà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈S ;6〉 � ïðîèçâîëüíûé ÷óì è x , y ∈ S . �îâîðÿò, ÷òî y ïîêðûâàåò x ,

åñëè x < y è íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà z òàêîãî, ÷òî x < z < y .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè 6 � ñòàíäàðòíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà îäíîì èç

ìíîæåñòâ N è Z, òî y ïîêðûâàåò x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ≺ y .

×óìû ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (à èíîãäà è áåñêîíå÷íûå, íî ïðîñòî

óñòðîåííûå ÷óìû) óäîáíî èçîáðàæàòü ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ

äèàãðàìì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Äèàãðàììà ÷óìà ðèñóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé ýëåìåíò ÷óìà èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé. Åñëè

ïðè ýòîì y ïîêðûâàåò x , òî y ðèñóåòñÿ âûøå, ÷åì x , è ñîîòâåòñòâóþùèå

òî÷êè ñîåäèíÿþò ëèíèåé (êàê ïðàâèëî, îòðåçêîì ïðÿìîé).

Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî íà ðèñóíêàõ

èçîáðàæàþòñÿ íå äèàãðàììû ÷óìîâ, à ñàìè ÷óìû.
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Ïðèìåðû äèàãðàìì ÷óìîâ (1)

Íà ðèñ. 2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå èçîáðàæåíû äèàãðàììû ñëåäóþùèõ

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ:

S
1

� ìíîæåñòâî B
(

{1, 2, 3}
)

ñ îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ,

S
2

� ìíîæåñòâî {2, 3, . . . , 12} ñ îòíîøåíèåì äåëèìîñòè,

S
3

è S
4

� ìíîæåñòâà N è Z ñîîòâåòñòâåííî ñ åñòåñòâåííûì

îòíîøåíèåì ïîðÿäêà

1

,

S
5

� ìíîæåñòâî âñå ñëîâ äëèíû íå áîëåå 3 íàä àë�àâèòîì {a, b} ñ

îòíîøåíèåì ïðå�èêñíîñòè

2

,

S
6

� ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî {x
1

, x
2

, . . . , xn, . . . } ñ îòíîøåíèåì

ðàâåíñòâà.

Èç ýòèõ äèàãðàìì íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî ÷óìû S
3

è S
4

ÿâëÿþòñÿ öåïÿìè, à

÷óìû S
1

, S
2

, S
5

è S
6

� íå ÿâëÿþòñÿ. Â ÷óìå S
6

ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòà íåñðàâíèìû. Òàêèå ÷óìû íàçûâàþòñÿ àíòèöåïÿìè.

1

Ïîñêîëüêó ýòè ÷óìû áåñêîíå÷íû, íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû òîëüêî íåáîëüøèå �ðàãìåíòû

èõ äèàãðàìì, èç êîòîðûõ, òåì íå ìåíåå, ÿñíî, êàê ýòè äèàãðàììû óñòðîåíû â öåëîì.

2

Äëèíîé ñëîâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåãî áóêâ; ïðè ýòîì êàæäàÿ áóêâà

ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îíà âõîäèò â ñëîâî. Íàïðèìåð, äëèíà ñëîâà baaabba
ðàâíà 7.
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Ïðèìåðû äèàãðàìì ÷óìîâ (2)

r
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r
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S
6

�èñ. 2. Äèàãðàììû ÷óìîâ
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Ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå, íàèìåíüøèå è íàèáîëüøèå ýëåìåíòû (1)

Îïðåäåëåíèÿ

Ýëåìåíò x ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈S ;6〉 íàçûâàåòñÿ:

ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà y ∈ S òàêîãî, ÷òî y < x ;

ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà y ∈ S òàêîãî, ÷òî x < y ;

íàèìåíüøèì, åñëè x 6 y äëÿ ëþáîãî y ∈ S ;

íàèáîëüøèì, åñëè y 6 x äëÿ ëþáîãî y ∈ S .
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Ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå, íàèìåíüøèå è íàèáîëüøèå ýëåìåíòû (2)

Â òàáë. 2 óêàçàíû ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå, íàèìåíüøèå è

íàèáîëüøèå ýëåìåíòû ïÿòè ÷óìîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2.

Òàáë. 2. Òèïû ýëåìåíòîâ: ïðèìåðû

×óì Ìèíèìàëüíûå Ìàêñèìàëüíûå Íàèìåíüøèå Íàèáîëüøèå

ýëåìåíòû ýëåìåíòû ýëåìåíòû ýëåìåíòû

S
1

∅ {1, 2, 3} ∅ {1, 2, 3}

S
2

2,3,5,7,11 7,8,9,10,11,12 íåò íåò

S
3

1 íåò 1 íåò

S
4

íåò íåò íåò íåò

S
5

λ aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb λ íåò

S
6

x
1

, x
2

, . . . , xn,. . . x
1

, x
2

, . . . , xn,. . . íåò íåò

Ýëåìåíò ÷óìà ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî êàê ìèíèìàëüíûì, òàê è

ìàêñèìàëüíûì. Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò

ýëåìåíòû 7 è 11 ÷óìà S
2

è âñå ýëåìåíòû ÷óìà S
6

.
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Ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå, íàèìåíüøèå è íàèáîëüøèå ýëåìåíòû (3)

Çàìå÷àíèå 2.1

Åñëè ÷óì ñîäåðæèò íàèìåíüøèé [íàèáîëüøèé℄ ýëåìåíò, òî ýòîò ýëåìåíò

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì [ìàêñèìàëüíûì℄ ýëåìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå î ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ,

óòâåðæäåíèå î ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü x

� íàèìåíüøèé ýëåìåíò ÷óìà S è y ∈ S . Òîãäà x 6 y . Ñëåäîâàòåëüíî,

y 6< x , è ïîòîìó ýëåìåíò x ìèíèìàëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z � äðóãîé

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â S . Òîãäà x 6 z (òàê êàê x � íàèìåíüøèé

ýëåìåíò) è x 6< z (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè z). Ñëåäîâàòåëüíî, x = z .
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Îòíîøåíèÿ êâàçèïîðÿäêà.

2.4. Îòíîøåíèÿ êâàçèïîðÿäêà. Àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû

Îïðåäåëåíèå

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì

êâàçèïîðÿäêà èëè ïðîñòî êâàçèïîðÿäêîì, åñëè îíî ðå�ëåêñèâíî è

òðàíçèòèâíî. Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå êâàçèïîðÿäêà,

íàçûâàåòñÿ êâàçèóïîðÿäî÷åííûì.

ßñíî, ÷òî êàê ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê è ëþáîå îòíîøåíèå

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Åñòåñòâåííûé ïðèìåð êâàçèïîðÿäêà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íè

ýêâèâàëåíòíîñòüþ, íè ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, � ýòî îòíîøåíèå äåëèìîñòè

íà ìíîæåñòâå Z. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ðå�ëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî íå

ñèììåòðè÷íî è íå àíòèñèììåòðè÷íî. Â äàëüíåéøåì ìû åùå âñòðåòèìñÿ ñ

ïðèìåðîì îòíîøåíèÿ êâàçèïîðÿäêà ïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷ëåíîâ.
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Àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû (1)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈S ;α〉 � êâàçèóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû x , y ∈ S

íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, åñëè x α y è y α x .

Íàïðèìåð, êàê ëåãêî ïîíÿòü, ýëåìåíòû m è n êâàçèóïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà 〈Z; |〉 àññîöèèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |m| = |n|.
Èíûìè ñëîâàìè, â äàííîì ñëó÷àå îòíîøåíèå àññîöèèðîâàííîñòè � ýòî

îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ. Çàìåòèì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. òàáë. 1). Êàê ïîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ñî

ñëåäóþùåãî ñëàéäà, ýòî íå ñëó÷àéíî.
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Àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû (2)

Çàìå÷àíèå 2.2

Ïóñòü 〈S ;α〉 � êâàçèóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, à σ � îòíîøåíèå

àññîöèèðîâàííîñòè íà S . Òîãäà σ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x , y , z ∈ S . Èç ðå�ëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ α
âûòåêàåò, ÷òî x α x , à çíà÷èò x σ x . Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå σ
ðå�ëåêñèâíî. Äàëåå, åñëè x σ y , òî x α y è y α x . Íî òîãäà, î÷åâèäíî, y σ x .

Ñëåäîâàòåëüíî, σ ñèììåòðè÷íî. Ïóñòü, íàêîíåö, x σ y è y σ z . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî x α y , y α x , y α z è z α y . Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå α
òðàíçèòèâíî, èç òîãî, ÷òî x α y è y α z , âûòåêàåò, ÷òî x α z , à èç òîãî, ÷òî

z α y è y α x , ñëåäóåò, ÷òî z α x . Ñëåäîâàòåëüíî, x σ z , è ïîòîìó îòíîøåíèå

σ òðàíçèòèâíî.
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